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LA CONEX I DAD Y EL AX I OMA DE COMPLETEZ

Ra6ae..t Ahumada..

1. INTRODUCCION.
En el articulo "El axioma de Completez" del

profesor Yu Takeuchi, se presentan ocho equiva-
lencias de dicho axioma. En este trabajo exhibi
remos otra equivalencia relacionada can la conexi
dad.

TEOREMA. Sea K(+,·,<) un cuerpo ordenado. Enton-
ces: K satisface el axioma de completez si y so-
lo si K es conexo (segun la topologia de orden).

Demostracion. "=>,, Supongamos que K satisface el
axioma de completez. Sea F un subconjunto abier-
to y c er-r ad o en K. Si F no es vacio existe t &: K

til que t EF. Veamos que F = K. Asumamos que
F t K , entonces existe X E K tal que X ¢ F.
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Asl que X ~ t. Digamos que t < X. En tal caso
llamemos S = {If e: F Ilf < x l, entonces S ~<P
(pues tE S) y esta acotado superiormente (por
X). Por el axioma de compl~tez existe z e: K,
z = SupS. Com 0 lJ-.b e: S, .b < X en ton c e s Z ~ X.

Si ,Z f;: F entonces Z e:: Fe. y como Fe. es abier-
to exist ira ~ > 0 tal que (z-~,z+~) S Fe.. pero,
z = SupS 93.b 6: S: z-~ <.b ~ z , 10 que cans-o a
tituye una contradiccion ya que .b e::F, y,o

(Consideramos a K dotado de la.be: (Z-~,z+~).o
topologla de orden), asl
Z < X (x ¢ F). Como F es

que Z e: F con 10 que
abierto existe 0 > 0

tal que (z-o,z+o) ~ F.

Entonces (Z-A,Z+A)
Z < ~ < Z+A enton-

o sea que ~ e: Scan
Z = SupS < ~. Concluimos que F = K 0 F = <p, 10

que implica que K es conexo.

Tomemos A = min{o,x-z}.
c F. Luego si u es tal que

ces ~ e:: F, y, u < Z+A ~ X,

r s : X < :t 11amamos S = {If e: F Ilf > x l, usa-
mos el hecho de que, por el axioma de completez,
S tiene extremo inferior y procedemos analoga-'
mente hasta 11egar a que F = K).

"~,, Supongamos que K es co n e xo y sea S f <P,

S S K, S acotado superiormente.

Llamemos:
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A = {ex e: K I ex es cota superior de S}

S A---£\ \\\\\\\\\\\\\\\\\f' I I I I I I I I I I I I I I I I I I ( I I ( I:\\\\\\\\m\\\i\" n Tn Tn rTn rrrrn; I; n

Entonees A of <P y A r
maximo) y S of <P • Si
entonees .6 = SupS .

0

K porque S T K (K no tiene
existe.6 ~ A tal que .6 e So 0

Asumamos que ~.6e S, .6 _ A y veamos que A es
eerrado en K. Sea t E AC. Entonees t no es eota
superior de S y por 10 tanto existe.6 E S cono
t < .6 • L1amemos ~ = .6 -t > 0 Y mostremos que

o 0

(t-~,t +~) £ A C :

Si Ij e:: (t-~,t+~) entonees Ij < t+~ = .6 con
0

.6 e: S y entonces Ij no puede ser eota superior0
de S. Se sigue que 1jE: Ac-. Luego AC- es abierto,
es deeir, A es eerrado.

ees A no puede
ex e: A tal que
o

yamos que exo =

peri or de S.

Como A es cerrado, ep c Ac. K y K c on ex o , enton-
~ ';f-

ser abierto. Por tanto existe
+v-~ e: K : (ex -~,ex +~) d A. Coneluo 0 'T

SupS. Como a E A, ex es cot a su
o 0

Sea a cualquier cota superior de S (a E A).
Si setuviera a<ex entonees It = ex -a> 0 y por tan-o 0
to (a,a +~) = (a -~,a +~) d A, 10 que es un ab-o () o ~
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surdo ya que al ser a cota superior de S cada
X ~ a tambien 10 sera.

Luego, a ~ a, esto es,o
las cotas superiores de S.

a es la menor deo,

*
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