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RESUMEN. El presente articulo trata sobre la demostracién del teorema fundamental
del dlgebra —teorema de D’ Alembert— dada por Julio Garavito, que segin sus Cuadernos
de anotaciones data de entre 1898 y 1903. Estos Cuadernos se encuentran en el antiguo
Observatorio Astronémico de Bogota. Trataremos de mostrar evidencias de que el articu-
lo, al parecer inédito, es una demostracion original de Garavito. Se dardn comentarios a
las anotaciones del autor que llevan a su demostracion y se hara la comparacién por la
similitud de ésta con la demostracién de Courant y Robbins de 1941 y con la de Fine y
Rosenberger de 1997.
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ABSTRACT. The present document deals with the proof of the Fundamental Theorem
of Algebra, or D’ Alembert’s Theorem, given by Julio Garavito, which according to his
notebooks should be dated somewhere between 1898 and the earliest 1900’s. These
notebooks are kept at the old National Astronomical Observatory in Bogota, Colombia.
We will try to give some evidence that the document, presumably unpublished, contains
an original proof by Garavito. We will give some comments to the authors’ notes leading
to the proof, and also a comparative step by step review of the proofs presented by
Courant & Robbins in 1941 and Fine & Roseberger in 1997, given their resemblance
with Garavito’s.
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1. Introduccion

El presente escrito trata sobre algunos de los apuntes que el ingeniero colombiano
Julio Garavito (1865-1920) realizé sobre funciones de variable compleja y sobre una
demostracién del teorema fundamental del dlgebra (TFA), escrita entre 1898 y 1902
que se encuentran en sus Cuadernos, los cuales se conservan en el antiguo Observatorio
Astronémico Nacional en Bogotd y tienen fechas aproximadas entre 1898 y 1903. Su
tema, segun Lleras Codazzi, fue objeto de estudio entre 1898 y 1902, afios de guerra en
los cuales la actividad académica formal en la Universidad Nacional de Colombia fue
suspendida (Lleras (1920) p. 2-3). La clasificacién de los Cuadernos se encuentra en
el Catdlogo Documental del Observatorio Astronémico (1803-1930) y se ha tratado de
manera general en Los Cuadernos de Julio Garavito. Una antologia comentada (Sanchez
(2007)). Hay que precisar que el Catdlogo contiene un indice analitico de los articulos de
los Cuadernos o de temas que se encuentran en hojas sueltas, sin embargo el tema puntual
teorema de D’ Alembert o TFA no alcanza a figurar en dicho indice debido a que, a pesar
de la importancia del tema, Garavito no colocé esto como titulo del articulo sino dentro de
unos parrafos de otros articulos con otros titulos (ver secs. 2 y 4). Tengamos también en
cuenta que el nombre mismo del teorema que nos ocupard ha cambiado a través del tiempo
(ver sec. 3).

Julio Garavito fue una figura central en la Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional de Colombia y, més precisamente, de la ciencia en Colombia durante el periodo
1890 a 1920 (Sanchez (2018)). Sus aportes mds importantes estdn en astronomia (Quintero
(2005)). Su trabajo Explicacion de algunos fenomenos opticos que se relacionan con la
astronomia: aberracion y refraccion aparece reseiiado en Bulletin Astronomique Tomo
XXX1, 1914 p. 352. Ademds, su interés y capacidad le permitieron dedicarse a abordar
otros temas como la matemadtica actuarial, en donde realiz6 un célculo de primas y reservas
de seguros de vida para un grupo de asegurados de la Sociedad Nacional de Seguros
basandose en la obra del francés E. Dormoy (Ortiz (2014)). Por medio del presente escrito
trataremos de exponer lo que seria un trabajo original y meritorio, un logro a destacarse, el
cual podra el lector juzgar a la luz de los referentes que trataremos de dar y que estaria
en contraste con otros temas en que su intervencion fue desafortunada y por los cuales ha
recibido duros juicios (Sdnchez (2018), p.6. y Martinez-Chavans (2004)).

Como profesor de la Facultad de Ingenieria tuvo a cargo cursos de matemadticas, aunque
un curso sobre variables complejas no existia entonces y fue mucho después de 1950, con
el advenimiento de profesores europeos a la Universidad Nacional, que estos cursos se
empezaron a dictar (Catdlogo de la biblioteca de la Facultad de Matematicas e Ingenieria
(1921), p. 99-168; p. 169-212; Datos sobre la historia de la ensefianza de las matematicas
en Colombia (1898), p. 13—15; Sanchez (1999)).

Laley 128 del 31 de diciembre de 1919 dispuso que el gobierno nacional asumiera
la publicacién de sus trabajos: “(Articulo 2) La nacion editard a costa del tesoro piiblico
las obras inéditas del doctor Julio Garavito Armero...” Diario Oficial de Colombia. Afio
LVI. Bogotd Jueves 08 de enero de 1920, nro. 17016 p. 17. Sin embargo, el propésito de
dicha ley no se ha llevado a cabo y no todos los trabajos manuscritos se han divulgado.
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Algo que es inevitable agregar, y no sin estupor, es que por ironia del destino cuando,
por disposicion del Banco de la Republica, la imagen de Garavito empez6 a aparecer en
billetes colombianos, se origind una especie de mitologia popular urbana en la que cierta
clase de personajes acuden alrededor de su tumba en el Cementerio Central de Bogota,
manifestdndose en un peregrinar y simbolismo para buscar su ayuda terrena.

En este trabajo transcribimos algunos de los escritos de Garavito que tratan sobre
polinomios en variable compleja y sobre el TFA a partir de los mencionados Cuadernos'y
paralelamente hacemos algunos comentarios de los temas alli tratados.

En la seccién 2 se comenta sobre temas y notacion que utiliza Garavito en sus notas
sobre variable compleja y sobre los textos franceses de los cuales transcribid, teniendo en
cuenta las referencias histéricas que se han hecho sobre la época en Colombia y sobre las
pocas referencias de autores, mds no de obras ni ediciones, que da Garavito en sus notas,
particularmente: Meray, Jordan y Sturm.

En la seccién 3 se dardn algunos datos histéricos sobre los nimeros imaginarios y las
demostraciones del TFA, comentando algunas dificultades que se presentan cuando se
revisan a la luz del rigor de épocas distintas para compararlo con el caso particular del
contexto de la época de Garavito. En la seccién 4 se expone un tema que es recurrente en
varios cuadernos: se trata de la idea de Garavito para la representacién de polinomios de
una variable compleja mediante lineas poligonales y la aplicacién de esto para dar una
demostracién del teorema de D’ Alembert (TFA), con algunos comentarios.

En la seccién 5 se hace la comparacion de la prueba de Garavito con la de Courant y
Robbins de 1941 por la similitud que guardan, y en la seccién 6 se compara con la de Fine
y Rosenberger de 1997, la cual es sorprendentemente mas parecida. Aqui es importante
advertir que la comparacion surge de manera natural al observar las demostraciones, aunque
algunos conceptos o marcos conceptuales varian por tratarse de épocas distantes. En la
seccion 7 se presentan algunas conclusiones y se comentan otros contenidos relacionados
en los Cuadernos para posterior estudio.

Es importante agregar que seguin Lleras Codazzi en su nota posterior a la muerte de
Garavito, entre sus amigos cercanos fue conocido el trabajo que presentaremos en este
articulo y que fue en los afios de la “gran revolucién 1899 a 1902” (es decir la Guerra de
los Mil Dias ') cuando se dedicé a estos estudios (Lleras (1920), p. 2-3). Al referirse a los
trabajos de Garavito sobre ecuaciones dijo:

“abordé el andlisis del mds arduo de los problemas de Algebra: la solucion
de las ecuaciones de grado superior. Apartose del camino mds conocido en la
ciencia que consiste en averiguar el niimero de raices reales e imaginarias que
admite la ecuacion, los limites dentro de las cuales estdn comprendidas y sus
propiedades generales, para entrar a determinar por aproximaciones sucesivas,
y prefirié relacionar las propiedades de las raices con ciertas lineas de los
poligonos estrellados que venian a ser la clave de las ansiadas soluciones,

'Ver: Obregon, D. (2001) Julio Garavito Armero. A propésito de una biografia. Boletin Cultural y Bibliografico
Banco de la Republica.v.38 (58). Bogot4.
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[...método que podria llamarse] Poligonometria. Establecidos estos cimientos
fundo sobre ellos su andlisis de las ecuaciones, llegé a la solucion de las
ecuaciones binomias, trinomias, reciprocas, etc. y avanzo muchisimo en la
ecuacion general de grado m por métodos rigurosos y de un ingenio admirable.
Este trabajo [...] es conocido apenas de un corto niimero de sus amigos. Algiin
dia se publicard y se verd entonces hasta donde llego ...” (Lleras, op.cit p.2).

Otros resultados conocidos como teorema de D’ Alembert, y particularmente uno de
la misma época y de la Universidad Nacional, no deben confundirse con el TFA tratado
por Garavito. Se trata de un teorema de fisica sobre dindmica de fluidos que fue analizado
en 1895 por un compafiero de Garavito, Jorge Péez, con el titulo Teorema de D’Alembert,
como una tesis de grado para ser profesor de matemadticas (Sdnchez (2007), p. 91), y
adicionalmente hay otro trabajo de Tomas Acevedo del afio 1893 titulado Cuadros grdficos
para la resolucion de la ecuaciones de segundo y tercer grado en la que hace uso de la
representacion de superficies topogréficas seglin un método llamado de Lalanne, donde
demuestra que la ciibica general se reduce a la forma 23 + pz + ¢ = 0 pero el material
faltante no permite hacer un analisis fidenigno (Sdnchez (2007), p. 78).

El autor desea agradecer al doctor Luis Carlos Arboleda por la revisién que hizo del
articulo y sus valiosos comentarios y al doctor Regino Martinez-Chavanz por la revisién
previa a la version final del articulo, ya que siendo élI tal vez el mejor conocedor de la
obra de Garavito en el campo de la fisica y conocedor de los manuscritos, ofrecié valiosos
aportes y referencias para el trabajo del autor. Incidentalmente Martinez-Chavanz, al
referirse a la divulgacién de la fisica matemdtica por medio de la mecédnica en Colombia,
ubica a Garavito como ‘el primer fisico colombiano en el sentido propio de la palabra,
no s6lo por sus estudios, formacién y profesion sino por su actividad de investigador”
(Martinez-Chavanz (2004), p.47). El también ha analizado el trabajo de Garavito en cuanto
a las geometrias no euclidianas y su relacién con los modelos fisicos, (Martinez-Chavanz
op cit p.56, ver también Bateman (1954)).

2. Algebra de imaginarias en los cuadernos de Garavito

Las notas de Garavito sobre los temas tratados en este articulo provienen de los siguien-
tes Cuadernos: Cuaderno 3. (1903) Titulo: Algebra imaginarias, Titulo: Apuntes diversos p.
24 a 37. Cuaderno 5 (1901-1902) Titulo: cuestiones diversas referidas a matemadticas puras
y aplicadas. Funciones simples especiales. Cuaderno 30 (1897) Titulo: Funciones elipticas.
Cantidades imaginarias. Cuaderno 31 (1897) Titulo: Andlisis infinitesimal. Poligonos.
Cuaderno 29 (1898) Titulo: Nota sobre las ecuaciones algebraicas. Carpeta 8, Caja 4,
Titulo: Operaciones con complejos. Ecuaciones algebraicas enteras de una sola variable.
Carpeta 7, Caja 4, Titulo: Algebra de imaginarias.

Debido a la limitacién de espacio no se transcriben todos los articulos, sino que nos
limitaremos a los articulos sobre el teorema en cuestion los cuales aparecen en forma
reiterada en los Cuadernos.
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Aunque Garavito ofrece escasas referencias precisas de los textos que usd, se podria
inferir que recurri6 a los textos de Meray, Sturm y Jordan. No refiere haber usado el de
Cauchy, si bien éste ya figura en los textos de la biblioteca de la Universidad Nacional
en 1920. Cuando menciona autores solo se refiere a Meray, Sturm, Jordan sin mas datos.
Respecto a Meray, la referencia que da Garavito —Meray p. 40— coincide con la 1897 sobre
las cantidades imaginarias (Meray (1897) p. 17 a 56). En cuanto a Sturm y Jordan, los
temas tratados en los Cuadernos coinciden con los de Sturm (1901) y la tercera edicién del
Curso de Jordan, por ejemplo en conceptos como los tratados en Jordan t. 2 p. 260, 574,
578, 557,561;t. 1 p. 177, 178, entre otras (Jordan (1893)).

En los Cuadernos se encuentran conceptos como funcién mondgena, funcién me-
romorfa, condiciones de Cauchy-Riemann (no usa este nombre), funcién multivaluada,
raiz m-ésima de un complejo, teorema del residuo de Cauchy (aunque no lo utiliza con
este nombre), polos, hoja de Riemann, punto de ramificacién (branchement), integracién
compleja, teorema de Laurent y uno de los articulos se titula “Funciones Elipticas”, aunque
realmente no llega a tratarlas, al menos en las notas existentes. Sin embargo, con relacién
a esto, podemos decir que uno de sus articulos publicado péstumamente en la Revista de la
Academia Colombiana de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales, se refiere a la generaliza-
cién de exponenciales complejas y de éstas obtiene versiones seno y coseno referidas a
una espiral, aunque en estas notas presenta algunas diferencias con el articulo.

Garavito inicia su introduccion de las cantidades imaginarias diciendo: “Las cantidades
imaginarias habian quedado relegadas al adjetivo y su principal objeto era simplemente
hacer descomponible en factores binomios de grado 1 todos los polinomios enteros de una
variable.

Ultimamente se han introducido en el andlisis matemdtico produciendo fecundos resul-
tados. Con su ayuda se han hallado conexiones sorprendentes entre funciones circulares
y exponenciales, en el estudio de las funciones elipticas y el comienzo del estudio de las
trascendentes mds elevadas”.

Garavito no usa el término niimero complejo sino cantidades imaginarias a + bi.
Debemos tener en cuenta que en los textos de la época, ni en el de Cauchy, ver tabla 1,
usan esta denominacién, aunque se dice que fue Gauss, en 1831, quien empez6 a usarla
en el contexto de a, b € Z seguido también por Hamilton hacia 1835, y que Riemann la
incorpord en los titulos de sus articulos de 1851 (ver Remmert et al [1991] p. 64).

Abhora bien, de acuerdo a la afirmacién de Garavito segin la cual estos temas son
recientes, se podria inferir que en los textos mediante los cuales él habia estudiado la
materia, como el de Meray, Sturm y Jordan, no se explica el desarrollo histérico de estas
funciones, el que ya llevaba varias décadas para la época de Garavito.

En la presentacién de los nimeros imaginarios Garavito inicia explicando la forma de
introducir la unidad imaginaria 7, y en general las cantidades a + bt y las operaciones de
suma, producto y cociente entre estos, de la manera usada en los textos actuales, por lo
tanto no la incluiremos en este escrito. Sin embargo hay algo respecto a la suma que llama
la atencidn y es, segtin Garavito, otra forma de introducirla es de la siguiente manera:
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Considera las ecuaciones en x

B tpet+q =0 ¥ +pr+g=0 .. ;2" +prtg,=0
con coeficientes reales y se suponen conocidas las respectivas raices o + (14, ag +
Bat, ..., an + Bri. En seguida considera la ecuacion
2+ Pr+Q =0, ()

endonde P => p;y

P2
Q=7 -

S

Se tendran las soluciones de (*):

Luego
X' = Zai + Bi

X":Zai*ﬂi

La ecuacién (¥) tiene por soluciones la suma de las soluciones de las ecuaciones iniciales.
Supongamos que las ecuaciones tiene todas sus raices imaginarias. En este caso,

2

P / p2
Por lo tanto PTQ — @ < 0, las rafces de (*) seran imaginarias y X' = -5 +4/Q — TZ

Diremos que ellas serdn las sumas de las raices de las ecuaciones iniciales,

Z _&4_ q,_lﬁi :Z_&J”Z q,_Zﬁ
2 V T4 2 VI

Concluye Garavito: de alli que podamos definir:
Zaj +ﬂj7; = ZO&j + (Zﬂj> 7.

Es este punto conviene hacer una breve resefia de como estos niimeros se incorporaron
a las matematicas en los siglos XVIII y XIX.
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3. Datos historicos sobre uso de los nimeros complejos y el TFA

Una reflexion sobre el titulo del presente articulo puede conducir al lector a cuestionar
que para la época del escrito de Garavito, alrededor de 1898, el teorema ya estaba conso-
lidado con varias pruebas conocidas. Sin embargo el teorema ha tendido cierto cardcter
elusivo, aun para destacados mateméticos. Mas adelante veremos que, por ejemplo, Euler
en principio admitio la prueba de D’ Alembert pero luego expreso reservas; Gauss cuestiond
a D’Alembert, Euler y Lagrange, entre otros. A su vez Feliz Klein cuestionaba la primera
prueba de Gauss y, aunque no encontraba que tal prueba fuera errénea, si urgia la necesidad
de aclaracién de puntos que si bien en apariencia obvios, no podian ser admitidos a priori.
También veremos que, ya en época reciente, H. Arnold e I. Niven publicaron pruebas que
resultaron ser erréneas, como comentaremos un poco mds adelante. La prueba de Garavito,
distinta a las dadas en los textos de la época que tomamos como la bibliografia que pudo
haber conocido segtin referencias de la época, es similar a la de Courant y Robinson de
1941 y atin més similar a la de Fine y Rosenberger en 1997. El punto en el que puede
encontrarse un argumento discutible, aunque no incorrecto, es el mismo que en la prueba
de Garavito (ver sec. 6).

El hecho de que las cantidades llamadas a ser los nimeros imaginarios fueran por
mucho tiempo conocidas como objetos inevitables pero incémodos por carecer de una
conceptualizacion suficiente entre los matemadticos, pude ilustrarse con el hecho de que,
cuando comenzaron a aparecer en escritos de Cardano y Bombelli del siglo XV, se les
denominaba cantidades sofisticas y la designacion di meno para lo que hoy llamamos 1,
indica la intencién de admitir un resultado que por ser inusual o un caso degenerado es de
menor importancia. Esta es la misma cantidad a la cual llamé Descartes imaginario y a la
que luego Euler designé como ¢ (Reich (1977) p. 59), notacién que se ha conservado hasta
la época actual.

La interpretacion de v/—1 = i como una media geométrica de 1 y —1 (Dunnington
(1955) p. 40) se debe a Gauss, quien también impuso el término y designacion nimero
complejo a + bi, aunque mds en el contexto de a y b enteros (Wussing, H. (1979) p. 207).
Sin embargo fue Euler quien durante el periodo que estuvo en Rusia, entre 1726 y 1735,
us6 los complejos en célculos de distinta indole (Robson y Stedall (2008), p. 369).

La terminologia evoluciona casi imperceptiblemente, por ejemplo, segtin Kline, las
condiciones actualmente llamadas de Cauchy-Riemann ya eran conocidas para D’ Alembert,
Euler y Laplace, pero no se designaban asi en las obras de Cauchy, ni atin en la obra mds
reciente de Jordan, de la cual Garavito transcribe. Poisson, hacia el afio 1815, fue el primero
en realizar integracion en el plano, aunque no escribié una monografia sobre el tema (Kline
(1972), p. 633, p. 655). Gauss, sin consolidarlo en una monografia, ya en 1811 anuncié
que la integral en el plano complejo era independiente del camino de integracién (Kline
(1972) p. 632).

La fundamentacidn para la teoria de funciones complejas la realizé A. Cauchy en su
Memoire sur la theorie des integrales defines en 1814 citando los trabajos de Euler de 1759
y de Laplace de 1782.
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Ahora bien, tendriamos que tener en cuenta la forma en que se difundia el conocimiento
para la época de Garavito y el tiempo que tomaban en llegar los conocimientos matematicos
desde Europa a Colombia, basicamente a través de las obras en francés. Entonces también
habria lugar a pensar que hay temas que pueden considerarse recientes para su época, por
ejemplo la otra memoria de Cauchy de 1825 pero publicada hasta 1876, Memoire sur
las les integrales defines prices entre des limites imaginaires en el Boletin des Sciencies
mathematiques. Aunque es improbable que Garavito conociera estas memorias, los textos
de Meray y de Jordan ya incluian estos temas; de hecho la consolidacién y divulgacién
de la teoria de funciones complejas tuvo en la obra de Jordan un referente importante
(Gispert-Chambaiz (1982)). Se podria decir que para Garavito seria reciente la obra de
Jordan desde el tomo 1 en 1882 hasta el tomo 3 en 1887 y la segunda edicién en 1893,
pues segun esa autora la obra de Jordan marca un punto determinante en la década de 1890,
no solo en Francia sino en Europa para el desarrollo del andlisis real y para su difusién.

En cuanto a Laurent, quien es mencionado por Garavito en una nota de 1897 al decir:
“...como lo indica Laurent la funcién v/z — a no es monddrona”, posiblemente se trate del
mismo que en 1843 expuso la representacién en serie de potencias en torno a un punto
aislado sobre una regién anular (Kline op. cit p. 638).

Hacia 1850 Puissseux distingui6 polos y puntos de ramificacién, punto singular esencial
o polo de orden infinito, los cuales pasaron desapercibidos en la teoria de Cauchy aunque
éste si notd la variacion de funciones simples multivaluadas a lo largo de caminos que
encierran puntos de ramificacion, (Kline op. cit p. 641).

Continuando con la somera referencia que hace Garavito a las hojas de Riemann, éstas
fueron expuestas en 1851, (Kline op. cit p. 648).

Respecto al TFA se sabe que la primera demostracién correcta, aunque con pasos que
requerfan una justificacion, fue dada en 1746 y publicada hacia 1748 por Jean le Rond
D’ Alembert (ver PlaI Carrera (1992) p. 16), aunque obras como la de Bezout de 1779 sobre
ecuaciones algebraicas no presentan atin una demostracion del teorema (Bezout(2006)).
Segtin Felix Klein el teorema fue llamado por los franceses teorema de D’Alembert*
aunque ya habia sido enunciado por Girard en Holanda hacia 1629 y adn antes por Roth
en 1608 (Smith, D. (1958) p. 474, v.2.). Bourbaki lo llama teorema de D’Alembert-Gauss
y Courant y Robbins sefialan que deberia llamarse teorema fundamental del sistema de los
niimeros complejos (Courant & Robbins (1955), p. 248).

Cauchy en su Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique trata el TFA y Sturm incluye
la misma demostracién de Cauchy, distinta a la de Garavito (Sturm, (1901)). En la obra de
Cauchy el autor explica que su demostracién aunque se basa en el mismo principio que
la de Legendre es diferente en varios puntos, (Bradley (2009), p. 223). Ademds Cauchy,
refiriéndose al TFA, no lo designa asi sino que lo enuncia y agrega en el subtitulo: Solucion
de esta clase de ecuaciones [polinomios en una variable] por dlgebra o por trigonometria;
(Bradley (2009) p. 217).

2 Aunque hay que tener en cuenta que resultados distintos en mateméticas también se denominan de este mismo
modo, ver Weisstein (1998) pp. 397, 687.
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En la obra de Sturm Cours d’Analyse de I’Ecole Polytecnique, se menciona la tesis de
Gauss de 1799 (Sturm (1901), p. 376 n) haciendo referencia a propiedades de las curvas
algebraicas dadas por las partes real e imaginaria del polinomio P(z) que aparecen en
dicha demostracién, y se explica la demostracién de Cauchy. Adicionalmente, destaca-
remos cémo al indagar sobre distintas pruebas del teorema fundamental del dlgebra nos
encontramos con que la prueba de Garavito es muy similar a la dada por Courant y Robbins
en 1941, pero llam6 ain mds nuestra atencién la gran similitud con la prueba dada por
Fine & Rosenberger en 1997. Mas adelante daremos algunos detalles al respecto, pero
antes debemos decir que este teorema, en cuanto se refiere a su demostracion, ha resultado
ser muy elusivo, incluso para los mas destacados matematicos. En efecto, Gauss en su
tesis doctoral Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem
integram unius variabilis in factores reales primi vel secondi gradus resolvi posse (Nueva
demostracion del teorema de que toda funcidn algebraica racional de una variable puede
ser descompuesta en factores de primer y segundo grado) (Suzuki, (2006) p. 705, Colette
vol 2 p. 293), demostré el teorema en una de las varias formas que encontré luego. En la
introduccién de su tesis manifestaba con cierto tono irénico:

...solo una tercera parte del ensayo estd dedicada a lo que indica el titu-
lo, la parte restante contiene la historia y una critica de los trabajos hechos
por...D’Alembert, Bougainville, Euler, de Foncenex, Lagrange y los enciclope-
distas, de los cuales estos iiltimos probablemente no estardn muy complaci-
dos.(Dunnington (1955) p. 36.

Del mismo modo en que Euler en principio parecié conforme con la demostracién de
D’ Alembert pero luego encontré reparos (Katz (2014) p. 287), también Gauss en su tesis
doctoral afirmaba: “si bien se ha de reconocer en justa medida el ingenio que expresan
aquellos trabajos, no se puede negar sin embargo que todos ellos presentan lagunas [que
no se pueden absolver] por las que la demostracion pierde consistencia”. Se referfa Gauss
principalmente a que se asumia siempre que las raices complejas existen, sin embargo a la
luz de las ideas modernas, dado que el campo de descomposicioén del polinomio siempre
existe, dicha objecion de Gauss, aunque razonable, no representa una negacién de las
demostraciones anteriores a la suya, en particular la de Lagrange (Suzuki (2006) p. 705).

Abhora, si se mira a otro tipo de objecion a la primera demostracion de Gauss también
ésta pierde consistencia®. En efecto, segtin lo indicaba F. Klein, también Gauss tuvo impre-
cisiones que, aunque no dejan la demostracion sin sustento, deben aclarase: “Gauss aplica
ingenuamente el concepto de curva. Que una curva no pueda interrumpirse bruscamente
es algo que se dice cierto, pero no se indaga®*. Tampoco se analizan suficientemente las
posibilidades combinatorias que existen respecto a intersecciones de las diferentes ramas
de [la parte real y la imaginaria del polinomio igualadas a cero]. Pero sobre todo se mira

3En la cuarta demostracién que dio en 1848 usé coeficientes complejos en el polinomio y la teorfa de funciones
complejas ya estaba mds desarrollada (Katz (2014), p. 285).
4 Aqui se refiere al ejemplo de Gauss de la curva y = T la cual se termina en un punto, cosa que ilustra algo
. . X o9x
que no puede pasar en un polinomio o una funcién racional.
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como algo comprensible teoremas fundamentales de continuidad del dominio bidimensio-
nal, por ejemplo que dos curvas que se cruzan se cortan en alguna parte” (Klein (2006), p.
79-80). Es decir, nos podriamos referir ahora a unas objeciones mds de cardcter topoldgico.

En época mds reciente encontramos que un matemadtico americano, hacia 1900, se
referia a los vacios que habia en las pruebas de los tres textos de dlgebra ingleses que
se usaban entonces en su pais, en todas con relacién a la prueba de que el médulo del
polinomio deberia tener minimo cero (Moritz, R. On certain proofs of the FTA, American
Mathematical Montly, v. 10 (1903) p. 159-160). Atn mads reciente es el caso de los
destacados matemadticos H. Arnold e I. Niven, quienes también publicaron pruebas que
resultaron tener errores insalvables: A topological proof of the FTA (Arnold (1949)) y
Extension of the topological proof of the FTA (Niven (1950), (1951)). En ésta, Arnold
afirma que la demostracién de Courant & Robbins, (aquella que consideramos semejante a
la de Garavito) recae sobre el concepto de grado de Brower (ver secs. 5-6) pero que no
hay una demostracion basada en el teorema del punto fijo de Brower, que es la que se
propone dar en este articulo. Pero en un nimero siguiente los editores aclaran que hay
un error en el ya publicado articulo y explican en qué consiste, afirmando: “Lamentamos
que [el articulo] contiene un error y no hay remedio facil para evitarlo” (American Math.
Monthly v. 58 (1951) p. 104). M4s atin, el editor aclara que el articulo de Niven Extension
of a topological proof of the fundamental theorem of algebra también estd afectado por el
mismo error (American Math. Monthly v. 57 (1951) p. 246-248). Esperamos con estas
notas sobre las vicisitudes histéricas del teorema, que el lector pueda encontrar puntos para
juzgar la forma de la demostracién propuesta por Garavito y podra seguramente discernir
sobre la condicién y pertinencia de dicha demostracion y el porqué deliberadamente no la
hemos llamado “demostracién”. Esto es para indicar que, si bien con los criterios actuales
faltaria consolidar un aspecto, el mismo que requeriria aclaracion en la prueba de Fine y
Rosenberger, también podria decirse que el teorema conlleva dificultades que han requerido
un esfuerzo colectivo y tiempo para cristalizarse. Adicionalmente, debe mirarse también
que el ambiente académico de su época y su medio eran limitados, por lo cual fue una
realizacioén que ni siquiera difundid, salvo a unos cercanos amigos, como lo afirmaba
Lleras (Lleras (1920)), quien seguramente se referia al asunto del TFA estudiado con lineas
poligonales (aunque posiblemente no se refiera a los métodos de solucién de las ecuaciones
tratados como en el libro de Cirodde y en los Cuadernos). No obstante trataremos de
mostrar un punto al que podria conducirnos la exposicidn, sin entrar en la precisién de
los expertos, y es que el esfuerzo de Garavito adolece de un marco conceptual de tipo
topolégico. Finalmente, también es bueno recordar que la demostracién del teorema ha
continuado su evolucién de tal manera que se presenta dentro de distintos ambientes, por
ejemplo en las tres demostraciones propuestas por Spivak en el contexto de la geometria
diferencial, Spivak (1999), A comprehensive introduction to Differential Geometry. v. 1, p.
284 ejercicio 3, p. 285 ejercicio 4y p. 292 ej. 22.
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4. Teorema fundamental del algebra (Teorema de D’ Alembert) en los Cuadernos
de J. Garavito

La demostracion de J. Garavito sobre el teorema de D’ Alembert aparece en el Cua-
derno 3, Anexo 4 (1903-1907) bajo el titulo Apuntes diversos. Representacion grdfica de
polinomios enteros de una sola variable y las ecuaciones de una sola incognita, aunque en
varios de los cuadernos mencionados hay notas sobre el mismo (sec. 2). La intencién de
demostrar el teorema mencionado aparece, digdmoslo asi, entre lineas, pues es después de
demostrar dos lemas que anuncia que de ellos va a deducir el teorema de Alembert (sic), el
cual no enuncia, pero el desarrollo de su explicacién permite colegir sin dificultad que se
estd refiriendo al teorema de D’ Alembert o TFA.

La exposicion de Garavito no es ordenada y trataremos de dar una version de lo que él
expone. Finalmente debemos agregar que no parece probable que Garavito haya tomado la
prueba de otro texto, de acuerdo a las referencias dadas en el Catdlogo de la biblioteca
de la Universidad Nacional y en las referencias relacionadas de Sédnchez (1999, 2007),
Anacona (2004) y Arbelaez (2012), entre otros, los textos a los que pudo tener acceso
como los de Jordan, Meray, Sturm, Bergeron, Humbert, Cauchy, Lacroix, Lefebvre, Serret,
Cirodde no contienen la demostracién que propone Garavito, si bien textos como los de
Sturm, Meray, Jordan citados por Garavito tratan temas de variable compleja (que por
cierto ain no designan de ese modo sino como nimeros o cantidades imaginarios) en
forma similar a la que contienen los Cuadernos. También, el texto de Cirodde contiene
una muy completa exposicion de la teoria de ecuaciones, incluyendo la demostracién de
Cauchy, la solucién numérica con el método de Newton (la cual llama solucién grafica) y
el de Sturm, la solucién usando derivacién sucesiva y la solucién de ecuaciones binomias
y de grado 3, el método de diferencias finitas, entre otros (Cirodde (1861), p. 315-318,
p. 335-483). Hay temas como la solucién de algunas ecuaciones (ver figuras 2—5) en los
Cuadernos iguales que en Cirodde o Sturm, pero definitivamente la exposicién del teorema
de D’ Alembert es diferente a las otras en cuanto a la idea de linea poligonal y contorno que
se modifica. La siguiente tabla resume la informacién sobre el teorema en cuestion tratado
en estas obras, donde también hay que aclarar que, al referirnos a Jordan, se trata de su
curso de andlisis mds no a su Curso de Algebra, obra destacada que tampoco contiene esta
demostracion; ndtese que en ninguna se designé el teorema atin como se conoce.

Adicionalmente podemos decir que un trabajo de grado de 1907 de un estudiante
del MLL.T. presenta varias demostraciones conocidas en la época, pero ninguna coincide
tampoco con la de Garavito, (Mac Gregor (1907)) y hacia 1903 un matematico americano
hace reparos a demostraciones de tres textos ingleses usados en Norte América, las cuales,
por cierto, son también distintas a la que nos referimos (Moritz, R. On certain proofs of
the FTA, American Mathematical Monthly, vol. 10 (1903), p. 159-160).
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Tabla 1.

Texto; pag. (ver referencias)

Teorema fundamental del algebra.

Cauchy- Bradley (2009), 223

Anuncia que es similar a la prueba de Legendre. Titula solucién
de polinomios por dlgebra o trigonometria

Sturm (1864,1901), 375

Cita la tesis de Gauss. Misma demostracién de Cauchy.

Lefebvre (1897), XLVII, 15, 122,
t.1,46n. 1,t.2

Teorema del dlgebra superior, relacion de las raices y los coefi-
cientes, menciona resultado de Abel sobre imposibilidad de la
solucién general

Comberousse (1890), t. 4, 180-190

Principio fundamental de las ecuaciones enteras de una variable.
Demostracién de Cauchy

Humbert (1904), 153

Teorema de D’ Alembert. Demostracién usando que toda fun-
cion entera y acotada es constante

Serret (1877), 99

Enuncia Principio fundamental de la teoria de ecuaciones

Lacroix (1804), 248

Demostracion de D’ Alembert (ver Baltus (2004))

Cirodde (1861), 318-409

Demostracion de Cauchy

Jordan (1893) t. 1, 199.

Supone |P(z)| # 0y usa derivadas sucesivas para expresar
P(z + h) similar a Cauchy

Meray (1897), Meray (1872)

No la incluyen

Loomis (1886), 306

Ecuacién general de grado n se asume que tiene una raiz

4.1. Linea poligonal y polinomio en variable compleja

En las notas de Garavito a las que nos referimos esta presente su interés por la repre-
sentacion de polinomios mediante lineas poligonales, y de estas notas se puede ver que la
idea de una demostracién del TFA, estd asociada, en términos generales, al caso en que
dicha linea poligonal es cerrada.

Garavito muestra su preferencia por representar el polinomio (1) en variable compleja
z, inicialmente asumiendo coeficientes reales y b; # 0, como la resultante de sumar los
términos consecutivos, es decir los monomios, como segmentos sucesivos, los cuales
forman una linea poligonal que tiene punto inicial en el origen del plano complejo y by # 0
estd sobre el eje real (ver figura 1).

Con cada valor de z se obtiene una poligonal y una resultante P(z). Cuando la linea
poligonal es cerrada para algtn valor de z, se puede decir que z es una raiz del polinomio
P(z). En cuanto a los dngulos entre los segmentos, en unas partes de la exposicién asume
que los coeficientes del polinomio son reales, en cuyo caso el término b, z* tiene argumento
arg(z%), y en otros casos los coeficientes son complejos, en cuyo caso el argumento de
aquel término es arg(b;) + arg(z*) pero es predominante la suposicién sobre coeficientes
reales. En su exposiciéon Garavito aclara que los segmentos de la poligonal se pueden
referir a una unidad. A este respecto afirma’:

SEn realidad Garavito usa f(z) pero debido a que vamos a comparar més adelante la demostracién de Garavito
con otras dos, queremos unificar la notacién con P(z).
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“Sea
P(z) =bp2z™ 4+ ...+ bo. (1)

Hagamos
p
= , ==, 2
z=re r \ 2)
siendo \ la unidad de longitud y consideremos b,,, . . . by como longitudes referidas a una
misma unidad. De (1) tenemos:
P (rei‘g) = bpr™e™ 4+ by 3)

Situamos 2 ejes rectangulares ox y oy y convenimos con representar la imaginaria
z = x + 1y de cierto mddulo r y dngulo polar 0. La suma de imaginarios representa la
resultante R de los segmentos orientados segiin el valor del argumento de la imaginaria,
cada segmento compuesto con una longitud igual a su modulo (figura 1). Pongamos

lo =bo
ll = b17“
12 = b2T2
“
lypo1 = bmflrm_1
lyn = byr™
y la funcion (3) tomard la forma:
Pz)=1ly+ lie +15e2% + .. 4 1,,_qem D0 ] embi
Los niimeros lo,l1,1a. . .. 1y, se podrdn representar por longitudes referidas a una unidad

de longitud ). Esto supuesto, podemos dibujar el poligono de lados ly, 11, ... L, que
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Sorman los dngulos 0,0,20, ..., (m — 1) 60, mb con ox y la linea de cierre de longitud R

y que forma con o, el dngulo ) corresponderd a la funcion P(z), 6 mds bien el valor de
dicha funcion para z = re'.

e N pr

N

_‘b
ol
[ 4

Figura 2. Poligono para la ecuacién z2 + pz + ¢ = 0, z = re®?

Si el polinomio es completo, es decir, si no le falta ningiin término de grado inferior al
m-avo (sic), la linea poligonal O abc ...d...R tendrd m + 1 lados sin contar la linea
de cierre OR y sus m-dngulos a, b, c, ..., serdn todos iguales y valdrdn ™ — 6 pero los
dngulos de empalme en O y R con la resultante serdn diferentes de m — 6 por lo general.

ar” B

0 s

c z
& <

Figura 3. Linea poligonal del cuatrinomio z™ + az™ + bz + ¢ =0

Las relaciones (4) entre los lados g, 11, . . ., 1, de la linea poligonal y los coeficientes
by, b1, - . ., by, del polinomio podrdn escribirse asi:

AR
- (3
en la cual j puede tomar todos los valores de 0 a m.
Hagamos pues P(z) = Re** y z = re'®, tendremos (ver figura 1)
Re®t = by + bire®® + bor2e? 4+ . 4 byrme™. (6)

Luego realiza también los poligonos asociados a casos particulares y algunos de estos van
acompafiados de métodos de solucién (figuras 3-5) como los del texto de Cirodde (Cirodde
(1861)), p. 336).
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B

3

o0 7

Bl

Figura 5. En el punto R se satisfacen las condiciones para la ecuacién trinomia 2% +pz°+q =
0,(a,b) =1,z =re?

4.2. Demostracion del teorema de D’Alembert en los apuntes de J. Garavito

Para facilitar la exposicién se explican los apuntes en una notacién que, pretendemos,
sea mds clara, aunque nos cefiimos a cada idea o afirmacién dada por su autor.

A partir de la representacién del polinomio mediante la linea poligonal (refiriéndose
siempre a la linea poligonal asociada a P(z) para cada valor z), Garavito considera evaluar
el polinomio P(z) sobre circulos de radio r > 0 para cada r € [0, 00), para observar qué
sucede con la que ha llamado antes la resultante R, es decir P(z), y aunque la ilustracién
de la linea poligonal dada antes se refiere al polinomio que €l llama completo, es decir
aquel en el que todos los b; # 0, los siguientes lemas tienen validez para el polinomio
general en cuestién. También asume que I' = P(C).) es una curva cerrada continua, lo
cual se deduce de que P(z) es continua.

Lema 1. Sea C, := {z € C:|z] =71}, r > 0. Sea P(z) definido en (1) con by # 0,
entonces si r es suficientemente pequeiio, I' = P(C.) no encierra a O, el origen del plano
complejo.
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Demostracion. “Saquemos a by en (1) por factor y tendremos:

; b1 b ; b ;

ReY = by ( 1+ —rei? 4 292200 4 “pmembi (1a)
bo bo bo

Demos a r en 2z un valor supremamente pequefio tal que la mayor de las cantidades o

modulos
bl b2 2 bmfl m—1 bm m

—r,—=r, ... r —r
bo bo ’ bo ’ bO
sea menor que % Es claro que la resultante de la linea poligonal figurativa del polinomio

by . b , b .
717,619 + £r26291 4o+ 1 7,,rnfle(mfl)ez + 7,’,mem91 (1b)
bO b() bO bo

tendrd magnitud menor que 1. Al dejar pues en z = re'’ a r # 0 constante y hacer variar
a 6 en 27, el punto extremo o volvera a su primitiva posicion pues todos los lados de la
poligonal son periddicos y admiten periodos respectivos:

2T 2r 27
5T T

(1¢)

Entonces cada resultante asi obtenida tendrd magnitud (linea poligonal de cierre) ao < 1
(figura 6).

Figura 6. Linea poligonal del polinomio

Ahora, como a0 es constante menor que 1 = ox, el punto o describird una curva
externa a O y el dngulo ¢ = ¢Ox variara con 6§ y volverd a su primitivo valor. Cuando 6
crezca en 27 sin que ¢ crezca en 27 ni en ningin multiplo positivo o negativo de dicha
cantidad, el polinomio

1+ b—lrew + b—2r2629i + ..+ b—mrmemw = pe?’
bo bo bo
tendrd, para ese valor de r y para todos los valores inferiores, un argumento ¢ que oscila
entre dos limites ¢ y ¢; cuya diferencia es < 2z. Tendremos pues Re®¥ = b pe"”, de
donde
R=byp y Q=9

y las variaciones que sufre ) son las mismas que sufre ¢. Por tanto hay un valor € de
r tal que, dando al médulo r de z = re*? ese valor y todos los menores hasta cero, el
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extremo de la linea poligonal representativa de P(z) describa cuando 6 crece en 27 una

curva cerrada externa al origen. Para ese valor € de  y todos los menores el argumento {2

de P(z) = Re™! oscila entre los limite [estrechos] sin pasar por 27 ni por ningtin mdltiplo

positivo o negativo de esa cantidad, cuando se hace crecgr a 0 en 2m. Ese valor € es el
by, b2,.2 m=1,m—1 bm

. m 14
que apropiadamente para r en los valores R U e el T dé al mayor

de ellos el valor-L” O

Enseguida Garavito demuestra el siguiente lema:

Lema 2. Sea C, := {z € C:|z] =r}, r > 0. Sea P(z) definido en (1) con by # 0,
entonces si r es suficientemente grande, I' = P(C,.) encierra a O, el origen del plano
complejo, m veces.

Demostracion. “Tomando en (1) al dltimo término por factor se tendrd, invirtiendo el
orden de los sumandos:

ReY = b, rmem? <1+b 1-0iy 4 b0 e—mei) (1d)

mT ™

.. : bm—1 bm—
Eligiendo ahora un valor de r tal que haga la mayor de las relaciones 7*=*, 333,

. %7 ﬁ, menor que = la poligonal formada por los m ultimos términos del
pohgono dicha poligonal tendra una linea de cierre co menor que 1 y cuya extremidad o
volverd al mismo punto de partida cuando 6 crece en 27 después de describir una linea
cerrada que no envuelve al origen O pues ao < oa. La poligonal formada por los m + 1
términos del paréntesis tendrd un modulo p y un argumento ¢ que vuelve a su posicién
primitiva cuando € crece en 27 sin haber variado en ningin multiplo de 27 positivo ni

negativo. Sustituyendo en (1d) tendremos:

Reﬂi — bmrmpe(m0+¢)i
R=b,r"p
Q=mb+ ¢.

Esto supuesto, dejamos fijo r con un valor que cumpla la condicién anterior y hagamos
0 = 0y tendremos:

Reﬂoi — mempe(m00+¢O)i

Qo mo + (b().

Hagamos ahora crecer 6 en 27 dejando intacto a . Como todos los términos del polinomio
P(z) admiten por periodo a 27, el extremo del polinomio vendrd al mismo punto, pero no
podemos asegurar que llegue con el mismo argumento 2, como sucede con el polinomio
colocado dentro del paréntesis en (1d).
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Llamemos pues {27 el argumento final y tendremos:
Rt — bmr?Le[m(9o+27r)+¢o]i.
De donde:

Qy =mby + 27m + ¢g = Qo + 2mm.

O bien cuando z gira en 27, P(z) gira en 27rm alrededor de O. En consecuencia el extremo
libre del poligono para ese valor de r y para todos los valores mayores dard m vueltas
alrededor de su origen”. O

Continda para concluir:

“En resumen:

1. Hay un valor de r suficientemente pequerio para el cual asi como para todos los

valores menores hasta 0, el extremo libre del poligono describe una curva cerrada
externa al origen fijo, es decir, que no gira alrededor de dicho origen.

Hay también un valor finito de r pero suficientemente grande para el cual asi como
para todos los mayores el extremo libre describe una curva cerrada que envuelve m
veces al origen fijo, es decir, que da m vueltas alrededor de dicho origen”.

Observaciones:

1. Las afirmaciones dadas en ambos lemas son correctas. En cuanto al lema 1 podriamos

aclarar que, segin la explicacion de Garavito, la expresion en paréntesis en (1a) puede
considerarse como una traslacién en +1 de una expresiéon (1b) que tiene médulo
(6 como €l la designa, poligonal figurativa 6 linea de cierre) ao < 1, es decir, si
imaginamos un circulo centrado en O y radio r < 1 el cual se traslada +1, entonces
este circulo ya no contiene a O (a menos que la expresion(1b) valga —1, en cuyo caso
se encontraria la raiz buscada). Ademads un andlisis similar al dado en (1c) permite
concluir que al obtener el contorno cerrado haciendo variar a z € C,., éste no encierra
aO.

. En cuanto al segundo lema, el argumento de Garavito en términos usados actual-
mente puede enunciarse también asi: sea C. como se indicé antes, y designemos
Ac, Arg(P(z) el cambio en el argumento de P(z) cuando z recorre C, en sentido
positivo, entonces segun (1d),

Ac, Arg(P(z)) = AC,,,Arg(Rem)
= Ag, Arg(by,r™e™??)
bm—1 _p; bo e
+Ac Arg( 1+ —e 7" +... + ——¢

me bm rm

= 2mm + 0.

El cambio del argumento de el segundo sumando es 0 debido a que el término en
paréntesis corresponde a la expresion de un contorno que no encierra al origen cuando
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z € C, para el valor de r escogido apropiadamente grande, mientras que el primer
factor en (1d) tiene variacion 27mm a partir del argumento inicial 6y, suponiendo el
sentido positivo.

3. El argumento de descomponer P(z) como en (1d) es usado en pruebas como la
de Cauchy (Cirodde (1861), p. 315) y en pruebas como las de Mac Gregor para
analizar la relacién del nimero de vueltas y m (Mac Gregor (1907), p. 3-36), pero
la finalidad dentro de la demostracién es distinta. Para el caso de Garavito veremos
enseguida como serd usado el lema 2. Dicho argumento también es usado para
analizar integrales sobre contornos como en (Jordan (1863), p. 161). Es decir que
podria haber influencia de al menos alguno de los autores como Jordan o Cirodde,
pero en los varios escritos de Garavito hay un uso particular del lenguaje de los
argumentos distinto a los anteriores; sobre tal punto es dificil precisar.

4. Puede decirse que el lema 2 corresponde a un caso particular del Principio del
Argumento: El niimero de ceros del polinomio P(z) dado en (1) dentro de un
contorno cerrado suave C' es igual a AcArgP(z) cuando z recorre una vuelta
alrededor de C' en sentido positivo (ver Markushevich (1985) p. 48 v. II ). Esta
conclusion también la deduce Garavito pero como nota posterior a su demostracion.

5. Respecto a la argumentacién sobre continuidad del polinomio P(z), se sabe que
Garavito usé en sus escritos la nocién dindmica de infinitesimal de acuerdo a la dada
en los textos de Sturm y Cauchy (Arbelaez et al. (2004), p. 66).

Luego pasa Garavito a un punto que se puede resumir asi:

Afirmacion Al: “Dados los contornos I'r = P(Cr) y I, = P(C,) tales que T, no
encierra el origeny I' encierra a O y a I, entonces se puede deformar continuamente un
contorno en el otro. Y agrega: “Si hacemos crecer por continuidad a r desde [un valor] r¢
hasta [otrolr,, la curva o contorno descrito c,, por el extremo libre del poligono se ird
modificando por continuidad. .. ”

Para Garavito esto se justifica de este modo: “Sea L una recta por el origen en el
plano complejo tal que T',. intersecta a L, entonces fijando el dngulo 0 correspondiente
a L tomemos z = re'%, haciendo variar r . Diferenciando para la funcion P(z) que es
sinéctica en toda la extension del plano tendremos:

dPdz = P'(2)dz.

Hagamos dP(z) = P'(z)e?dr”. Enseguida concluye: “Ahora, como P'(z) es finita, la
distancia entre los puntos homologos de dos cuerdas serd infinitesimal. Llamamos puntos
homdlogos de las dos curvas los que corresponden al mismo valor 0 del argumento de la
variable z.”

Enseguida, en un renglén que esté inconcluso, afirma: “Vamos a demostrar que las
curvas correspondientes ary ar + dr ... ” . Podriamos decir que la nota incompleta
pareceria referirse a lo siguiente: Sean z y 2’ sobre L con correspondientes r 'y ' = r+ Ar,
es decir, z € C N L y el correspondiente 2z’ € Cyar N L, se tendrd |P(z) — P(2')] — 0
cuando Ar — 0.
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Obviamente Garavito estd usando la diferenciabilidad de P(z) para concluir la conti-
nuidad de la misma, lo cual para el caso no afecta el proceso, pero luego usa la continuidad
de P(z) alolargo de L para sustentar la Afirmacién Al mencionada arriba. Esta afirmacién,
aunque correcta (ver secs. 5, 6), conceptualmente es mas dificil de probar, como puede
verse en las demostraciones que mencionaremos en la siguiente seccion.

Continda asi: “De estos dos lemas vamos a deducir el teorema de Alambert [sic].

Sea ahora ry un valor de r tal que dando a z el valor zy = roe'? y haciendo variar
a 0 en 2m, el extremo libre del poligono describa una curva cerrada que no envuelva al
extremo fijo Oy sea T, otro valor de r tal que al dar a z el valor z,, = r.,e', la curva
descrita por el extremo libre del poligono envuelva m veces a O. Si hacemos crecer por
continuidad a r desde ro hasta r,, la curva o contorno descrito c,, por el extremo libre
del poligono se ird modificando por continuidad y habrd un valor r1 de r tal que para
todo valor mayor la cuerda envuelve a O. Es claro que la curva c,, para ese valor r1 de r

pasard por O. Sea 0, el valor de 0 correspondiente, se tendrd llamando z1 = 11 efi:

f(z1) =0.

Hemos hecho los razonamientos sobre un polinomio de coeficientes reales by, b1, . .., b,
esta condicion solo acarrea la igualdad de los dngulos de la linea poligonal pero tiene
influencia en la demostracion de los lemas en que hemos fundado la existencia de la raiz
z1de f(z) =0.

Por tanto; toda ecuacion formada por la anulacion de un polinomio entero de co-
eficientes reales o imaginarios admite por lo menos una raiz real o imaginaria. Queda
entonces demostrado el teorema de Alambert(sic)”. También nota que m coincide con
el nimero de vueltas para C'r y adicionalmente dice: “No nos detendremos a demostrar
que toda ecuacion del grado m admite m raices. Solo hacemos notar de paso que a cada
vuelta del extremo libre que abraza al origen corresponde una raiz de modulo inferior al
valor de z que hace girar al extremo (volveremos adelante sobre este asunto). Supongamos
a P(z) de coeficientes reales y sea z; = r1e~% una raiz. Al trazar con este valor de z el
poligono, este poligono cierra, si describimos otro poligono con zo = Tlel_gz' se obtendrd
otro poligono simétrico del primero y que en consecuencia deberd cerrar como aquel. Asi:
en toda ecuacion de coeficientes reales f(z) = 0; si z = r1e®? es raiz de este el valor
conjugado zo = r1e~" lo serd igualmente.”

Enseguida veremos cémo la demostracién de Garavito se asemeja mucho a la dada por
Courant y Robbins y a la de Fine y Rosenberger.

5. Comparacién de la prueba de Garavito y la de Courant & Robbins

A continuacién comentaremos aspectos similares de las demostraciones de Garavito y
de Courant & Robbins dada en What is mathematics? (Courant& Robbins (1941), (1996)
p- 270-271). Mas que una comparacién buscamos hacer un paralelo entre éstas, teniendo
en cuenta que si bien hay diferencias en los referentes conceptuales, también surgen
similitudes evidentes que se pueden resumir de la siguiente manera:
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= Se supone por contradiccién que (1) no tiene solucién, by # 0y el grado m del
polinomio es mayor que cero.

» Sedefine C, :={z€C:|z]=r},r>0.

s ' = P(C,) es una curva cerrada en el plano complejo.

= Sea O (el punto (0,0)) y C,, para algin r > 0, Courant & Robbins define el orden
de O respecto al polinomio P(z) para la curva C,. como el nimero de vueltas que
dd P(z) alrededor de O cuando z € C, gira una vuelta en torno a O. Se representa

este nimero como ¢(r). Garavito identifica el nimero de vueltas que da P(z) € T’
en torno a O cuando z € C,. gira una vuelta en torno a O.

Se observan estos pasos en las demostraciones de Garavito y de Courant & Robbins.

Garavito

Courant & Robbins

P(z) es continua

P(2) es continua

P(C) es un contorno cerrado en C.

P(C") es un contorno cerrado en C.

Existe algtin 7 > O suficientemente pequefio
tal que si z € C) recorre una vuelta sobre
Cr. P(z) € P(C;) recorre una vuelta y no
encierraa O.

P(Co) = bo # 0, luego ¢(0) = 0, respecto
a P(z).

Si r es suficientemente grande y z € C)
da una vuelta alrededor de O, P(z) da m

Si r es suficientemente grande ¢(r) = m
respecto a P(z).

vueltas alrededor de O.

En cuanto a la demostracién de Courant & Robbins, el punto crucial es que al suponer
P(z) # 0, entonces ¢(r) pasa de un valor 0 a un entero positivo, se obtiene una contra-
diccién y esto, aunque puede sorprendernos, es suficiente para concluir segtin Courant y
Robbins: puesto que ¢(t) depende continuamente de P(z) la “cual es continua...tomando
r suficientemente grande... [y]... deformando continuamente [vemos que ]...el orden de
P(2) es el mismo que el de z™”, (ibid p. 271) (habria lugar a recordar que su libro es una
obra clésica de divulgacién general mds que de texto). Es decir, para el polinomio P(z),
que es continuo el suponer, que P(z) # 0 implica que ¢(r) = 0y también ¢(r) = m > 1,
lo cual es una contradiccidn, siendo ¢ continua y constante. Pero en el fondo es ésta
la misma argumentacién que da Garavito, basado en la continuidad de P(z). En otras
palabras: no se puede deformar continuamente I' = P(C,.) en I' = P(CR) sin pasar
por O. Esta prueba que aparece como una ilustracién de la topologia, en particular del
grado de Brower y sus alcances en la seccién de ese nombre, viene precedida en el libro
de Courant y Robbins de una ilustracion de lo que es tal grado y que para el caso del
polinomio es constante: “La conclusion que una cantidad que varia continuamente y solo
toma valores enteros debe ser constante es un tipico método de argumentacion matemdtica
que interviene en varias demostraciones ” (Courant & Robbins, (1996) p. 254, ver la
siguiente seccién).® Entonces esto puede dar luz acerca de que la idea en la Afirmacién Al

SH. Arnold afirmaba que la demostracién de Courant & Robbins recafa sobre el concepto de grado de Brower
pero que no habia una demostracion basada en el teorema del punto fijo de Brower y pretendié darla sin éxito
(Arnold (1949)).



94 F. Ortiz Guzman. Una demostracion del teorema fundamental del dlgebra...

de la prueba de Garavito tiene un componente que no se puede vislumbrar facilmente y
que requiere del uso de herramientas que entonces no estaban disponibles y menos atn
en el nivel académico de Bogota hacia 1900. Como veremos enseguida, un paralelo con
otra demostracién alin mds reciente y que tiene una semejanza mas sorprendente con la
prueba de Garavito, como juzgard el lector, hara surgir de nuevo la necesidad de justificar
el dltimo paso.

6. Comparacion de la prueba de Garavito y la de Fine & Rosenberger (1997)

En su libro los autores muestran diferentes tipos de demostraciones del TFA, entre estas
la que esquematizamos a continuacién (Fine & Rosenberger(1997) p. 135-136). Nuevamen-
te la comparacion debe tomarse como paralelo dentro de los contextos correspondientes de
tiempo y conceptualizaciones.

Garavito

Fine & Rosenberger

P(z) es continua

P(z) es continua

2 P(C) es un contorno cerrado en C P(C4) es un contorno cerrado en C

3 Existe algin r > 0 suficientemente pequeiio ~ Para r pequefio P(C)) no encierra a O,
tal que si z € C recorre una vuelta sobre ~ P(0) # 0, (winding number = 0, definido
Cy. P(z) € P(C) recorre una vueltay no  como integral).
encierraa O

4 Si r es suficientemente grande, entonces si  Si 7 es suficientemente grande, winding num-
z € Cy da una vuelta alrededor de O, P(z)  ber de 2™ y de P(z) coinciden.
da m vueltas alrededor de O

5 P(C") no contiene a O para r pequefio y  P(C}) no contiene a O para r pequefio y

P(C) gira m veces en torno a O para m
grande. Como P(z) es continua existe algin
r1 tal que P(C, ) pasa por O.

P(C,) gira m veces en torno a O para r
suficientemente grande. Como P(z) es conti-
nua existe algin 71 talque P(C., ) pasa por

0.

Entonces se puede apreciar que el esquema de la prueba es, conservando los conceptos
particulares, muy similar en ambas. En cuanto al argumento dado en el paso 5 dan la
misma justificacion, pero Fine y Rosenberger concluyen esta prueba y advierten: “en el
siguiente capitulo generalizamos esta demostracion a una prueba topologica [del mismo
teorema]” (ibid p. 136), aunque realmente en nuestra opinién lo que hacen en dicha prueba
es sustentar en el dmbito de la topologia este paso 5, ya que los pasos anteriores son los
mismos. Es decir, si tomamos en el sentido estricto la demostraciéon de Rosenberger en
cuanto a su paso 5 en tal caso el uso del winding number realmente no marca diferencia.
O lo que es lo mismo, la de Garavito podriamos decir que es imprecisa, 0 que aunque
sea intuitivamente clara requeriria mas justificacion. De hecho Fine & Rosenberger no
explican nada mds y pasan a una seccién de pruebas que clasifican como topoldgicas, en
las cuales usan la nocién de homotopia. Entonces, en nuestra opinién, mds que extender la
prueba anterior lo que van a hacer serd precisarla: demuestran que P(z) es homotGpico a
2™, (m > 1) por lo tanto tiene el mismo grado de Brower (intuitivamente el niimero de
veces que P(S?) se envuelve alrededor de S?, ibid p. 176-180) y de alli deduce que P(z)
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es sobre C y se infiere la conclusion. Finalmente mencionamos pruebas que en un contexto
diferente también ayudarian a precisar la Afirmacion Al: son las de Spivak (Spivak (1999)),
p. 284 ejercicio 3, p. 285 ejercicio 4 y p. 292 ej. 22.

7. Conclusiones

1. Las notas de Garavito sobre variable compleja son transcripciones de los textos de

Jordan, Meray y Sturm, los cuales cita con el nombre de estos autores en escuetas
referencias y contienen temas variados. Al parecer no dicté un curso de la materia en
su época sino que hizo transcripciones de los textos. Las notas de cédlculo diferencial
e integral recopiladas por sus estudiantes A. Mufioz y E. Merchén contienen algunos
temas de nimeros complejos.
Aunque la teoria de funciones de variable compleja se desarroll6 desde finales del
siglo XVIII y con gran auge a mediados del XIX, la difusién en Colombia fue escasa,
aunque los textos mencionados figuran en catdlogos de la Universidad Nacional
hasta 1920 y el de Jordan es considerado un texto de gran influencia en su época
(Gispert (1982)).

2. Ellibro de Cauchy figura en el Catdlogo de 1921 pero no es mencionado por Garavito,
aunque si menciona algunos resultados como los residuos. La demostracién de
Cauchy del TFA, la cual a su vez es basada en la de Legendre (Bradley (2009)
p. 217), aparece en varios textos de la época como el de Sturm (1901), el de Cirodde
y es muy similar a la de Jordan.

3. Una exploracién de los textos citados en los estudios de esa época indican que la
demostracion de Garavito del TFA es distinta a las que alli figuran. La idea de expresar
P(z) como en el lema 2 aparece en distintas otras demostraciones con el propésito,
por ejemplo, de concluir que P(z) y z” tiene la misma variacién de argumento. El
lugar de esta idea en la demostracion es diferente. Por ejemplo, en la prueba nimero
6 de Mac Gregor es para concluir que P(z) =0y P(z) + ¢(z) = 0 tienen el mismo
niimero de raices, siendo ¢(z) el factor en (1d) (Mac Gregor (1907) p. 36), o también
aparece con la idea de minimizar | P(z)| (Cirodde (1861), p. 315). También se usa
para facilitar el cdlculo de integrales de contorno (Jordan (1893), t. 2, p. 161). Sin
embargo la finalidad de conectarlo con la Afirmacién 1 no la encontramos en las
referencias revisadas anteriores a Garavito, solo hasta la de Fine & Rosenberger
de 1997. El lema 1 no aparece en la prueba de Cauchy, en donde se analiza mas
el médulo de P(z) y su valor minimo. La idea subyacente a la Afirmacién Al que
Garavito resume como “Si hacemos crecer por continuidad a r desde rq hasta v, la
curva o contorno descrito c,, por el extremo libre del poligono se ird modificando
por continuidad...”, que luego le permite concluir que uno de los contornos debe
intersectar a O, es la que no puede justificar bien por requerir precisar un concepto
inexistente como el de homotopia. Garavito aplica incorrectamente la continuidad de
P(z) sobre una linea por el origen para justificar la deformacién continua dada en la
Afirmacién 1.

4. La demostracion de Garavito es correcta, siendo un punto particular el que requiere
mas precision: la Afirmacién Al. Incidentalmente, la demostracién es similar a la de
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Courant y Robbins y al hacer el paralelo, el punto 4 requiere mas precisién. La idea
de Garavito de considerar la linea poligonal asociada al polinomio permite que al
hacer variar z en circulos C,., P(z) varie de manera que se puede argumentar que
alguin contorno cerrado P(C,., ) pasard por el origen O.

. En cuanto a la situacioén histérica particular de la demostracién, puede decirse que

Garavito tomé una idea original para su prueba pero esta permanecié inédita y, en
la misma forma en que en otras épocas hubo destacados matemdticos que en el
transcurso de su argumentacién omitieron detalles, algunos mas dificiles de justificar
que otros, podria decirse que la parte faltante de la demostraciéon de Garavito era
en su momento dificil de solventar. Las demostraciones de Garavito y la primera
parte de la de Fine y Rosenberger (Fine y Rosenberger (1997) p. 135-136) contienen
un vacio en comun que se deberian precisar, pero éste es alcanzable mds facilmente
para Fine y Rosenberger con el concepto de homotopia (ibid p. 176-180). De forma
andloga, la de Courant y Robbins puede sortear esta dificultad a la luz del grado de
Brower. De forma similar, la primera prueba de Gauss tuvo imprecisiones como el
concepto de curva continua (Klein (2006) p. 79-80), y podriamos decir que en medida
menos grave sucedid con las objeciones de Gauss a la demostracion de Lagrange,
en el sentido que se puede superar facilmente a la luz de la existencia del campo de
descomposicién del polinomio, lo cual Lagrange no conocia (Suzuki (2006) p. 705).
De igual modo una referencia de 1903 indica que las pruebas de TFA de tres textos
ingleses usados en Estados Unidos recibieron objeciones (Moritz (1903)) y hacia
1950 pruebas como la de Arnold y otra de Niven fueron desvirtuadas (ver sec. 3). Por
lo anterior puede decirse que hay limitaciones inevitables y conceptos interpuestos
que se hacen manifiestos en el desarrollo histdrico de la prueba.

. De acuerdo a las notas en los Cuadernos, puede decirse que Garavito pudo llegar a su

demostracién como resultado de sus ideas sobre la relacién entre lineas poligonales
en el plano complejo y polinomios en variable compleja, tal como lo habria divulgado
a algunos de sus amigos (Lleras(1920)). Desde este punto de vista se puede decir que
el teorema de D’ Alembert es una consecuencia légica de la cuestion concerniente a
preguntarnos en qué caso la linea poligonal correspondiente a un poligono se cierra,
de ahi que el teorema sea de existencia mds que un teorema constructivo, como si
sucede en la prueba de Lagrange (ver Suzuki (2006)). Luego de su demostracién
agrega otras cuestiones, como por ejemplo: “habrd infinidad de ecuaciones que
representan al mismo poligono y se ocurre ahora preguntar qué clase de poligonos
pueden representar las ecuaciones, y si dado un poligono convexo se puede encontrar
la ecuacion polinomial correspondiente a éste”.

. Aunque Courant & Robbins dicen que la prueba se basa en el argumento de que el

indice de Brower de P(z) es constante, no dan referencias acerca de si su prueba
tiene otra fuente. Tampoco la prueba de Fine y Rosenberger trae una fuente, sin
embargo a la luz de un trabajo como el de Mac Gregor (Mac Gregor (1907)), podria
decirse que las pruebas no usan los argumentos de éstas, es decir, a la manera de
Garavito, y aunque al parecer la nocién de lo que hoy se conoce como winding number
proviene de Cauchy quien la usé para integrales, no es facil precisar desde cudndo se
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10.

11.

[1]

(2]

(3]

uso en este tipo de demostraciones, que por lo menos en las mas conocidas segin
Mac Gregor, las del estilo de D’ Alembert, primera de Gauss y Cauchy, no aparece
(ibid p. 4-9).

. Laidea de comparar los puntos en comun de las demostraciones de distintas épocas

surge de manera natural al observar las similitudes de éstas. Dos hechos surgen
entonces: la no identificacion clara con las pruebas dadas en otros textos de la época
y la similitud con las pruebas dadas en 1941 y 1997, las cuales no indican una réplica
de las pruebas clasicas del siglo XIX sino que estdn mds ligadas a conceptos mas
modernos como grado de Brower y homotopia. Encontramos una dificultad, y es que
estas pruebas no dan referencia de su fuente; podriamos asumir que son originales.
Las pruebas propuestas por Spivak permiten aclarar la Afirmacién 1 con otras ideas.
Probablemente se requiere conocimiento especializado para aclarar estos conceptos y
su evolucion dentro de la prueba, sin embargo se ofrece al lector la consideracion de
estos elementos con relacién a la prueba de Garavito.

. Varias de las proposiciones tratadas por Garavito con transcripciones de los temas

de variable compleja pueden ser objeto de a una préxima exposicién, junto con
otro resultado que aparecié parcialmente publicado en la Revista de la Academia de
Ciencias Exactas Fisicas y Naturales péstumamente con la autoria de Garavito, por
Jorge Alvarez, pero que en los apuntes presenta una extension al parecer no publicada.
Se trata de un escrito sobre una generalizacion de las funciones trigonométricas
referidas a una espiral.

En varios de los apuntes Garavito desarrolla casos particulares para polinomios
de grado 2, 3, 4 para analizar el poligono asociado. En las figuras 2-5 aparecen
algunas ilustraciones, aunque algunos de ellos se ilustran con métodos diferentes la
solucién de la ecuacién polinomial, aclarando que los correspondientes a la idea de
linea poligonal cerrada los ilustra con las figuras 3 y 4; pero para otros usa métodos
trigonométricos, sustituciones, reducciéon de orden y derivadas para encontrar raices
tal como se ve en los libros de Sturm, Cirodde y oros de la época.

Esperamos que este trabajo sea un aporte a la recuperacion de una parte olvidada
de la obra de Garavito y a su valor histdrico, pues coincidiendo con las palabras de
del profesor J. Arias de Greiff, de pronto en Colombia ha habido mas historia de la
ciencia que ciencia propiamente dicha.’
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