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Resumen

La distribucion normal juega un rol determinanters

uchos procesos de inferencia estadistica. Dadoegta

funcion de densidad de probabilidad (pdf) de l#&rithscion normal cumple con las condiciones dell@idad, sus
pardmetros son estimados a través del método demméaserosimilitud (MV). En este articulo se preseel

desarrollo de la pdf a través de la integrad J’_I== expl—

estimacion de momentos y el método de (MV). Ade

y% . 27t)dy, se determinan sus pardmetros aplicando la
mas, aplicacion de la distribucién normal a tragésuna

funcion compuesta para el disefio de parametrosigemieria de confiabilidad, es presentada. Eriquéat con la

finalidad de relacionar el disefio con la filosofig@s s

igma, el parametro y su tolerancia es estinpada que

cumpla que s6lo 1% de las partes disefiadas seectalesas y que el proceso de manufactura presémteas 3.4

partes por millén (PPM’s).
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Introduccion

El uso extendido de la distribucion
normal para modelar los datos en Ig
aplicaciones estadisticas, generalmente
debe a que muchos de los procedimient
estadisticos habitualmente utilizados asum
la normalidad de los datos observado
transforman los datos o0 genera
distribuciones muestrales (teorema del limif
central). Las pruebas de bondad ma3
versatiles para determinar si los datos sigu
una distribucién especifica, entre otras sq
Anderson Darling, Kolgomorov Smirnov y
Ji-Cuadrada. En particular en este articu
una aplicacién de la distribucion normal g
disefio de los parametros para un produd
con tolerancias seis sigma es presentado.
articulo, estd estructurado para presentar
forma breve y secuencial los conocimientg

entendimiento, flexibilizacion y aplicacion de
la distribucion normal a los procesos
g Pproductivos.
se
hs Estimacion de parametros
BN Entre los métodos mas usuales para la
5, estimacion de parametros estan los métodos
n de regresion, la estimacion bayesiana, la
e estimacion basada en distancias y la
1S estimacion de momentos y de maxima
en verosimilitud desarrollados brevemente en
n este articulo.

0 Estimacion de Momentos de M(t)

! La funcion generatriz de momentos
to puede ser definida como el valor esperado de
El (). Asi, para una variable aleatoacon
EMfuncion de probabilidad f(x) del tipo

S discreto o continuo, donde existen nimeros

tedricos/técnicos  necesarios  para
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esE(e™) parat, en el intervalo-h < t < h,
de esa forma el valor esperado(@&‘) dada

f(x) es E(e™) =_|'-:er"‘-f(x]-dx si X

es del tipo continuo §(e™) = X, e™ - f(x)

si X es del tipo discreto. Este valor esperado
es conocido como funcion generatriz de

momentos dé& (o de la distribucion d&) y
es denotada por (1).

M(t) = E(e™) (1)

De (1), y dado quef(x) es una funcién
distribucion de probabilidad (pdf), es
evidente que st = 0, entoncesM(0) = 1.

Es importante resaltar qu#(t) por ser una

funcidbn monotona creciente, es Unica pafa

cada distribucion, (para diferentes valores (
t, diferentes valores di(z)). De esa forma,
si dos variables aleatorias tienen la misn
funcidn generatriz de momentos, éstas tien
la misma distribucién (Hogg y Graig, 1965).

Estimacion de Maxima Verosimilitud

El estimador de maxima verosimilitud
(MV), es un estimador ampliamente utilizad
para determinar los parametros de una pdf

Para la formacion de la funcion de
verosimilitud, considere qu®,,x,, ...,x,, €S
una variable aleatoria independiente con
funcion densidad de probabilidag;(x;; )
(normalmente distribuida en este caso) que
depende del valor del parameftopor lo que
la funcion densidad de probabilidad conjunta
(o de verosimilitud), esta dada por (2):

L(6;x) = f(x;8) = [Ii=4 fi(x58) @)

La funcion definida en (2) es
conocida como la funcion de verosimilitud.
Dado que las raices de (2) y las de su
logaritmo son las mismas, generalmente para
la optimizacion (determinaciéon de los
parametros de la funcion que maximizan la
€ probabilidad de observar los datos actuales),
se construye la funcién de log-verosimilitud,
la cual esta dada por (3):

)

a
ENn

DU

log L(8; x) = Xz logfi(x;6)  (3)

D Asi, formalmente el estimador de
u maxima verosimilitud (LMV), es el valor del

otra inferencia estadistica. MV se puede parametro 4] tal que

definir como aquella estimacion que
maximiza la probabilidad de observar lo
parémetro@} dada una muestg,, x,, ..., x,,.
La verosimilitud L(f;x) del parametrof
dados los datos,,x,, ..., x,,, €S proporcional
a la probabilidad®(x; &) de obtener los datos
observados dado el parametrd. Esta
proporcionalidad L(&; x) « P(x;8), puede
convertirse en igualdad a través de ur
constante arbitrariaL(8;x) = k - P(x; 8).
Dado que la pdf normal cumple con la
condiciones de regularidad (Kalbfleisch
1980), se puede utilizar el MV para constru

la funcion de verosimilitud y estimar sus

parametros.

P ngL[g;x) =logL(#;x) para todad. El
procedimiento para la optimizacién consiste
en obtener la primera derivada de (3),
igualarla a cero y despejar para el parametro.
La derivada parcial esta dada por (4):

[72)

dlogl(f:x
a g(6) = =255 (4)

[72)

El vector gradiente definido en (4)

' cuando es evaluado como el valor verdadero
tiene media cercE[g(8)] =0 y matriz de
varianzas y covarianzas dada por la matriz de
informacion dada

=

D

porV[g(8)] = E[g(8)g*(6)1=1(6) la cual

CULCYyT//Septiembre-Diciembre, 2011 140 Afio 8, No 45



bajo condiciones de regularidad puede S
aproximada por la matriz de informacién d

Fisher dada por menos las segund
derivadas de (3) como sigue:
_ & logLid)
1(6) = E[ agaet ©)

Observe que las segundas derivad
indican la extension (dispersion) a la cual
funcion de log verosimilitud es leptocurticg

(picuda) mas que mesocurtica (aplastadad),

por lo que su uso como matriz dg

informacion parece intuitivamente razonablg.

Nota: La estimacion por
generalmente utiliza
iterativos para la optimizacion. Cuando g
usan modelos de la serie de Taylor,
método utilizado es el método de Newtor
Raphson dado pd = 8, — H~1(8,) - g(6),
donde&, es un valor inicial (generalmente
cero). H™'(#,) es la inversa del Hessiang
dado por las segundas derivadas (sin
negativo) como se definié en (5}&) es el
vector gradiente definido en (4).

LMV,

Distribucion normal

La distribucién normal fue reconocida
por primera vez por el francés Abraham d
Moivre (1667-1754). Posteriormente, Calt
Friedrich  Gauss (1777-1855) elabor
desarrollos més profundos y formulo |
ecuacion de la curva; de ahi que también
se le conozca mas comunmente, como
"campana de Gauss' La distribucion de
una variable normal estda completamen
determinada por dos parametros, su medi3
su desviacion estandar, denotadd
generalmente pop y ¢ y sus propiedades
son:

+ La moda, media aritmética y medians

tienen el mismo valor.

procedimientos

d

La curva normal es asintGtica al eje de
abscisas.
Es simétrica con respecto a su media

i
Sus puntos de inflexién estan eiv.

Cuanto mayor sea, mas aplanada sera

la curva de la densidad.

La forma de la campana de Gauss
depende de los parametmsLa media
indica la posicion de la campana, de

AS
a
L

h
modo que para diferentes valoresige

la gréfica es desplazada a lo largo del
eje horizontal. Por otra parte, la
desviacion estandar determina el grado
de apuntalamiento de la curva. Cuanto

1>

1%

mayor sea el valor der, mas se

dispersaran los datos alrededor de la
media y la curva serd méas plana. Un
valor pequefio de este parametro indica,
por tanto, una gran probabilidad de
obtener datos cercanos al valor medio
de la distribucion.

el

Como se deduce de este dultimo
apartado, no existe una unica distribucion
normal, sino una familia de distribuciones
con una forma comun, diferenciadas por los
evalores de su media y su varianza. De entre

e
I
D

latodas ellas, la mas utilizada es la
distribucion  normal estandar, que

e corresponde a una distribucion de media 0 y

yvarianza 1. Esta propiedad resulta

s especialmente interesante en la practica, ya
que para una distribucioM(0,1) existen
tablas publicadas, a partir de las que se puede
obtener de modo sencillo la probabilidad de
observar un dato menor o igual a un cierto
valor z, y que permitiran resolver preguntas
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de variables de las que se sabe o se asU
que siguen una distribucién
aproximadamente normal. El estadisti£o
esta dado por:

(6)

Dondeu y o, son respectivamente la media y
desviacion estandar poblacional. La funcig
definida en (6) en su forma muestral, es
dada por:

n
a

xj—X

£ = (7)

F Wn

DondeX es la media muestral g/+/n es la
desviacion de la distribuciéon muestral donde
n representa el tamafo de la muestna
deberd de ser aleatoria y suficiente). [l
estadisticaZ, da el nUmero de desviacioneg

me

Observe que (8) puede ser escrita
como l < —lyl +1, por lo que para

=0, L<—y+1,
0<(y—-1)*+1 y para
%"{},4.1 y 0< (v+1)2 41, porlo que

claramentd es positival > 0 (se cumple la
primera condicion mencionada en la nota).

se tiene que

vl <o,

Nota: no olvide que para que una funciéon
f(x), sea wuna funcion densidad de
probabilidad, se debe de cumplir gfiéx)
sea siempre positiva f[; F(x).

Para evaluar la integral |, se basa en el
hecho de que | > 0 y de queé Ipuede ser

estandares que el dato se encuentra retiradoh(z) - dy-dz

de su media (Rencher 2002).

Determinacion de la pdf Normal

Para determinar la funcion densida
de probabilidad normal (pdf) considere |
integrall = [~ exp(—y*-27") - dy, la cual
para la variablez, puede ser escrita comg
I= _Iric exp(—z%-27%)-dz. Ademés, el
integrandoexp(—z*-271), es una funcién
continua positiva que esta limitada por una
funcion integrable, entonces la integral existe
por lo que:

L

[]::e:-:p( )::él‘}-’f": Iyl +1) para—co < y < o9

(8)
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escrita como I®= F(¥,Z) = g(v¥) - h(z)
donde,

900 =" exp(Z) &y y
h(z) = _r_ exp( ) dz, por lo que

I Py, z)dy-dz= [ [7_g(»)-

y I?, queda como
=T 90) h(z) dy-

dz:[f—m E"P( ) d’f’]-[f . exp (]
dz]=f_mf_m exp () - exp () -a

dz =
o en forma simplificada como:

-}': -—

g:)
-
2

Esta integral iterada puede ser
evaluada realizando un cambio de variables a
coordenadas polares, por lo que
estableciendy =r 'cosf y z = r+ senfl la

integral  es 1*= [ [ exp (- ) -r -dr - do,
donde J"L, dé =2m, por lo quel =+2n y
finalmente, la integral queda como:

2 =_J~_°;f_°;exp dy - dz

9)
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7)o

Si introducimos una nueva variable d
integracion, digasex, tal quey === para

b = 0, entonces (10) con el cambio dg
variable queda como:

‘r_f—-::;:. = exp(_lx a)’ )-dx= 1. Dado

que b = 0, la funcién es continua en todd
punto, es decir:

. exp{ (20)

oo 1
e

—(x—a)®
2.52

flx) = (11)

Cexp (

La funcion representada en (11) €
conocida como distribucion normal, y a un
variable aleatoria que sigue esta distribucio
se dice que sigue una distribucidén normal.

Determinacién de los Parametros de la pdf
Normal

Por lo anterior, la funcion generatriz
de momentos para la pdf normal

M@ = [T e e e (F52) - ax,

b-/2m 257
Para su desarrollo, sea= by + b%t + a,
entonces,

M(t) = _I'-_ﬂ':'C e

r "
t(by+pleta) |
—(by+57e)”
exp| ————

-dy
z-pt ) <
, por lo queM (t), se puede escribir como:

tx |

= o6+ 22). (o (2)
d}':EIF'(R 'f+¥]

(12)

La funcion dada en (12) representa
funcion generatriz de momentos de la pg

€s.

D

U

DD

a

normal para toda real. El primer momento
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dado como la primera derivada de (12) con
respecto a e igualada a cera & 0), es la
media aritmética®f'(t) = u = E(X)]. Por lo
que la media aritmética esta dada por:

Iu=exp(a-t+¥)-{a+h:-ﬂ =a (13)

El segundo momento representado
por la segunda derivada de (12) con respecto
at, esM'(t)=b*+a®, porlo que la
varianza de la distribucion dada por el
momento dos menos momento uno al
cuadrado y resolviendo pata= 0, esta dada
por:

f=M(0) - [M(D] =b? (14)

Finalmente de (13) y (14), se
concluye que los parametros que determinan
a la distribucion normal son la mediay la

varianzao °.
De igual manera, (11) en términos de
(13) y (14) esta dada por

Flx) = exp(_' 1" ) por lo que la
funcién de ver05|m|I|tud definida en (2) esta
dada por:

L(8:x) =T

(e

La funciébn de log-verosimilitud
definida en (3), en términos de (15) es:

) 15)

—(p—p?

.y

log L(8: x) = T, ——- exp (T25) (16)
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derivando (16) con respecto @ e
igualando a cero como se definié en (4),
media esta dada por:

::Eanfl
1

g

u (17a)

La derivada de (16) con respect@a
coémo se definid en (4), esta dada por:

dlnL(isly) n P -w’
a& & 2

dInL(i8lE) n ENXK —w)

T @) & 257
D L G 0

EE C 53 -
por lo queX™ (X, — i) f=0.

52 = LT (17b)

En particular, para una variablg
aleatoriaX [N(0,1)], se puede decir qu#
tiene una distribuciéon normal cam=0 y

< =1, es decir su pdf, es

1 (x)*
flx) = *\-7:&' e.:q:r( 5

),—m < x =0,

Asi, si se dice quel’ estaN(54),
entonces,X tiene una distribucion normal
cong =5yg” =4, ysupdf, es
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—x-57
_ ,—00 = x = 00,
2(4)

760 = e

por lo que:

Teorema 3.1:Si la variable aleatoria
X, estAN(u, ¢*) parac® = 0, entonces la

variable aleatori& = ( ) estan(0,1).

Demostracion: La distribucion de la
funcionG(z) dec, dado quer® = 0, es

G(z) = Pr% <z =Pr(x < zo + pu),

es decir:

Zotp

(x —p)?
2a2

6(2) = j

(),

y si se hace el cambio de variable de
integracion porv = (x — )/, entonces
= [", ("}] )d} Bajo estas
C|rcunstanC|as la pdfg(z) =G"(Z) de la
variable  aleatoria  continua Z es

G'(z) =" —exp(_lz})dy, —oo < x < o

Es decir, Z esta N(0,1), por lo que la
demostracion esta completa.

Propiedad Reproductiva de la
Distribucion Normal

Sean X%, ., X, variables
aleatorias  independientes  normalmente

distribuidas con medig:; y varianza af
[¥ # N(u;,07)] Si se define una nueva
variable
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Z=ay,+aX;t+a¥;, +-—-+a,X,,

entonces por la propiedad
reproductiva de la norma¥# se distribuye
normal conZ # N(u_,¢>) donde:

e = ﬂ’D+E?:1az'FE (18)

ng = E?:i[ﬂiﬂijz (19)

Para dos variables aleatoria
normalmente distribuidas, se puede definir
funcion g =R — S, donde sig(R §) =0
implica que R es mayor queS y Si
g(R,5) < 0 entoncesS es mayor qué, por
lo que se puede establecer la funcidén ¢
estado limite o de frontera entre amba
variables cuando g(R,5) =0 Asi por
ejemplo si R representa resistencia $
representa esfuerzo por unidad de carg

entonces, la probabilidad de falla es Ia

probabilidad de qug =< 0 que en funcion de
Ry S estd dada pap[g(R,5)] < 0. Asi, si
se defineZ = g(x)=R — 5, entonces la
probabilidad de falla d&[p(Z < 0)], es:

P, =P [""—”] = -:b(i—j} (20)

Oz

Si se define el indice de segurida
como:

g=t (21)

-4

entonces la probabilidad de que el sisten
alcance el limite de seguridad es equivalen
a

-

D

o)

t

le
s anchoA (a lo mas 3.4 defectos por millon)

na

P = o(—p) (22)

donde €, es la distribucibn acumulada
normal estandar.

Una aplicacion

Suponga que se va a disefiar una viga
de longitud L) de 10 pulgadas, cuya
resistencia R) es considerada una variable
aleatoria  normal con media 35nw vy
desviacion estandar de 2nw. La viga sera
sometida a wuna carga aleatoriaC) (
normalmente distribuida con media de 5nw y
desviacion estandar de 1nw. La alturadel

a Material a utilizar es de 4 pulgadas, se desea

saber de que anchd)(debera de ser la viga

para el que la probabilidad de falla (pf), sea
menor del 1%. De igual forma, se desea
encontrar una tolerancia de 6 sigma para el

una representacion esquematica del disefio
esperado, se presenta en la Figura 1.

a,
Carga,
L =10 C~N(5,1)
h=4
Resistencia, | |
R~N(35,2) A

Figura 1. Representacion esquematica de la
viga

Andlisis: Dado que la tolerancia es para seis
sigma, considérese que la probabilidad de
falla del 1% es una estimacion de la
desviacion estandar a largo plazo (AIAG,
2005). Dado qu& y C son ambas variables
aleatorias normales e independientes,
€ entonces por la propiedad de la distribucion
normal se puede definir una nueva variable
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g(x)=R—5 dondeR ® N(352) y Sen
funcion deA, C y h, cons representando el

esfuerzo por wunidad, estda dada pq
i}
_ ﬂ':;_} _ BCL _ BOC _ 3T5C p .
—e—=—-3 ——-=——, asi la media
el Ah 154

deZ, de acuerdo a (18), esta dada por

p, = 35—18.75/4 (23)
y de acuerdo a (19), la varianzadies
o, =4+ 14.065/4° (24)

De igual forma, dado que aqui 1 ¢
de acuerdo a (21), se estableci6 como
indice de seguridad, entonces de (22),
valor Z que corresponde al 1 % , da un indig
de seguridacdp(f) = 2.326347874 ~ 2.33,
por lo que al sustituir (23) y (24) en (21) €
ancho de la viga eA = 0.81. Finalmente la
tolerancia de seis sigma pafay debido a
que el 1 % es de largo plazo, entonces p

establecer la igualdad dada en (6), igual a 4.5

(3.4 PPM) (ver Yanget. al 2003), con

pu=A=LIE=081y o= 0.01 se tiene

que A = 0.855 4+ 0.0450. Es decir para que
las vigas disefiadas cumplan con el indice
seguridad de que sélo 1 viga de cada 1
falle y de que el proceso produzca a lo m
3.4 PPMs, estas deberan de tener un anchg
cuando menos A = 0.855+ 0.0450
pulgadas.

Conclusiones

La funcion generatriz de momentos
determina eficientemente los parametros de
una funcion densidad de probabilidad (pdf).
El estimador de méaxima verosimilitud
permite la estimacion numérica de los
parametros de la pdf. La propiedad
reproductiva de la normal, permite la mezcla
de variables independientes normales de
acuerdo a una funcién conveniente para el
andlisis, ya que dicha funcién también sigue
una distribucién normal, por lo que con ella
se pueden realizar todas las inferencias que el
analisis requiera. La aplicacion presentada,
aunque es un caso muy simple de la
literatura, tiene la intencién de detallar el
analisis de variables aleatorias normales que
se realizan en el disefio probabilistico de
P parametros y procesos en ingenieria de
§|I confiabilidad.
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