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Una nota sobre integrales que involucran
funciones especiales
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ABstrACT. Some formulas for the derivative of the arctangent of certain func-
tions, obtained via recurrence formulas that these functions satisfy, are used to
calculate some new definite integrals involving modified Bessel functions and
orthogonal polynomials.
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RESUMEN. Se muestra c6mo diversas férmulas para la derivada del arcotangente
de ciertas funciones, obtenidas mediante el empleo de férmulas de recurren-
cia que tales funciones satisfacen, permiten calcular algunas nuevas integrales
definidas que involucran funciones de Bessel modificadas y polinomios ortogo-
nales.
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1. Introduccién

En un trabajo previo [1], Villalobos y Kalla calculan integrales de la forma

b Z,(x) Zyy1(x) do
(1.1) /a " [Zg(x)+Z3+1($)],0§a<b,1/75—1/2,

donde Z, (x) es una de las funciones cilindricas J, (z), Y, (z), H m (z),0H, @ (z).
Estas integrales generalizan, aunque no cobijan, integrales como f; s dr y,
como ésta, aparecen con alguna frecuencia en problemas relacionados con teoria

del potencial. Los resultados establecidos en [1] permiten obtener como caso
particular, por ejemplo, un resultado de Rawlins [4]:

< Jo(w) Ji(x)  ow
(12) | e =

Obsérvese al respecto que
oo
(1.3) / 5T e = m,

pero este caso no queda cubierto por (1.1) debido a la hipétesis v # —1/2.

La técnica empleada en [1] consiste basicamente en expresar el integrando

en forma conveniente a partir de expresiones de % arctg [Zé:’(lm(;”)} obtenidas

mediante varias férmulas de recurrencia satisfechas por las funciones Z,(z).
Para establecer algunos casos limites de (1.1), como a— 0, b — oo, se recurrié
en [1] a los comportamientos asintéticos de las funciones Z,(z) para valores
grandes o pequenos del argumento.

En el presente trabajo se sigue un procedimiento similar para calcular inte-
grales que involucran funciones de Bessel modificadas de primera clase, I, (z),
y de segunda clase, K,(z), (v.[2,3,5]). También se consideran integrales en
las cuales las funciones de Bessel se sustituyen por los sistemas de polinomios
ortogonales de Legendre, {P,(z)}, Hermite, {H,(z)}, y Laguerre, {L%(x)}
(v.[2,3,6]). Para que el método funcione es necesario generalmente introducir
un factor constante conveniente en el argumento del arcotangente.
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2. Integrales que involucran funciones de bessel modificadas

Consideraremos primero integrales de la forma

" I(z) Iy (z) do
(2.1) / ST B 0SS by I

Obsérvese en primer lugar, con i = y/—1, que

d Iu+1($)]

[I,,Jrl(w)] _ ds [ il, (z)
il,(z) | 14+ [13:1(%)]2

(2.2) =5 {I,’,+1( z) 1, (x) — I} () Iu+1($)}

(@) = 1744 ()

y que mediante las férmulas de recurrencia (v.[2], p.110)

v

23) L@ -L@) = L) Lu@+ iLe) = 1@,

la dltima expresién toma la forma,

d I,, 1(1’) _ 1 %Iy(x) I,,+1(.Z‘)
24 %‘”“Ctg[z‘i(w) ] ‘2{1‘ 2(@) - 2, (@) }
de la cual se obtiene que

L@ L@ 1 [ d (L)
@) R@ -2, ‘2v+1{1 ’dw‘”“g[ i, )]}

Integrando ambos miembros de (2.5), se obtiene que

o e R O Eoy

+

o))

(2.6) +i arctg

y teniendo en cuenta que



110 JOSEFINA MATERA & ALFREDO VILLALOBOS

i+2z
t _—1
arctg z = 5 [z—z]’

(2.6) puede escribirse en la forma final

/” I(2) Iypa(x) dz__ 1 {b_a+11n1"(”)—1"+1(”)
o ¢ [2(x)—I2,,(x)] 2v+1 2 L)+ L4+1(b)

(2.7) + Ly 2l@) = Ln(a)

, 0 <b
2 Iu<a)+fu+1<a)} <as

Para establecer el caso limite a — 0, es decir, para calcular

b I,(z) I, (z) do Y b I(x) I, (z) dz
ey 2 [2(0) — I2,, (@) = tin | 2 [ - 2,1 (@)

cuando v > 0, podemos recurrir a la férmula asintética (v.[2], p.136)
;L.I/

(2.9) I(z) ~ YT +0) x — 0.

En efecto, sustituyendo I, (x) para x pequeiio por la expresién de la derecha
n (2.9), se obtiene que

/b Iy( ) 1/+1( )d.’L‘ _ 1 . {b 1 I (b)_Iu-i-l(b)
0

= l —1In
2B - @] wrieo U T2 L) F L (D)

1 21+w)—a) _ 1 v(0) = L1 (b)
(2.10) - Eln 2(1+V)+a} w41 {b+ m}

Anélogamente, partiendo de

d Ky(0)] _ 1 [ Klp(2) Ko(o) = Kb (@) Kopa(a)
az " [ z'f@(x)] { K2(z) — K2, , () }

y teniendo en cuenta las férmulas de recurrencia ([2],p.10)

2.11)  Ky_1(z) + K'(2) = —gK,(m) , %K,,(:c) — Kyp1(2) = K'(2)

se obtiene que
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K,(zx) K,q1(x) 1 'iarc K, 1(x)
@) e @]~ W {”de ' [ . ]}

Integrando resulta entonces que

/b Ky(z) Kppa(z) 1 {b —a— 1 Ky(b) = Kuta(b)
7]

K2, () - K2@)] 20 +1 5 " Ko(h) T Koia ()

1
(2.13) +51n

3. Integrales que involucran sistemas de polinomios
ortogonales

Consideraremos primero el caso de los polinomios de Legendre.

Del cdlculo de -Larctg [P;:(lg)} mediante las férmulas de recurrencia (v.[3],

p-159)

(3.1) (n+1) Po(z) = Ppyy () — 2Py (),

(32 (1-2) Pi2) = (n+1) [Pa(z) ~ Panr(@)], 020,

se obtiene que

(3.3)

2P, (z) Puy1(x) 1 n+1 —iarc Poyi(x)
(1—27) [P2(@) + P2, @)] ‘2n+2{1—m2 I tg[ Pu(@) ”

de donde resulta, siempre y cuando —1 < a < b < 1, que

/ab a —$£3(F115]:Z>+1+(25f<w)] “ i3 {3(" t) [l“ GL—:) - (%ﬂ

@ orta [Ty | v [ B )
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En (3.4) se han tomado a,b interiores al intervalo[-1,1], en el cual los poli-
nomios de Legendre son ortogonales. Para a = —1 o b = 1, las integrales
divergen. Como ([3], p.158)

(—1)"1.3.5...(2n — 1)

P2n(0) = 2.4.6..2n + P (0) =0
se obtiene, tomando a = 0 en (3.4), que
b
2P, (z) Ppi1(z) dz 1 { 1 (1 + b)
- S+ 1) (2
/0 (1—22) [P2(z) + P2, (2)] 2n+2 AR S
(3.5) —arctg [PIT;:ZIE)I)) } , 0<b<1 , nopar
y que
b
2P, (z) Ppi1(z) dz 1 { 1 (1 + b)
= - Dn{——
/0 (1—22) [P2(x) + P2, (2)]  2n+2 A Sy
(3.6)
P, .
—arctg [ P:Elf)b)] + g}, 0<b<1l , nimpar

Observamos que como el integrando en (3.4) es una funcidn par, se tiene
ademads que

3.7) /b 2P, (x) Puy1(z) dx _ 2/” 2P, (z) Pyy1(z) dx ,
—p (1= 22) [P3(z) + P74 (2)] o (1-2?)[Pi(z) + P7(2)]
lo cual permite, en vista de (3.5) y (3.6), calcular la integral de la izquierda.
Para los polinomios de Hermite, {H,(z)}, se tiene, de manera semejante,

calculando arctg [\/XH—%@H)()] mediante las férmulas de recurrencia ([3],

p-188)

(3.8)  Hpy1(z) —2zH,(z) +2nH, 1(z) =0 , H,(z)=2nH, 1(z),
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que
(3.9)

aHu(@) Hup(@) L[ 1 dm« Hyp(2)
2(n + ) H2(z) + H2 | (z) 2 N W CES AT

Entonces,

/b xHp(x) Hpya(z) dz _
o 2(n+1)H2(z) + H2 (x)

3 (SR -
2 2(n + g V2(n+ 1) Hy(
1 Hn+1( )
3.10 +7ar
(8.10) 2(n + 9 l«/ 2(n+ 1) Hy(
Tomando a = 0 en (3.10) y teniendo en cuenta ([3], p.188) que
—1)™ (2n)!
w0 = CL R 0=,

se concluye que

/b xH,(z) Hyy1(z) do _1 b—; X
o 2(n - 2l

T)H@) + B2, (@) 2 nr 1)
Hn—i-l(b)
(3.11) arctg [\/m Hn(b)] } , M par
y que

/” oHp(2) Hopa(2) do
o 2(n+1)H2(z) + H2 (%)

+

, } , ™ impar.

_1) L Hyi1(b) ™
(312) _2{b 2(n+1)ar0t9[ 2n+ 1) Ho(b) | 2
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Como el integrando es, de nuevo, una funcién par, también

b H,(2) Hpyi(2) do B b zHy,(z) Hyyr () dz
619 [ e HZ, (@) 2| o D me ZEREK

lo cual permite calcular, mediante (3.11) y (3.12), la integral de la izquierda.

Para los polinomios de Laguerre se obtiene, mediante las férmulas de recu-
rrencia ([3], p.202)

gy O _Eonma e 0 D ),
a1z @ 0D ) OO e
que

(2n+2 -2+ a) Ly(z) Ly, (z)
s {(n+1+ ) [La@)] + (0 +1) [L34, ()]}

(3.16) S L it 1 Lo (@
' ¢ J/in+D)n+1+a)de \/n+1+aL°‘()
de lo cual,

/” (2n+2—z+a) Lj(z) Ly, (2) dz —Inb—1Ina
a {(n+1+a) [Le(@)])? + (n +1) [Ly (= )]2}
1 vn+1L3,,(b)

SN nritaLa()

+\/(n+1)(n+1+oz)

1
\/(n+1)(n+1+a)

vn+1L7,,(a)

@17 - N Vn+itaLla)

], 0<a<d
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