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ABSTRACT. A research program in LAKATOS’ sense is described. The
program has been carried by professors of three universities of the San-
ta Fe province, Argentine. The improvement in teaching college basic
mathematics by incorporating CAS (Computer Algebraic System) is the
program’s objective. The theoretical frame, from didactical, epistemol-
ogy and methodology ponts of view, needed for its good development is
also presented.
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RESUMEN. Se describe un programa de investigacién en el sentido de
LAKATOS que se estd llevando a cabo por profesores de las tres Uni-
versidades Nacionales de la provincia de Santa Fé, Argentina. Dicho
programa tiene como objetivo el mejoramiento de la ensefianza de la
matemadtica bésica a nivel universitario a través de la incorporacién de
las herramientas CAS (Computer Algebraic System). Se discute el marco
tedrico desde los puntos de vista diddctico, epistemolégico y metodols-
gico necesarios para su buen desarrollo.
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1. Introduccion

En este trabajo presentamos el proyecto de investigacién “La ensenan-
za de la matemadtica con herramientas computacionales”, financiado por
la Universidad Nacional de Rosario a través del “Programa de fomento
a la investigacién cientifica y tecnolégica” (Resol. C.S. No. 202/92).
En él trabajan profesores de distintas facultades de la Universidad Na-
cional de Rosario, la Universidad Nacional del Litoral y la Universidad
Tecnoldgica Nacional.

El proyecto se podria considerar en el momento actual como un pro-
grama de investigacién en el sentido de LAKATOS. La idea de programa
de investigacion segiin LAKATOS ha sido empleada en la investigacion
de la ensenanza para describir aquello que comparten los investigadores
de una cierta comunidad. Una comunidad con un programa de investi-
gaciéon maduro y desarrollado considerard ciertos trabajos como funda-
mentales, sus miembros compartirdn un conjunto de determinados pro-
blemas y cierto lenguaje técnico. Ignoraran también ciertos problemas
en investigaciones que a su vez podran ser relevantes en otra comunidad
y volverd insistentemente sobre los temas claves.

En nuestro caso el tema estratégico de la investigacién es el apren-
dizaje de la matematica en el nivel universitario. En efecto, en el nivel
universitario se requiere un aprendizaje eficiente en tiempo y esfuerzo.
En el area de la matemadtica la tendencia es dedicar el tiempo que se
emplea en calculos rutinarios y operatoria estéril en si misma, a la for-
macién de conceptos y a la aplicacion del conocimiento adquirido.

En particular, las ciencias de la administracion y la economia se
respaldan en teorias matemadticas de alto nivel. Por ejemplo, en el
andlisis econémico: la estadistica comparativa, los problemas de opti-
mizacion, el control dindmico y otros temas mads, requieren de métodos
matematicos del dlgebra lineal, del calculo diferencial e integral, de las
ecuaciones diferenciales y de la matemadtica discreta. En ingenieria, la
matematica, ademdas de disciplina formativa primordial, es la herramien-
ta general.

En esos niveles y tal como se desarrollan los cursos de matemaética en
el momento actual, los estudiantes luchan con la abstraccién y no llegan
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a las aplicaciones. En algunos temas y niveles las dificultades del cdlculo
numérico y grafico hacen imposible la ejemplificacion.

La computadora permite la inmediata verificacién numérica de una
propiedad, la representacion grafica en dos y tres dimensiones, la uti-
lizacién de resultados tedricos a problemas concretos en situaciones reales
y ayuda a una exploracién inductiva del conocimiento por la inmediatez
de la respuesta del procesador. Esto, puede utilizarse para conseguir
un rigor conceptualizado y una vision unificada de la matemdtica y sus
aplicaciones; para educar en los conceptos de la matemdtica y ensenar
que, para la parte operativa, la computadora es la solucién, siempre y
cuando que quien la use sepa lo que quiere y entienda lo que ella le ofrece
como resultados.

En el curriculum actual de nuestras universidades, en general, la uti-
lizacién de herramientas computacionales en las distintas carreras esta
encapsulada en asignaturas especificas (computacién y andlisis numérico,
procesamiento de datos, programacion, etc.), o en el ciclo profesional.
Pese a las conclusiones y recomendaciones de eventos relacionados con
el mejoramiento de la calidad de la ensehanza, atin no se aprovecha al
maximo el potencial de las herramientas computacionales en la ensefian-
za de la matemadtica basica en nuestras universidades. Aunque individ-
ualmente en algunas cidtedras se han comenzado procesos de cambio.

La introduccién de nuevas herramientas para la adquisicién del conoci-
miento, debe ser precedida por un serio andlisis curricular, estudios sobre
equipamiento accesible, software adecuado y metodologia de la ensenan-
za. Queda abierto también en el nivel universitario, un amplio campo
de trabajo en la elaboracién de instrumentos para la medicién de los
resultados del aprendizaje.

Otro factor que debe considerarse es el problema de enseniar mate-
matica a estudiantes que no sean de una licenciatura en matematica.
Esto plantea un desafio que frecuentemente se ignora. Se trata de re-
sistir la tentacién de desarrollar los contenidos de la matemaéatica como
si los alumnos fueran potenciales matemadticos, y en su lugar buscar
metodologias alternativas, que mantengan los beneficios de la educacién
en un pensamiento légico riguroso y al mismo tiempo aprovechen la
riqueza de los modelos matematicos en la resolucién de problemas en su
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area de interés. Aqui también la herramienta computacional puede ser
una importante ayuda al permitir el manejo de datos reales.

Todos estos factores abren un amplio campo a la investigacién en
matemadtica educativa. En su etapa actual, el proyecto constituye un
“programa” que motiva y coordina proyectos en los que trabajan, en
paralelo, profesores en distintas lineas de estudio y para distintas dreas
de la matemadtica.

2. Las herramientas CAS
(Computer Algebraic System)

En los dltimos anos se han desarrollado las llamadas herramientas
CAS, que no son otra cosa que poderosas calculadoras numéricas, sim-
bdlicas y graficas que no requieren conocimientos especificos de progra-
macién. En esta categoria podemos considerar incluidos los siguientes
programas: MATHCAD, DERIVE, MAPLE, MATHEMATICA. Tam-
bién aparecen programas fuertemente orientados hacia el calculo matri-
cial: MATLAB, SCILAB. Estas herramientas computacionales sorpren-
den y deslumbran por su potencialidad.

Las nuevas herramientas ayudan y estimulan a “hacer”, a “ensenar”
y a “aprender” matemadtica. Utilizan una sintaxis logica y estdn abier-
tas a la creacién de nuevas funciones. Son herramientas que permiten
resolver ecuaciones y analizar funciones en los primeros cursos de ma-
tematica basica. Manipulan simbolos y expresiones que se obtienen al
resolver ecuaciones. Calculan, en forma simbdlica o numérica, limites,
derivadas, integrales definidas, aproximan funciones por polinomios, re-
suelven ecuaciones diferenciales, transformadas, etc. Permiten la visual-
izacién de curvas y superficies complicadas, imposibles de ser imaginadas
sin ese recurso. Ademds pueden utilizarse para que el usuario programe
sus propios modelos matematicos para determinadas y caracteristicas
situaciones.

La idea es, pues, utilizar las capacidades de las llamadas herramien-
tas CAS para reducir el tiempo empleado en cédlculos rutinarios, con el
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propésito de proveer mas tiempo de clase para discutir sobre conceptos
matematicos y aplicarlos en la resolucién de problemas.

Existen en el momento actual varias decenas de empresas, univer-
sidades e institutos de investigacién que producen software con capaci-
dades numéricas o simbdlicas para el trabajo matematico. Actualmente,
distintos grupos de investigadores de nuestro programa analizan las posi-
bilidades en la educacion matemdtica de algunas de las herramientas
computacionales mas promocionadas para el trabajo matematico. Cada
una de ellas tiene caracteristicas propias. Algunas son preferentemente
grandes calculadoras cientificas y graficas. Otras agregan capacidad de
resolucién simbdlica o representacién grafica en dos y tres dimensiones.
Algunas tienen un lenguaje natural similar al matematico manual. Otras
un lenguaje propio. Sus alcances, versatilidad y potencia de resolucién
son distintos. Algunas son especialmente aptas para el cdlculo diferencial
e integral de la matematica bésica. Otras son herramientas especificas
para algebra lineal.

En el nivel universitario, en algunos paises, desde la década pasada, se
discute el rol que debe desempenar estas herramientas en los procesos de
ensenanza-aprendizaje de la matemadatica. En nuestro pais, en los tltimos
anos, los docentes universitarios del drea matemaética, han asistido a
numerosos eventos, jornadas y congresos, por especialidad, regiones y
zonas para el tratamiento del tema. Alli se han discutido y aprobado
documentos sobre su utilizacion. La aprobacién de esos documentos ha
quedado como conclusiones de sesiones plenarias. En la realidad atin no
se han incorporado a nivel masivo ni integrado. Son todavia tema de
andlisis y discusion.

En distintas universidades tanto nacionales como del exterior, las he-
rramientas CAS han motivado investigaciones orientadas hacia una actu-
alizacién curricular y el mejoramiento de la ensenanza (vednse [7]-[19],
[21], [22], [25]-[27]). La profundizacién de las investigaciones sobre
uso en las aulas, es indispensable para lograr una integracién curricu-
lar adecuada. Es, pues, necesario aportar, bajo este enfoque, elementos
que permitan construir una didéctica cientifica de la matemadtica en el
ambito universitario.
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3. Marco Teorico

3.1. Didactico. Se parte de una concepciéon constructivista del
aprendizaje que se centra en la actividad del alumno. Tomando el con-
cepto de aprendizaje significativo, se considera como aprendizaje a aquel
que permite al sujeto que aprende llevar a cabo un proceso de construc-
cién mediante el cual modifica o enriquece sus estructuras cognitivas. Es
decir, que va integrando nuevos conceptos y operaciones a tramas o redes
conceptuales y tramas o redes operativas, a veces relacionando con las
estructuras que ya posee, otras realizando una tarea de desconstruccién
de aprendizajes anteriores. El aprendizaje significativo se diferencia del
aprendizaje mecanico porque el nuevo contenido pasa a formar parte de
la estructura cognitiva del sujeto que aprende y se transforma en nuevos
instrumentos de pensamiento que le posibilitan operar con la realidad.

En esa concepcién el docente busca proporcionar los medios para facil-
itar esa tarea. El docente no es un mero transmisor de la informacién. El
desafio es involucrar activamente a los estudiantes en su propia educacién
en lugar de ser pasivos receptores de informacién pre-empaquetada. La
ensenanza es un arte social que involucra una relacién entre personas y
el éxito de un docente en ese arte es poseer la cualidad o actitud mental
que le permita establecer una relacién de reciproco aprendizaje. No toda
la ensenanza debe ser hecha por el docente y no todo el aprendizaje por
el estudiante.

Resumiendo, la estrategia pedagodgica que se aplica en este proyecto
se sustenta en ideas propuestas por diversos educadores en las ltimas
décadas, a saber:

* La concepcion del educando como sujeto activo de los procesos
educativos.

* La concepcién de la relacién interactiva y dialogal entre el educador
y el educando cuyo resultado es el cambio de actitudes, compor-
tamiento y grado de conocimiento de ambos sujetos, sin que ello
implique la pérdida de sus identidades y roles especificos.

* La valoracién de la importancia de la motivacién y la experiencia
vivencial para obtener aprendizajes significativos y perdurables.
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* La valoracién de la relevancia de la interaccién entre los aspectos
cognitivos, psicomotrices y afectivos que intervienen en los procesos
de aprendizaje.

3.2. Epistemoldgico. En ese contexto la herramienta computacional
desempena un papel que debe también ser determinado en relacién con
el enfoque epistemolégico de la matematica que se adopte.

En este proyecto nos adherimos especialmente al trabajo del Dr.
BeppO LEVL: Formacidon matemdtica [20], algunos de cuyos pérrafos
pasamos a citar:

e “._..matematicos somos mas o menos todos, pues no es la expresién

por féormulas y nimeros lo que constituye la Matematica.”.

“La matemadtica es una forma de pensamiento”.

“...muchas veces los panegiristas de la matematica han aclamado a
su valor para la educacién del rigor 1é6gico, entendiendo éste en un
sentido escoldstico, palabrero, formal, combinatorio; se ha llegado
a prescindir del significado intuitivo de las proposiciones de partida
dando a la deduccién matemadtica un contenido no mayor que al
desplazamiento de los peones sobre el tablero de ajedrez. No es
esto, en nuestro entender matemaética.”

e “Para que esa maravillosa facultad racionativa de nuestra mente
pueda inspirarnos la satisfacciéon de un trabajo cumplido, la satis-
faccién estética de una armonia conseguida, es necesario que no le
falte, directa o indirectamente, la contrapartida de la realizacién
en ese otro mundo que estd afuera de nosotros...”

Nos adherimos también a lo expresado por G. POLYA al afirmar que:

e “Las matemadticas son consideradas como una ciencia demostrati-
va, éste es sOlo uno de sus aspectos. La obra matemadtica se nos
presenta, una vez terminada, como puramente demostrativa, con-
sistente en pruebas solamente. No obstante, esta ciencia se asemeja
en su desarrollo al de cualquier otro conocimiento humano. Hay
que intuir un teorema matemético antes de probarlo. asi como
la idea de la prueba antes de llevar a cabo los detalles. Hay que
combinar observaciones, seguir analogias y probar una y otra vez.
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El resultado de la labor demostrativa del matematico, es el razon-
amiento demostrativo, la prueba; pero ésta a su vez, es construida
mediante el razonamiento plausible, mediante la intuicién. Si el
aprendizaje de las matemadticas refleja en algin grado la invencién
de esta ciencia, debe haber en él lugar para la intuicién, para la
inferencia plausible”.

3.3. Metodolégico. Se comparte y se busca dar respuesta a las pre-
guntas sobre la concepcién de investigacion planteada en el documento
& Qué es la investigacion en la educacion matemdtica y cudles son sus
resultados?, BALACHEFF, HOWSON, SFARD, STEINBRING, KILPATRICK
& SIERPINSKA[T| (The International Commission on Mathematical In-
struction, ICMI), en cuanto a que nuestro fin en la investigacién debe
ser que un docente especifico, en un aula determinada, tenga mejor
equipamiento o recursos para guiar a sus alumnos para que entiendan el
mundo con la ayuda de la matematica.

En lo prictico y concreto se sigue el punto de vista de LESH (1979):
“el objetivo de la investigacién es desarrollar un cuerpo de conocimien-
tos utiles relacionados con temas importantes de la Didactica de las
matemadticas”. A continuacién, LESH aclara que, para él, “desarrollar
conocimientos utiles” significa:

e identificar problemas importantes para la ensenanza de la mate-
matica,

e plantear conjuntos de preguntas concretas (y resolubles) relaciona-
das entre si y que contribuyan a mejorar el conocimiento disponible
sobre el tema subyacente,

e encontrar respuesta a esas preguntas que sean utiles en una diver-
sidad de contextos, eliminando la informacién poco vélida o inutil,

e comunicar los resultados y conclusiones de forma que sean com-
prensibles por profesores e investigadores.

En lo que hace a la investigacién de los procesos de aprendizaje, el
disenio se ha realizado combinando metodologias cualitativas y cuantita-
tivas. Se estudian casos y se definen metodologias por triangulacién. Se
busca la inmersién del investigador docente en el contexto que analiza a
fin de captar el sentido de la accién de los participantes.
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4. Conclusiones

Después de mas de una década desde el inicio de la primera célula
de este programa, podemos afirmar que contamos con un programa de
investigacién maduro y en desarrollo, en el cual:

* se ha dado un marco tedrico conceptual en sus aspectos diddcticos,

epistemoldgicos y metodolégicos,

se han formado la mitad de los docentes que ensefian matemaéti-

ca para los estudiantes de ciencias econdmicas y un grupo impor-

tantede docentes que ensefian matemadatica para los estudiantes de

ingenieria,

se han analizado, adaptado y experimentado diversas herramientas

CAS,

* se han obtenido exitosos resultados en los cursos experimentales,

* se han dictado cursos de posgrado utilizando herramientas CAS

con modalidades presenciales y a distancia con participacién a nivel

nacional,

se han realizado talleres en reuniones cientificas internacionales

[4],[5], 6],

* se han publicado libros [1],[2],[3],

* se han hecho varias decenas de presentaciones en eventos internacio-
nales, regionales y nacionales.

Participan en este programa directa o indirectamete casi un centenar
de docentes con una poblacién estudiantil de 6000 alumnos anuales que
cursan asignaturas de matemadtica.
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