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ABSTRACT. In this paper we seek to lay the theoretical grounds for
and describe the epistemological and pedagogical analyses that consti-
tute the preliminary phase of a Didactic Engineering process designed
around a teaching subject pertaining to the Basic Mathematics training
at our Univer-sity, namely the study of curve families, conceived and
studied with the help of computational representation. In the analysis,
the study of the mathematical value of developing visual thought is
complemented with the consideration of the learning situations that,
in the framework of BROUSSEAU’s theory, arise when the computer
is used as a cognitive tool. The curve families chosen, superconicals,
are especially interesting to stimulate the student’s free creative play,
the exploration of potential properties and the strengthening of their
knowledge of conicals (circunference, elypse, parabola and hyperbola).
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RESUMEN. En este trabajo se busca fundamentar y describir los andlisis
epistemolégicos y diddcticos que integran la fase preliminar de una In-
genieria Didéctica disenada alrededor de un tema posible de ser in-
corporado al curriculum de la matemaética Basica de la Universidad:
el estudio de familias de curvas, concebidas y estudiadas a partir de
las posibilidades de la representaciéon computacional. En el anilisis,
se complementa el estudio sobre el valor mateméatico del desarrollo de
un pensamiento visual con la consideracién de las situaciones de apren-
dizaje que, en el marco de la teoria de BROUSSEAU, se generan al utilizar
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el computador como una herramienta cognitiva. Las familias de curvas
elegidas, las super cénicas son especialmente interesantes para estimu-
lar el libre juego creativo del alumno, la exploraciéon de potenciales
propiedades y el afianzamiento del conocimiento de las cénicas (circun-
ferencia, elipse, pardbola e hipérbola).

1. Introduccion

Uno de los desafios méas importantes que debe ser encarado por los docentes
de matematica en carreras donde su inclusién curricular tiene como objetivo las
aplicaciones en distintas carreras, es la ensenanza de esa disciplina a alumnos
que necesitan ser formados para hacer uso de la misma como instrumento de
modelizacién y resolucion de situaciones problematicas en diferentes areas.

En este trabajo se busca mostrar parte de “los analisis preliminares” y la
“concepcion”, que corresponderian a las primera de las fases de una ingenieria
didactica construida en un tema correspondiente a una de las ramas de la
matematica més apta para modelizacion: la geometria analitica.

ARTIGUE (1995) propone las siguientes fases para la ejecucién de un trabajo
de ingenieria didactica:

Anélisis preliminar.

Concepcion y andlisis a priori.
Desarrollo y analisis a posteriori.
Transferencia.

Los analisis preliminares comprenden, en su teoria:

Conocimientos didécticos previamente adquiridos.

Anilisis epistemoldgico.

Ensenanza tradicional en el tema.

Concepciones de los estudiantes.

Restricciones: cuadros conceptuales, competencias, herramientas.

Todos estos factores influyen, en el andlisis previo del disenio anticipativo de una
“unidad de ensenanza” (WITTMANN, 1995) del curriculum de la matemadtica
bésica. En el tema que proponemos: las superconicas, habria que enfatizar,
especialmente en el andlisis, la interrelacién entre los “cuadros” correspondien-
tes a las distintas dreas de conocimiento que entrarfan en juego (geometria,
trigonometria, andlisis matemdtico) para la determinacién de la ventana con-
ceptual (DOUADY et al.,1995) que enmarca el tema elegido y el rol que se le
puede dar a una herramienta computacional en su aprendizaje.

Enfocaremos, en primer lugar, el andlisis epistemolégico vinculado a la
ensenanza tradicional en el tema.
Estamos viviendo en una sociedad donde los aspectos visuales son, méas que

nunca, dominantes. Es por eso que una formacién universitaria adecuada, sobre
todo en carreras que hacen de la matemadtica una materia instrumental, deberia
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incluir la solucién de problemas articulados entre si, exploraciones abiertas a
la discusién, construcciones de modelos concretos en dos y tres dimensiones.

El estudio de la geometria deberia integrar en sus contenidos curriculares
(VILLANI, 1996) una metodologia que contribuya a:

e Favorecer el desarrollo de la intuicién espacial.

e Reconstruir mentalmente la imagen de un objeto tridimensional a par-
tir de su diseno.

e Usar segun sea la circunstancia lenguajes de distintos tipos: verbal,
grafico, algebraico, simbdlico.

e Estimular la capacidad de traduccion de un lenguaje a otro.

e Clasificar objetos segin uno o mas atributos.

e Habituar al razonamiento légico sobre una parte circunscripta de una
teoria.

e Dar un ejemplo significativo de un sistema hipotético deductivo.

e Razonar (incluso fuera del 4mbito geométrico) en el modo hipotético
deductivo en vista a operar con ciertos conceptos o tomar decisiones
racionales en la vida cotidiana, social y profesional sobre la base de
datos de los hechos disponibles.

e Entender modelizaciones geométricas de facil interpretacién que per-
mitan resolver problemas de distintas areas.

En la bisqueda de estos aspectos formativos de la ensenanza de la geome-
tria, en el nivel inicial universitario, hemos consignado algunos interrogantes
de naturaleza epistemoldgica sobre esta rama de la matemaética que, en una
primera instancia, se vincula a imégenes visuales. Es por esto, que enfocamos
especialmente al valor matematico del conocimiento geométrico obtenido por
visualizacién. Sintetizaremos, luego, en la aproximacién a respuestas, algunas
posiciones de la epistemologia histérica (ANIDO & RUBIO Scora, 2001).

2. Algunos interrrogantes fundamentales

;,Qué se ha entiende por geometria en el momento actual?

La geometria ha crecido rapidamente desde su tradicional lugar de inten-
tar dar una descripciéon matematica de los variados aspectos del espacio fisico.
Ahora incluye disciplinas como geometria discreta y geometria combinatoria,
geometria de superficies, geometria diferencial, geometria fractal, geometria
convexa, teoria de grafos, geometria computacional, para nombrar sélo algu-
nas. Han pasado como consecuencia, a un primer plano algunas ramas dejadas
anteriormente de lado, como por ejemplo la geometria descriptiva, cuyas coor-
denadas homogéneas son base de programas computacionales de representacién
tridimensional. Este rdpido crecimiento ha sido acompanado por amplias apli-
caciones en robdtica, procesamiento de imagenes y computacion grafica entre
otras. Estos enormes desarrollos crean, precisamente, desafios en los educadores
matematicos para potenciar, en el alumno, la capacidad de integracién de la
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geometria a la matematica basica del ciclo universitario y de alli a las aplica-
ciones a otras areas emergentes. Una importante consideracién es el uso de
software para facilitar en la visualizacion y las exploraciones geométricas.

;Qué se ha entendido por geometria en la epistemologia histérica?

. Cudl es el rol de la geometria en la ensefianza de la matemédtica bésica de
la universidad?

. Por qué se ensena?

;,Qué rol se atribuye a la definicién?

. Es necesaria una memorizacion recitada o basta en geometria una concep-
tualizacién implicita?

,Qué rol formativo tiene la memorizacion y reproduccién de una demostra-
cién?

. Una ensenanza formativa de la geometria debe priorizar los tiempos dedi-
cados a procesos demostrativos?

JLa formacién en un pensamiento riguroso exige demostrar como teorema
toda propiedad toda postulada?

Qué rol se atribuye a la conjetura?

LA la argumentacién?

., Qué contenidos geométricos se deberian estudiar en el momento actual?
. Con qué grado de rigor demostrativo?

;Cudl es la validez matematica del conocimiento geométrico obtenido por
visualizacién y si es compatible con la formacién en un pensamiento riguroso?

. Es prioritaria la exposicién “formal” de la matematica?

. Son inttiles o perjudiciales, los apoyos en la intuicién visual de los concep-
tos y procesos del pensamiento matemético, fundamentalmente formativo, del
pensamiento geométrico? ;Qué aspectos se deben priorizar en la ensenanza?

LEI aspecto sintético?

LEI aspecto analitico?

JUtilizar como base y herramienta unificadora el dlgebra vectorial?
;La teoria debe preceder a la préactica 6 surgir partir de esta?

. Es importante presentar explicitamente todas las hipétesis al comienzo de
una demostracién o se pueden ir explicitando a medida que se necesite?

,Qué problemas seleccionar para que un estudiante capte la belleza y ar-
monia de la geometria juntamente con su utilidad?

,Coémo evitar que el formalismo inhiba la intuicién geométrica?
.Y cudl es el valor de esta dltima?
1 Qué auxilios diddcticos y tecnolégicos utilizar?

.Y con qué finalidad?
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;Los distintos tipos de software que se usan para el trazado de curvas o
la representacién tridimensional favorecen el proceso de conceptualizacion y
sistematizacién del conocimiento geométrico?

Hasta que punto la “evidencia” de la existencia de una propiedad de una
figura geométrica, que resista todas las posibilidades de deformacion visu-
alizables en pantalla, nos exime de la necesidad de demostracion de dicha
propiedad? (GUzMAN, 1996)

., Cémo hacer que se establezcan sistematicamente lazos entre la teoria ge-
neral abstracta y su contrapartida intuitiva y visual de tal manera que las
herramientas informéticas sirvan para un conocimiento significativo de la geo-
metria?

(, Cémo introducir y aprovechar la herramienta computacional sin perder el
rol esencialmente formativo de la geometria?

3. Los fundamentos de la geometria y el método axiomatico

Por méas de 2000 anos la geometria euclidea ha representado un rol central
en la ensenanza aprendizaje de la matematica, como un modelo privilegiado
del espacio fisico.

La coleccién de leyes y elementos geométricos idealizan el espacio de tres
dimensiones. La idealizacion del espacio de tres dimensiones es la nocién re-
presentacional abstracta que nosotros tenemos de nuestro lugar de vida y en
él cada cosa conocida para nosotros estd ubicada. Se supone que la com-
prensién de la geometria ayudard al estudiante a comprender mejor el mundo
y a operar mas efectivamente en éste. La geometria ha ligado la realidad y
la formalizacién. Histéricamente se ha presentado como una teoria axiomatica
deductiva.

No obstante la reconstituciéon histérica de la ciencia ha evidenciado que la
geometria, antes de alcanzar el grado racional, atravesé un grado empirico,
en que las adquisiciones eran fruto de observaciones y experiencias. Muchos
pueblos no pasaron del grado empirico. Los griegos sobre todo, promovieron
el desarrollo de una geometria racional en la que las proposiciones vienen de-
ducidas como consecuencias de otras aceptadas como axiomas, sin constituir
precisamente experiencias.

La axiomatizacion de una teoria consiste en establecer un grupo de con-
ceptos llamados conceptos primitivos, un grupo de proposiciones relacionadas,
llamadas proposiciones y relaciones primitivas. Los conceptos primitivos no se
definen explicitamente, Gnicamente se enuncian y las proposiciones primitivas
se aceptan como verdaderas sin demostracién. Las proposiciones primitivas
deben caracterizar en forma univoca y completa a los conceptos primitivos.
También a las relaciones primitivas que, unidas a la de la légica, constituiran
los recursos operatorios con los cuales debera edificarse deductivamente toda
la disciplina (TORANZOS, 1948).
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Las proposiciones primitivas suelen llamarse indistintamente axiomas o pos-
tulados de la teoria. La caracterizacién de los conceptos primitivos mediante
el sistema de axiomas se dice que constituye una definicién implicita de estos
conceptos. Se llama demostracién o raciocinio matemaético a la combinacién
o enlace de dos 0 méas proposiciones para obtener nuevas proposiciones y rela-
ciones.

El sistema de axiomas de una disciplina no es tinico. Pueden darse diversos
sistemas equivalentes e igualmente aceptables; una misma proposicién puede
ser axioma en un sistema y teorema en otro. La condicién para que dos sistemas
de axiomas sirvan de fundamento a la misma disciplina es que los axiomas de
uno de los sistemas, no comunes con el otro, sean proposiciones deductibles en
éste, y viceversa.

Teéricamente son posibles tantas disciplinas matematicas como sistemas de
postulados. Desde el punto de vista 16gico, estos sélo deben regirse por las
condiciones de compatibilidad, independencia y completitud.

En la matemaética el método axiomatico fue iniciado por EUCLIDES, quien
ya organiza, o pretende organizar, la matematica, partiendo de un sistema de
proposiciones fundamentales, los postulados y axiomas, de los cuales deduce
légicamente toda la matemaética.

Para HILBERT y su escuela el complejo Légica—Sistema axiomatico, consti-
tuye la unica fuente en la cual el matematico debe buscar los procedimientos
que le permitan elaborar su disciplina. La formalizacion de la matemaética es
una caracteristica esencial de ella; suele también expresarse diciendo que la
matematica es una ciencia racional, deductiva o exacta (KLIMOVSKY, 1999).

4. La intuicion en la construccion de espacios abstractos

Frente a estas posiciones, los intuicionistas reclaman para las proposiciones
matematicas un cierto momento que corresponde a la intuicién. Esta intuicién
no debe confundirse con la acepciéon habitual del término intuicién; no se trata
aqui, en modo alguno, de algo que sea visible, manifiesto o captado por los
sentidos, sino que se refiere a lo que se caracteriza como “inteligible”, como
“evidente”.

Debe aclararse que el intuicionismo no pretende que todo lo evidente deba
aceptarse en matematicas, ni que lo que no lo sea deba rechazarse. Por el
contrario, el progreso de la matematica consiste en eliminar la intuiciéon de
sus razonamientos. Los intuicionistas sélo afirman que los fundamentos de la
matematica contienen una serie de proposiciones primarias que provienen de
la intuicion.

Caben ahora las siguientes preguntas: ;Cudl es el origen de los axiomas?
., Son ellos reductibles a principios 16gicos, o son arbitrarios, o provienen de la in-
tuicion, o son producto de la experiencia? En la metodologia de la matematica
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los axiomas se consideran en su aspecto formal, es decir como proposiciones
convencionalmente elegidas y a las que sélo se les exige que cumplan las condi-
ciones anteriormente enunciadas.

F. ENRIQUES (1948) nos dice que cuando una verdad geométrica o mecénica
antes de ser verificada por la experiencia viene deducida por la intuicion, se
tiene la impresién de que su base es més cierta. Distingue el espacio intuitivo,
que es el concepto que hayamos ya formado en nuestra mente para representar,
merced a una abstraccion sistemédtica de las otras propiedades fisicas, ciertas
relaciones espaciales o de posicion de los cuerpos, del espacio fisico, esto es, el
conjunto de estas relaciones como puede resultar definido por una experiencia
sobre los cuerpos, en cierto orden de aproximacion proseguible indefinidamente.

Aun cuando la Loégica pueda ayudar al proceso de abstracciéon constructivo
de los conceptos, no puede por si sola sustituir a las asociaciones psicolégicas
que constituyen este mismo proceso. Sino se quiere una abstraccion ilusoria, se
necesita educar la capacidad representativa de lo abstracto recurriendo también
a medios experimentales.

En especial el oficio del andlisis 16gico en este proceso es distinguir los actos
de intuicién, y ayudar por “abstracciones sucesivas”; asi se prosigue el desa-
rrollo de la intuicién geométrica que alcanza a espacios intuitivos superiores
diversamente interesantes (Enriques, 1948).

La idea que comunmente nos formamos de la “linea y de la superficie”
obtenida por abstraccién de pocos casos particulares es mucho menos gene-
ral que la adoptada por el geémetra. El que visualiza solamente el plano,
la esfera, conos, cilindros y otras superficies analogas que constan de pun-
tos elipticos o parabdlicos no alcanza a imaginarse facilmente una superficie
de puntos hiperbdlicos atravesada en cada punto por un plano tangente. La
demostracion analitica de este caso no podria mirarse mas que como la antici-
pacién de la construccién del hiperboloide reglado (ENRIQUES, 1948).

Es asi que el conocimiento de la superficie de puntos hiperbdlicos y de las
superficies unilaterales extiende el concepto comun de la superficie, permitiendo
abarcar con la intuicién mayor nimero de casos. Con el progreso de esa intui-
cién se puede llevar a considerar otras situaciones y a avanzar en el conocimiento
geométrico. Deberian pues estimularse los tipos de experiencia que la favorecen.

Para ENRIQUES (1948) el resultado de las observaciones y de las experiencias
autoriza, por tanto, practicamente la geometria que procede de la intuicion;
pero tedricamente queda siempre la duda sobre el resultado de experiencias
més precisas, y esta duda, es un motor de los procesos de demostracién.

Al estudiar los fundamentos del aprendizaje de la geometria vemos dos as-
pectos complementarios en los trabajos de PIAGET (1970-72) y VAN HIELE
(1986). Mientras el primero analiza como se construyen las relaciones espa-
ciales en la mente de los individuos. VAN HIELE analiza los distintos niveles de
conocimiento que sobre las cuestiones geométricas se pueden tener.
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PIAGET distingue en su teoria psicogenética los siguientes niveles de orga-
nizacién espacial: un espacio sensomotor de las percepciones sensoriales de las
relaciones espaciales, un espacio intuitivo en un nivel preoperatorio, un espa-
cio concreto de operaciones reversibles con materiales concretos y el espacio
abstracto caracterizado por las operaciones formales abstractas que seria el es-
pacio de la geometria en la concepciéon de EUCLIDES y HILBERT. Supone que
todos los niveles de organizacién espacial propuestos ponen en juego actividades
de construccion por parte del sujeto. Asi la percepcion espacial no es una sim-
ple actividad de copia de la realidad, como la que hace una maquina fotogréfica,
sino que es el resultado de actividades de organizacién y de codificacion de las
informaciones sensoriales.

VAN HIELE propone un modo en que se estructura el aprendizaje de la
geometria coherente con un conocimiento geométrico que se construye por las
abstracciones sucesivas, que hemos mencionado en el pensamiento de ENRIQUES
(1948). El trabajo de VAN HIELE presenta un modelo de estratificacién, en una
serie de niveles de conocimiento, que permiten categorizar los distintos grados
de representacién del espacio, en los siguientes niveles:

Nivel 0: Los individuos perciben las figuras como un todo global. No recono-
cen las partes y componentes de las figuras.

Nivel 1: Los individuos pueden analizar las partes y propiedades particulares,
pero no explicitan relaciones entre distintas familias de figuras.

Nivel 2: Los individuos determinan las figuras por sus propiedades.

Nivel 3: Los individuos pueden desarrollar secuencias de proposiciones para
deducir una propiedad de otra.

Nivel 4: Los individuos estan capacitados para analizar el grado de rigor
(consistencia, independencia y completitud) de los sistemas deductivos.

Este modelo de estratificacién del conocimiento ha sido validado por psicélo-
gos soviéticos. Las investigaciones de VAN HIELE y de los psicologos soviéticos
han demostrado que el paso de un nivel a otro es independiente de la edad,
muchos adultos se encuentran en un nivel 0. No se relaciona, en sus investiga-
ciones, con una génesis por edad anéloga a la que propone PIAGET.

Segin CLAUDI ALSINA (1987) un profesor a través de los contenidos y los
métodos de ensenanza puede provocar el paso de un nivel a otro.

La construccién del espacio es, pues, un proceso cognitivo de interacciones.
Desde un espacio intuitivo o sensomotor, que se relaciona con la capacidad
practica de actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando situaciones
en el entorno y efectuando desplazamientos, medidas, calculos espaciales, etc.;
a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad de representar
internamente el espacio, reflexionando y razonando sobre propiedades geomé-
tricas abstractas, tomando sistemas de referencia, prediciendo y manipulando
mentalmente (ALSINA et al., 1987)
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5. El valor matematico del pensamiento visual

Como respuesta al cuestionamiento del valor del conocimiento matematico
adquirido por visualizacién, nos dice MIGUEL DE GUZMAN (1996) que nuestra
percepcion es muy prioritariamente visual y asi no es de extranar en absoluto
que el apoyo continuo en lo visual esté tan presente en las tareas de matemati-
zacion, no s6lo en aquellas que, como la geometria, se refieren més directamente
a la exploracién especifica de aspectos del espacio, sino también en otras, como
el calculo, que nacieron para explorar los cambios de los objetos materiales en si
mismos y en sus aspectos espaciales. Y aun en aquellas actividades matemati-
cas en las que la abstraccién parece llevarnos mucho mas lejos de lo perceptible
por la vista, los matematicos muy a menudo se valen de procesos simbdlicos y
diagramas visuales.

ArLsiNA CATALA, FURTUNY AYMEMI & PEREzZ GOMEZ (1997) distinguen
entre pensamiento visual y visualizacién.

Visualizar es, tal como ya se ha apuntado anteriormente, tener la capaci-
dad de producir imédgenes que ilustren o representen determinados conceptos,
propiedades o situaciones, y también es la capacidad de realizar ciertas lecturas
visuales a partir de determinadas representaciones. La visualizacién genera un
pensamiento visual.

El pensamiento visual incluye la habilidad de visualizar, pero va mas all4,
al poder operar con imagenes y explorar, seleccionar, simplificar, abstraer,
analizar, comparar, completar, resolver, combinar con las mismas.

Uno de los objetivos de la ensenanza de la geometria en un nivel universitario
es el desarrollo de un pensamiento visual.

Desarrollando el pensamiento visual, no sélo abrimos nuevos
horizontes a la forma de ensenar geometria y a las tematicas
curriculares, sino que facilitamos nuevas maneras de descubrir
e investigar. En este sentido, la exploracion espacial mediante
el uso de ordenadores es un claro ejemplo de cémo se ha revo-
lucionado la aproximacion docente a las estructuras tridimen-
sionales y como se han abierto nuevas fronteras investigado-
ras. (ALSINA CATALA, FURTUNY AYMEMI & PEREZ GOMEZ,
1997).

6. Un tema de geometria analitica para el desarrollo de un
pensamiento visual

Las posiciones epistemolégicas que hemos mencionado, potencian el desa-
rrollo de un pensamiento visual como forma de construccion del conocimiento
geométrico.

Con el objeto de valorizar el conocimiento matematico que se puede obtener
por la visualizacién de la pantalla de un computador, utilizado como facilitador
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de un aprendizaje significativo, presentaremos la concepcion y el andlisis a priori
de un tema de geometria analitica.

Se trata de realizar propuestas de situaciones de aprendizaje destinadas a
asegurar de manera controlada la emergencia de conceptos mateméticos en el
contexto de aprendizaje.

La actividad matemaética consiste con frecuencia en la elaboraciéon de una
estrategia, de un procedimiento, que permita anticipar el resultado de una
accién aun no realizada, o no actual, sobre la cual se dispone de informacion.
El rol de la anticipacion es entonces fundamental.

En la primera mitad del siglo xvi1 nace la geometria analitica. Su aparicién
no fue accidental, coincide con el desarrollo de otros campos como la nave-
gacién, el arte de la guerra, la astronomia, la mecanica, etc. FERMAT y es-
pecialmente DESCARTES estan considerados como sus creadores. DESCARTES
deseaba crear un método que pudiera aplicarse a todos los problemas de la
geometria, es decir, formular un método general de resolucién. Su teoria se
basa en dos conceptos: el concepto de las coordenadas y el concepto de rep-
resentacion geométrica en forma de curva plana cualquier ecuacion algebraica
en dos incégnitas, valiéndose para ello del método de las coordenadas y de los
métodos analiticos. La geometria analitica representa una nueva concepcién
epistemoldgica de la geometria ya que aparece un nuevo espacio geométrico el
espacio de puntos, y una nueva forma de hacer geometria apoyada en la he-
rramienta del dlgebra. Se inicia la confrontacién metodolégica anélisis sintesis
(BoLEA CATALAN, 1995).

Los antiguos griegos se ocuparon ampliamente de las propiedades geométri-
cas de las conicas: circunferencias, elipses, parabolas e hipérbolas. Hubo que
esperar unos 1900 anos, en los inicios del siglo XVII, a que las importantes apli-
caciones de las cénicas quedaran puestas de manifiesto y las conicas tuviesen,
de hecho, un papel preponderante en el desarrollo del calculo.

La conceptualizacion de una cénica como lugar geométrico definido por una
condicion referida a elementos geométricos dados y la relacion entre esos ele-
mentos dados y los coeficientes de la ecuaciéon candnica que se obtiene, es
particularmente rica, tanto desde el punto de vista geométrico como analitico—
geométrico.

No obstante no se ha avanzado, respecto al siglo XIX en la inclusién en el
curriculum de la Matematica Bésica, de otras curvas facilmente representables
con recursos computacionales. Algunas de estas curvas, ademds de una ex-
traordinaria riqueza de formas, pueden brindar un campo propicio para que los
alumnos planteen situaciones adidacticas de “exploraciéon” del conocimiento y
“formulaciéon” de posibles propiedades que a su vez motivarian el desarrollo
de situaciones de “justificacién” e incluso “institucionalizacién” de un nuevo
conocimiento, en el marco de la teorfa de aprendizaje (BROUSSEAU, 1988).
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Uno de los avances més importantes de la teorfa de las situaciones didéacticas
de BROUSSEAU, es que dichas situaciones pueden estudiarse y se encuentran,
en relacién con las diversas formas de los conocimientos mateméticos y los
correspondientes modos de dichos conocimientos.

En esta concepcion tedrica, se llama “situacion adidactica” a la situacion
matematica especifica del conocimiento concreto que por si misma, sin apelar
a razones didacticas y en ausencia de toda indicacion intencional del profesor,
provoca un cambio, en la estrategia de aprendizaje, generado por el alumno.

La situacién didactica comprende una serie de intervenciones del profesor so-
bre la dupla alumno—medio destinadas a hacer funcionar, en forma controlada,
las situaciones adidacticas y los aprendizajes que ellas disparan.

En la busqueda de una ampliacién de las fronteras de los contenidos tradi-
cionales se han elegido, para este trabajo, curvas cuyo estudio ha surgido de
la representacién computacional: las supercénicas (ANIDO & VILLALONGA,
1989).

Las supercoénicas posibles de ser representadas y estudiadas con los recursos
de la computacion grafica son utilizadas a nivel de disefio industrial hace mas
de una década. Su estudio no ha sido incorporado atn a los programas de geo-
metria analitica de la Universidad. Su obtencién a partir de una generalizacién
de las ecuaciones de las cénicas es facil. La riqueza de formas a que dan lugar,
con los recursos del software matematico para la representacién geométrica, es
infinita.

Se propone en este trabajo una forma general de obtencién de su repre-
sentacion a partir de sus ecuaciones paramétricas. Estas ecuaciones se podrian
considerar una generalizacién de las ecuaciones paramétricas de las conicas,
donde se afectan las funciones trigonométricas que aparecen, con exponentes
que generan para cada valor que se le asigna, deformaciones andlogas en las
distintas familias de curvas.

Son ttiles para la comprension de la relacién entre la representacién geomé-
trica y la analitica y especialmente interesantes para el libre juego del alumno en
la bisqueda de nuevas formas, exploracién de potenciales propiedades y afianza-
miento del conocimiento de las cénicas. Mediante la experimentacién numérica
y gréfica, por la exploraciéon computacional se inducen incluso propiedades de
reglaje que luego pueden ser demostradas analiticamente.

Utilizado en estd forma el computador es una herramienta del aprendizaje.
Esto nos lleva a una concepcién de la herramienta computacional como “herra-
mienta cognitiva” en un proceso de aprendizaje que comprometa activamente
al que aprenda y que refleja su comprensién y concepcién de la informacion
més que la reproduccién del conocimiento del profesor.

Una herramienta cognitiva es todo aquel instrumento del que pueden servirse
las personas para amplificar su capacidad de comprender y operar en el mundo.
La cualidad de herramienta cognitiva no es intrinseca a un instrumento. En el
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caso de la computadora tenemos que ésta no es por si sola un medio cognitivo;
para llegar a serlo tiene que ser utilizada dentro de un cierto dominio con-
ceptual de manera que ayude al usuario a comprender mejor dicho dominio y
actuar con mayor eficacia en el mismo. Si consideramos a la geometria como un
dominio conceptual, entonces utilizar la computadora como herramienta cogni-
tiva en la ensenanza y aprendizaje de esta disciplina significa que la maquina se
utiliza en formas que ayuden a comprender y operar en ese dominio conceptual
(JONASSEN, 1995).

En la ensenanza de la geometria, que debe producir una formacién ade-
cuada de un alumno universitario, las herramientas computacionales no deben
ser simples “fingertip tools” (JONASSEN, 1995) que mecanicen el trabajo sin
una real compresiéon del mismo en cuanto a que se debe educar en un rigor
conceptualizado y una visién unificada entre la geometria y sus aplicaciones,
compenetrados con la idea que, para la parte operativa, la computadora es la
que nos da la solucién siempre el que la use sepa lo que quiere y entienda lo
que le ofrece como resultado.

Se ha elegido para la representacién el programa Scilab. Este ademas de su
origen y caracteristicas cientificas, es un programa de distribucién gratuita y
de facil acceso todos los alumnos.

Scilab es una herramienta CAS (Computer Algebraic Systems) desarrollado
en el Instituto Nacional de Investigaciones en Informéatica y Automédtica de
Francia (INRIA). Este software es desarrollado con el objeto de proveer a los
expertos en matematica aplicada de una poderosa herramienta de calculo. Es
un sistema totalmente interactivo que ofrece una gran comodidad para la visu-
alizacion de las soluciones obtenidas, sea grafica o alfanumérica. Este sistema
puede manipular la mayor parte de los objetos estandares de la matematica
aplicada, vectores, matrices, polinomios, matrices polinomiales reales o com-
plejas, etc. Es un sistema totalmente abierto lo cual le permite al usuario
definir nuevas funciones, crear nuevas tipos de variables y definir sus propias
operaciones. Scilab es de distribucién gratuita y se encuentra disponible para
diversos sistemas operativos tal como Uniz, Linuz o Windows.

7. Las supercénicas

Trataremos de mostrar, en este punto, los conceptos matematicos esenciales
de nuestro andlisis, en relacion al tema elegido. ;Cémo se podria generar o
definir una superelipse? ;Cémo se podria generar o definir una superhipérbola?

Como su nombre lo sugiere recurriremos a las ya conocidas ecuaciones de
elipses e hipérbolas utilizando la forma paramétrica de las ecuaciones. Con el
fin de que se entienda la idea de la generacién de estas nuevas formas geométri-
cas, podriamos considerar a la ecuacién paramétrica de una curva en el plano
como una maquina a la que alimentamos con nimeros reales y nos produce
puntos.
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Ecuaciones paramétricas (z,y) coordenadas de

feR — —

de una curva en el plano un punto del plano

En el caso que representaremos, las ecuaciones de la elipse de partida serian:

X(0) = (4cos6,8senf) con —-m7<f<7 y ee€RT

=323
4.8

6.4 3

80 ,_/

4.0 3.3 24 =16 0.8 0.0 e 14 14 33 4.0

Problema introductorio. ;Qué representacion geométrica se obtiene, si afec-
tamos a las funciones trigonométricas de la ecuacién anterior, con un determi-
nado exponente numérico £? ;Qué tipo de imagen nos devuelve la pantalla
del computador? Dar valores racionales al pardmetro e investigar el compor-
tamiento de la representacién para cada uno de ellos. La ecuacién una vez que
se afecte con el exponente seria:

X(0) = (4cos®f,8sen°f) con —7w<O<7m y eeRT

Sin disponer de herramientas computacionales, las dificultades de célculo y re-
presentacién harian casi imposible la respuesta a este problema en un tiempo
razonable. Basta recordar las pesadas tablas trigonométricas, ya historicas, y
pensar solo en los distintos valores enteros que, se asignarian a cada exponente,
para tener una idea de la complicaciéon que eso significaria.

Ni hablar de lo que ocurriria con exponentes fraccionarios donde aparecerian
raices.

Los programas CAS nos permiten hacer en forma casi magica la repre-
sentaciéon. Pero jqué clase de magia?
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. Se trata solo de apretar teclas que den distintos valores al parametro y
observar pasivamente las curvas obtenidas? ;El alumno se transforma asi en
un presionador de teclas?

Es aqui que donde entra en juego el sistema “alumno-docente-tema mate-
matico” en el “medio” constituido esencialmente por el Laboratorio.

Precisamente por la naturaleza del problema elegido y el “medio computa-
cional”, a cada valor de ¢, la respuesta obtenida en la pantalla del computador
puede ser problematizadora en el juego de la interactividad entre alumno-—
alumno y docente-alumno. Con el objetivo de que el alumno aprenda el
conocimiento matematico, se requerird de la vigilancia y las intervenciones ade-
cuadas del docente, para aprovechar en beneficio del aprendizaje cada situacién
adidéctica planteada por el alumno.

Por ejemplo, si se da a € el valor 1/2, en el dominio en que se representé la
elipse, la pantalla no mostrard una representacién geomeétrica.

Ante la pregunta ;qué ha ocurrido? La busqueda de respuestas o el analisis
de las que se obtengan en pantalla, obligard al alumno a manejar cuadros rela-
tivos a conocimientos trigonométricos, al concepto de dominio de una funcién,
v a la vinculacién el campo real con el campo de los niimeros complejos.

Se conjetura que, para los distintos valores que propongan los alumnos, las
respuestas de las pantallas seran disparadoras de toda la gama de situaciones
didécticas que categoriza BROUSSEAU, incluso situaciones de justificacion, como
la que pueden generarse cuando, al dar el valor 2 al exponente ¢, la figura que
mostrard la pantalla esté constituida por segmentos de rectas. Se espera que
surja la pregunta: ;jpor qué? Y que se justifique e institucionalice la respuesta
mediante un teorema.

Hemos representado, a continuacion, algunas curvas de la familia que se ob-
tiene completando por simetria las gréaficas, para aquellos casos en que por el
tipo de exponente, existan restricciones en el dominio y observaremos regula-
ridades de las que se pueden conjeturar posibles propiedades.
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Para € = 2 se obtienen segmentos de curvas rectilineas. Para ¢ < 2 los
segmentos de recta comienzan a curvarse aumentando las curvaturas hasta
obtener para el valor 1, como ya hemos visto, una elipse.

Si se sigue disminuyendo el valor del exponente, aumenta la curvatura en
cuatro zonas y las curvas que se obtienen toman un aspecto “cuadrangular”
aproximandose sin llegar a alcanzarla, la forma de un rectangulo.

Vemos aquf la aparicién de un nuevo “cuadro” (DouaDY, 1995), ya que nos
encontramos ante un concepto del Anélisis Matematico: el concepto de limite.

Para € > 2 aparecen puntos cuspidales cuya agudeza aumenta a medida que
lo hace el exponente. Se obtiene asi una familia de cuadrilateros curvilineos
(astroides).

El mismo tipo de andlisis se puede realizar con la definiciéon y graficacién
de la familia de superhipérbolas que se obtiene a partir de la ecuacién de la
hipérbola.

Lo maravillosamente arménico y fascinante surge de la observacién compa-
rativa de ambas familias: superelipsoides y superhiperbolodes. En las gréficas
aparecen deformaciones andlogas (cuspides, rectificaciones y aumentos de cur-
vatura) verificadas para ¢ = 2, para € < 2 y para € > 2, respectivamente.

En el caso que representaremos, las ecuaciones de la hipérbola de partida
son las siguientes:

X(0) = (sec(d),4tan(d)) con —7/2<0<7/2, 7/2<0<31 y ecR"’

-2.8 3

4.2 8

-5.6 3

-1.0

y las ecuaciones paramétricas de la superhipérbola:

X(0) = (sec*0,4tan°0) con —m/2<O<7/2, T/2<0<3m y e€R"
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Se podria construir asi, a la siguiente definiciéon: “Llamaremos supercénicas
a las curvas obtenidas modificando las ecuaciones paramétricas de las conicas,
elevando a exponentes racionales positivos las funciones trigonométricas de sus
expresiones paramétricas”

De esta manera podemos obtener, por ejemplo, superelipses y superhipér-
bolas cuyas expresiones paramétricas generales son las siguientes:

Superelipses:
X(0) = (acos®0,bsen°f) con —7wT<OH<7m y e€R".
Superhipérbolas:
X(0) = (asec®0,btan®0) con —7w/2<0<m/2, 7/2<0<3r y eeRT.

8. Conclusién y prospectiva

Como conclusion de estos andlisis preliminares conjeturamos que el impacto
visual provocado por las imagenes que aparece en la pantalla despertara en los
alumnos la curiosidad, e inducird a situaciones adidacticas de accién, dirigidas
a la indagacién creativa en un didlogo implicito interactivo con el computador.

Se conjetura situaciones adidacticas de formulacién en las que el alumno
comunica las visualizaciones obtenida a una o varias companeros y al docente
y estos a su vez le devuelven sus propias producciones.

De este modo se podrian llegar a situaciones adidacticas de validacién, en
donde se pongan en juego los conocimientos previos de cénicas al tratar de
interpretar y relacionar con otros cuadros disciplinarios las representaciones
obtenidas o quede como propuesta lo que no pueda justifiar, sobrepasando los
limites de la cuestién planteada.



LAS SUPERCONICAS. ANALISIS Y CONCEPCION DE UNA INGENIERIA DIDACTICA 67

Es ademés de interés, para la Didéactica de la matemaética, observar que
en el andlisis preliminar que hemos realizado, se presenta una anticipacion de
“procesos de generalizacién” que surgen del paso de las cénicas a las respec-
tivas familias de superconicas. La generalizacion en Matematicas aparece en
varias formas. POLYA (1954) sugiere dos tipos de generalizaciones cuando nos
dice: “nosotros generalizamos cuando pasamos de la consideracién de tridangulos
a la de poligonos con un arbitraria nimero de lados. Nosotros generaliza-
mos también cuando pasamos del estudio de funciones trigonométricas con un
angulo agudo a funciones trigonométricas con un angulo irrestricto”.

La complejidad de una generalizacién depende del concepto que serd gene-
ralizado y de su representacion.

En nuestro caso el pasaje de las ecuaciones paramétricas de una cénica donde
el exponente de las funciones trigonométricas, vale uno, a una expresién ma&s
general donde puede tomar como valor, nimeros racionales se puede considerar
una generalizacién de las conicas, a una familia de curvas cuyo comportamiento
es visualisable: las superconicas.

También es de interés la consideracion en este trabajo, la consideracién de
dos formas de construccién de un conocimiento geométrico que entran en juego.
En efecto la ensenanza de las cénicas, se realiza en forma tradicional, a partir
de la presentacién del problema en el que se solicita obtener la ecuacién de
un lugar geométrico dado, es decir se parte de la geometria y se realiza una
traduccién, desde las condiciones que definen el lugar geométrico, a su ecuacién
en el lenguaje del algebra. En esta construccion del conocimiento de las su-
perconicas, por el contrario se parte de la ecuacién dada en el lenguaje del
algebra, y a partir de ella, por su representacién geométrica computarizada, se
visualizan propiedades que podrian tratar de demostrarse, incluso con recursos
de distintas ramas de la matematica, o dejar planteadas . Es un camino andlogo
al que se realiza cuando se estudian las cuddricas efectivamente incorporadas
al curriculum.

Se observa también como la computadora puede ser pensada como un ins-
trumento que favorezca el enriquecimiento de la metodologia de trabajo, en
cuanto a la estructuracion y andlisis de contenidos, e incluso a la formacién de
conceptos, puesto que al finalizar el juego interactivo descripto, los alumnos se
podrian encuentrar en condiciones para comenzar la etapa de institucionaliza-
cién teodrica.

Ante las objeciones que surgen cuando se plantea cualquier modificacién
de los contenidos tradicionales deberiamos reflexionar sobre las adecuaciones
metodoldgicas y tematicas que imponen los nuevos contenidos de la geometria,
mencionados al comienzo de este articulo. El uso adecuado de los programas
CAS que pueden calcular numéricamente, graficar en dos y tres dimensiones
y realizar operaciones simbdlicas, permitird dedicar a la formacién de nuevos
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conceptos el tiempo y el esfuerzo que tradicionalmente se ha dedicado a una
operatoria estéril en si misma.

Como propuesta de cardcter prospectivo se podria encarar el estudio de
nuevas superficies: las supercuddricas y los supertoros. La posibilidad de gene-
ralizar al espacio las formas de las conicas: circunferencias a esferas, parabolas
a paraboloides, elipses a elipsoides, hipérbolas a hiperboloides o generar a par-
tir de curvas planas, rectas y conicas otras superficies como las cilindricas,
superficies conicas o superficies de revolucion; implica un fluido manejo con-
ceptual de todo la geometria, algebra, y geometria analitica que se supone
como competencia previa o adquirida en el escaléon que antecede al estudio
del tema (ANIDO et al., 1999). A partir de este proceso, de generalizacién al
espacio de tres dimensiones de las coénicas, se puede proponer al alumno, ya
como una propuesta de caracter optativo, obtener por procesos de analogia y
generalizacion, las ecuaciones de las supersuperficies: las supercuddricas, los
supertoros y proceder a su estudio.

Las supercuadricas, posibles de ser representadas y estudiadas con los re-
cursos de la computacién grafica, son utilizadas a nivel de diseno industrial
hace mas de una década. Su obtencién, a partir de una generalizacién de
las ecuaciones parametricas de las cuddricas, es facil. La riqueza de formas a
que dan lugar, con los recursos de rotaciéon y cambio de unidades del software
matematico para la representacién geométrica, es infinita. Se propondria una
forma general de obtencién de la representacién a partir de las cuddricas. Las
ecuaciones de estas nuevas superficies se podrian considerar una generalizacién
de las ecuaciones paramétricas de las cuddricas, donde en forma andloga a
lo hecho con las cuadricas se afectan las funciones trigonométricas que apare-
cen en la expresién analitica de cada ecuaciéon paramétrica, con exponentes que
generan para cada valor asumido, deformaciones analogas en las respectivas su-
perficies de partida. En algunos casos, emerge una especie de arista, formada
por puntos cuspidales en los meridianos, en otros casos en los paralelos, o en
ambos: meridianos y paralelos (LOPEZ et al., 2001). Las im4genes obtenibles
son insélitas y con adecuados valores de las constantes y parametros, bellisimas.
La importancia didactica radica en el desarrollo de un pensamiento visual que
relacione en forma bidireccional la superficie con su representacion algebraica y
en la motivacién que puede inducir en el alumno para la exploracién de nuevos
conocimientos.
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