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Abstract. In this paper we seek to lay the theoretical grounds for

and describe the epistemological and pedagogical analyses that consti-

tute the preliminary phase of a Didactic Engineering process designed

around a teaching subject pertaining to the Basic Mathematics training

at our Univer-sity, namely the study of curve families, conceived and

studied with the help of computational representation. In the analysis,

the study of the mathematical value of developing visual thought is

complemented with the consideration of the learning situations that,

in the framework of Brousseau’s theory, arise when the computer

is used as a cognitive tool. The curve families chosen, superconicals,

are especially interesting to stimulate the student’s free creative play,

the exploration of potential properties and the strengthening of their

knowledge of conicals (circunference, elypse, parabola and hyperbola).
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Resumen. En este trabajo se busca fundamentar y describir los análisis
epistemológicos y didácticos que integran la fase preliminar de una In-
genieŕıa Didáctica diseñada alrededor de un tema posible de ser in-
corporado al curriculum de la matemática Básica de la Universidad:
el estudio de familias de curvas, concebidas y estudiadas a partir de
las posibilidades de la representación computacional. En el análisis,
se complementa el estudio sobre el valor matemático del desarrollo de
un pensamiento visual con la consideración de las situaciones de apren-
dizaje que, en el marco de la teoŕıa de Brousseau, se generan al utilizar
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el computador como una herramienta cognitiva. Las familias de curvas
elegidas, las super cónicas son especialmente interesantes para estimu-
lar el libre juego creativo del alumno, la exploración de potenciales
propiedades y el afianzamiento del conocimiento de las cónicas (circun-
ferencia, elipse, parábola e hipérbola).

1. Introducción

Uno de los desaf́ıos más importantes que debe ser encarado por los docentes
de matemática en carreras donde su inclusión curricular tiene como objetivo las
aplicaciones en distintas carreras, es la enseñanza de esa disciplina a alumnos
que necesitan ser formados para hacer uso de la misma como instrumento de
modelización y resolución de situaciones problemáticas en diferentes áreas.

En este trabajo se busca mostrar parte de “los análisis preliminares” y la
“concepción”, que correspondeŕıan a las primera de las fases de una ingenieŕıa
didáctica construida en un tema correspondiente a una de las ramas de la
matemática más apta para modelización: la geometŕıa anaĺıtica.

Artigue (1995) propone las siguientes fases para la ejecución de un trabajo
de ingenieŕıa didáctica:

• Análisis preliminar.
• Concepción y análisis a priori.
• Desarrollo y análisis a posteriori.
• Transferencia.

Los análisis preliminares comprenden, en su teoŕıa:

• Conocimientos didácticos previamente adquiridos.
• Análisis epistemológico.
• Enseñanza tradicional en el tema.
• Concepciones de los estudiantes.
• Restricciones: cuadros conceptuales, competencias, herramientas.

Todos estos factores influyen, en el análisis previo del diseño anticipativo de una
“unidad de enseñanza” (Wittmann, 1995) del curriculum de la matemática
básica. En el tema que proponemos: las supercónicas, habŕıa que enfatizar,
especialmente en el análisis, la interrelación entre los “cuadros” correspondien-
tes a las distintas áreas de conocimiento que entraŕıan en juego (geometŕıa,
trigonometŕıa, análisis matemático) para la determinación de la ventana con-
ceptual (Douady et al.,1995) que enmarca el tema elegido y el rol que se le
puede dar a una herramienta computacional en su aprendizaje.

Enfocaremos, en primer lugar, el análisis epistemológico vinculado a la
enseñanza tradicional en el tema.

Estamos viviendo en una sociedad donde los aspectos visuales son, más que
nunca, dominantes. Es por eso que una formación universitaria adecuada, sobre
todo en carreras que hacen de la matemática una materia instrumental, debeŕıa
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incluir la solución de problemas articulados entre śı, exploraciones abiertas a
la discusión, construcciones de modelos concretos en dos y tres dimensiones.

El estudio de la geometŕıa debeŕıa integrar en sus contenidos curriculares
(Villani, 1996) una metodoloǵıa que contribuya a:

• Favorecer el desarrollo de la intuición espacial.
• Reconstruir mentalmente la imagen de un objeto tridimensional a par-

tir de su diseño.
• Usar según sea la circunstancia lenguajes de distintos tipos: verbal,

gráfico, algebraico, simbólico.
• Estimular la capacidad de traducción de un lenguaje a otro.
• Clasificar objetos según uno o más atributos.
• Habituar al razonamiento lógico sobre una parte circunscripta de una

teoŕıa.
• Dar un ejemplo significativo de un sistema hipotético deductivo.
• Razonar (incluso fuera del ámbito geométrico) en el modo hipotético

deductivo en vista a operar con ciertos conceptos o tomar decisiones
racionales en la vida cotidiana, social y profesional sobre la base de
datos de los hechos disponibles.

• Entender modelizaciones geométricas de fácil interpretación que per-
mitan resolver problemas de distintas áreas.

En la búsqueda de estos aspectos formativos de la enseñanza de la geome-
tŕıa, en el nivel inicial universitario, hemos consignado algunos interrogantes
de naturaleza epistemológica sobre esta rama de la matemática que, en una
primera instancia, se vincula a imágenes visuales. Es por esto, que enfocamos
especialmente al valor matemático del conocimiento geométrico obtenido por
visualización. Sintetizaremos, luego, en la aproximación a respuestas, algunas
posiciones de la epistemoloǵıa histórica (Anido & Rubio Scola, 2001).

2. Algunos interrrogantes fundamentales

¿Qué se ha entiende por geometŕıa en el momento actual?
La geometŕıa ha crecido rápidamente desde su tradicional lugar de inten-

tar dar una descripción matemática de los variados aspectos del espacio f́ısico.
Ahora incluye disciplinas como geometŕıa discreta y geometŕıa combinatoria,
geometŕıa de superficies, geometŕıa diferencial, geometŕıa fractal, geometŕıa
convexa, teoŕıa de grafos, geometŕıa computacional, para nombrar sólo algu-
nas. Han pasado como consecuencia, a un primer plano algunas ramas dejadas
anteriormente de lado, como por ejemplo la geometŕıa descriptiva, cuyas coor-
denadas homogéneas son base de programas computacionales de representación
tridimensional. Este rápido crecimiento ha sido acompañado por amplias apli-
caciones en robótica, procesamiento de imágenes y computación gráfica entre
otras. Estos enormes desarrollos crean, precisamente, desaf́ıos en los educadores
matemáticos para potenciar, en el alumno, la capacidad de integración de la
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geometŕıa a la matemática básica del ciclo universitario y de alĺı a las aplica-
ciones a otras áreas emergentes. Una importante consideración es el uso de
software para facilitar en la visualización y las exploraciones geométricas.

¿Qué se ha entendido por geometŕıa en la epistemoloǵıa histórica?
¿Cuál es el rol de la geometŕıa en la enseñanza de la matemática básica de

la universidad?
¿Por qué se enseña?
¿Qué rol se atribuye a la definición?
¿Es necesaria una memorización recitada o basta en geometŕıa una concep-

tualización impĺıcita?
¿Qué rol formativo tiene la memorización y reproducción de una demostra-

ción?
¿Una enseñanza formativa de la geometŕıa debe priorizar los tiempos dedi-

cados a procesos demostrativos?
¿La formación en un pensamiento riguroso exige demostrar como teorema

toda propiedad toda postulada?
¿Qué rol se atribuye a la conjetura?
¿A la argumentación?
¿Qué contenidos geométricos se debeŕıan estudiar en el momento actual?
¿Con qué grado de rigor demostrativo?
¿Cuál es la validez matemática del conocimiento geométrico obtenido por

visualización y si es compatible con la formación en un pensamiento riguroso?
¿Es prioritaria la exposición “formal” de la matemática?
¿Son inútiles o perjudiciales, los apoyos en la intuición visual de los concep-

tos y procesos del pensamiento matemático, fundamentalmente formativo, del
pensamiento geométrico? ¿Qué aspectos se deben priorizar en la enseñanza?

¿El aspecto sintético?
¿El aspecto anaĺıtico?
¿Utilizar como base y herramienta unificadora el álgebra vectorial?
¿La teoŕıa debe preceder a la práctica ó surgir partir de esta?
¿Es importante presentar expĺıcitamente todas las hipótesis al comienzo de

una demostración o se pueden ir explicitando a medida que se necesite?
¿Qué problemas seleccionar para que un estudiante capte la belleza y ar-

mońıa de la geometŕıa juntamente con su utilidad?
¿Cómo evitar que el formalismo inhiba la intuición geométrica?
¿Y cuál es el valor de esta última?
¿Qué auxilios didácticos y tecnológicos utilizar?
¿Y con qué finalidad?
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¿Los distintos tipos de software que se usan para el trazado de curvas o
la representación tridimensional favorecen el proceso de conceptualización y
sistematización del conocimiento geométrico?

¿Hasta que punto la “evidencia” de la existencia de una propiedad de una
figura geométrica, que resista todas las posibilidades de deformación visu-
alizables en pantalla, nos exime de la necesidad de demostración de dicha
propiedad? (Guzmán, 1996)

¿Cómo hacer que se establezcan sistemáticamente lazos entre la teoŕıa ge-
neral abstracta y su contrapartida intuitiva y visual de tal manera que las
herramientas informáticas sirvan para un conocimiento significativo de la geo-
metŕıa?

¿Cómo introducir y aprovechar la herramienta computacional sin perder el
rol esencialmente formativo de la geometŕıa?

3. Los fundamentos de la geometŕıa y el método axiomático

Por más de 2000 años la geometŕıa eucĺıdea ha representado un rol central
en la enseñanza aprendizaje de la matemática, como un modelo privilegiado
del espacio f́ısico.

La colección de leyes y elementos geométricos idealizan el espacio de tres
dimensiones. La idealización del espacio de tres dimensiones es la noción re-
presentacional abstracta que nosotros tenemos de nuestro lugar de vida y en
él cada cosa conocida para nosotros está ubicada. Se supone que la com-
prensión de la geometŕıa ayudará al estudiante a comprender mejor el mundo
y a operar más efectivamente en éste. La geometŕıa ha ligado la realidad y
la formalización. Históricamente se ha presentado como una teoŕıa axiomática
deductiva.

No obstante la reconstitución histórica de la ciencia ha evidenciado que la
geometŕıa, antes de alcanzar el grado racional, atravesó un grado emṕırico,
en que las adquisiciones eran fruto de observaciones y experiencias. Muchos
pueblos no pasaron del grado emṕırico. Los griegos sobre todo, promovieron
el desarrollo de una geometŕıa racional en la que las proposiciones vienen de-
ducidas como consecuencias de otras aceptadas como axiomas, sin constituir
precisamente experiencias.

La axiomatización de una teoŕıa consiste en establecer un grupo de con-
ceptos llamados conceptos primitivos, un grupo de proposiciones relacionadas,
llamadas proposiciones y relaciones primitivas. Los conceptos primitivos no se
definen expĺıcitamente, únicamente se enuncian y las proposiciones primitivas
se aceptan como verdaderas sin demostración. Las proposiciones primitivas
deben caracterizar en forma uńıvoca y completa a los conceptos primitivos.
También a las relaciones primitivas que, unidas a la de la lógica, constituirán
los recursos operatorios con los cuales deberá edificarse deductivamente toda
la disciplina (Toranzos, 1948).
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Las proposiciones primitivas suelen llamarse indistintamente axiomas o pos-
tulados de la teoŕıa. La caracterización de los conceptos primitivos mediante
el sistema de axiomas se dice que constituye una definición impĺıcita de estos
conceptos. Se llama demostración o raciocinio matemático a la combinación
o enlace de dos o más proposiciones para obtener nuevas proposiciones y rela-
ciones.

El sistema de axiomas de una disciplina no es único. Pueden darse diversos
sistemas equivalentes e igualmente aceptables; una misma proposición puede
ser axioma en un sistema y teorema en otro. La condición para que dos sistemas
de axiomas sirvan de fundamento a la misma disciplina es que los axiomas de
uno de los sistemas, no comunes con el otro, sean proposiciones deductibles en
éste, y viceversa.

Teóricamente son posibles tantas disciplinas matemáticas como sistemas de
postulados. Desde el punto de vista lógico, estos sólo deben regirse por las
condiciones de compatibilidad, independencia y completitud.

En la matemática el método axiomático fue iniciado por Euclides, quien
ya organiza, o pretende organizar, la matemática, partiendo de un sistema de
proposiciones fundamentales, los postulados y axiomas, de los cuales deduce
lógicamente toda la matemática.

Para Hilbert y su escuela el complejo Lógica–Sistema axiomático, consti-
tuye la única fuente en la cual el matemático debe buscar los procedimientos
que le permitan elaborar su disciplina. La formalización de la matemática es
una caracteŕıstica esencial de ella; suele también expresarse diciendo que la
matemática es una ciencia racional, deductiva o exacta (Klimovsky, 1999).

4. La intuición en la construcción de espacios abstractos

Frente a estas posiciones, los intuicionistas reclaman para las proposiciones
matemáticas un cierto momento que corresponde a la intuición. Esta intuición
no debe confundirse con la acepción habitual del término intuición; no se trata
aqúı, en modo alguno, de algo que sea visible, manifiesto o captado por los
sentidos, sino que se refiere a lo que se caracteriza como “inteligible”, como
“evidente”.

Debe aclararse que el intuicionismo no pretende que todo lo evidente deba
aceptarse en matemáticas, ni que lo que no lo sea deba rechazarse. Por el
contrario, el progreso de la matemática consiste en eliminar la intuición de
sus razonamientos. Los intuicionistas sólo afirman que los fundamentos de la
matemática contienen una serie de proposiciones primarias que provienen de
la intuición.

Caben ahora las siguientes preguntas: ¿Cuál es el origen de los axiomas?
¿Son ellos reductibles a principios lógicos, o son arbitrarios, o provienen de la in-
tuición, o son producto de la experiencia? En la metodoloǵıa de la matemática
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los axiomas se consideran en su aspecto formal, es decir como proposiciones
convencionalmente elegidas y a las que sólo se les exige que cumplan las condi-
ciones anteriormente enunciadas.

F. Enriques (1948) nos dice que cuando una verdad geométrica o mecánica
antes de ser verificada por la experiencia viene deducida por la intuición, se
tiene la impresión de que su base es más cierta. Distingue el espacio intuitivo,
que es el concepto que hayamos ya formado en nuestra mente para representar,
merced a una abstracción sistemática de las otras propiedades f́ısicas, ciertas
relaciones espaciales o de posición de los cuerpos, del espacio f́ısico, esto es, el
conjunto de estas relaciones como puede resultar definido por una experiencia
sobre los cuerpos, en cierto orden de aproximación proseguible indefinidamente.

Aun cuando la Lógica pueda ayudar al proceso de abstracción constructivo
de los conceptos, no puede por śı sola sustituir a las asociaciones psicológicas
que constituyen este mismo proceso. Si no se quiere una abstracción ilusoria, se
necesita educar la capacidad representativa de lo abstracto recurriendo también
a medios experimentales.

En especial el oficio del análisis lógico en este proceso es distinguir los actos
de intuición, y ayudar por “abstracciones sucesivas”; aśı se prosigue el desa-
rrollo de la intuición geométrica que alcanza a espacios intuitivos superiores
diversamente interesantes (Enriques, 1948).

La idea que comúnmente nos formamos de la “ĺınea y de la superficie”
obtenida por abstracción de pocos casos particulares es mucho menos gene-
ral que la adoptada por el geómetra. El que visualiza solamente el plano,
la esfera, conos, cilindros y otras superficies análogas que constan de pun-
tos eĺıpticos o parabólicos no alcanza a imaginarse fácilmente una superficie
de puntos hiperbólicos atravesada en cada punto por un plano tangente. La
demostración anaĺıtica de este caso no podŕıa mirarse más que como la antici-
pación de la construcción del hiperboloide reglado (Enriques, 1948).

Es aśı que el conocimiento de la superficie de puntos hiperbólicos y de las
superficies unilaterales extiende el concepto común de la superficie, permitiendo
abarcar con la intuición mayor número de casos. Con el progreso de esa intui-
ción se puede llevar a considerar otras situaciones y a avanzar en el conocimiento
geométrico. Debeŕıan pues estimularse los tipos de experiencia que la favorecen.

Para Enriques (1948) el resultado de las observaciones y de las experiencias
autoriza, por tanto, prácticamente la geometŕıa que procede de la intuición;
pero teóricamente queda siempre la duda sobre el resultado de experiencias
más precisas, y esta duda, es un motor de los procesos de demostración.

Al estudiar los fundamentos del aprendizaje de la geometŕıa vemos dos as-
pectos complementarios en los trabajos de Piaget (1970-72) y van Hiele

(1986). Mientras el primero analiza como se construyen las relaciones espa-
ciales en la mente de los individuos. van Hiele analiza los distintos niveles de
conocimiento que sobre las cuestiones geométricas se pueden tener.
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Piaget distingue en su teoŕıa psicogenética los siguientes niveles de orga-
nización espacial: un espacio sensomotor de las percepciones sensoriales de las
relaciones espaciales, un espacio intuitivo en un nivel preoperatorio, un espa-
cio concreto de operaciones reversibles con materiales concretos y el espacio
abstracto caracterizado por las operaciones formales abstractas que seŕıa el es-
pacio de la geometŕıa en la concepción de Euclides y Hilbert. Supone que
todos los niveles de organización espacial propuestos ponen en juego actividades
de construcción por parte del sujeto. Aśı la percepción espacial no es una sim-
ple actividad de copia de la realidad, como la que hace una máquina fotográfica,
sino que es el resultado de actividades de organización y de codificación de las
informaciones sensoriales.

van Hiele propone un modo en que se estructura el aprendizaje de la
geometŕıa coherente con un conocimiento geométrico que se construye por las
abstracciones sucesivas, que hemos mencionado en el pensamiento de Enriques

(1948). El trabajo de van Hiele presenta un modelo de estratificación, en una
serie de niveles de conocimiento, que permiten categorizar los distintos grados
de representación del espacio, en los siguientes niveles:
Nivel 0: Los individuos perciben las figuras como un todo global. No recono-
cen las partes y componentes de las figuras.
Nivel 1: Los individuos pueden analizar las partes y propiedades particulares,
pero no explicitan relaciones entre distintas familias de figuras.
Nivel 2: Los individuos determinan las figuras por sus propiedades.
Nivel 3: Los individuos pueden desarrollar secuencias de proposiciones para
deducir una propiedad de otra.
Nivel 4: Los individuos están capacitados para analizar el grado de rigor
(consistencia, independencia y completitud) de los sistemas deductivos.

Este modelo de estratificación del conocimiento ha sido validado por psicólo-
gos soviéticos. Las investigaciones de van Hiele y de los psicólogos soviéticos
han demostrado que el paso de un nivel a otro es independiente de la edad,
muchos adultos se encuentran en un nivel 0. No se relaciona, en sus investiga-
ciones, con una génesis por edad análoga a la que propone Piaget.

Según Claudi Alsina (1987) un profesor a través de los contenidos y los
métodos de enseñanza puede provocar el paso de un nivel a otro.

La construcción del espacio es, pues, un proceso cognitivo de interacciones.
Desde un espacio intuitivo o sensomotor, que se relaciona con la capacidad
práctica de actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando situaciones
en el entorno y efectuando desplazamientos, medidas, cálculos espaciales, etc.;
a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad de representar
internamente el espacio, reflexionando y razonando sobre propiedades geomé-
tricas abstractas, tomando sistemas de referencia, prediciendo y manipulando
mentalmente (Alsina et al., 1987)
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5. El valor matemático del pensamiento visual

Como respuesta al cuestionamiento del valor del conocimiento matemático
adquirido por visualización, nos dice Miguel de Guzmán (1996) que nuestra
percepción es muy prioritariamente visual y aśı no es de extrañar en absoluto
que el apoyo continuo en lo visual esté tan presente en las tareas de matemati-
zación, no sólo en aquellas que, como la geometŕıa, se refieren más directamente
a la exploración espećıfica de aspectos del espacio, sino también en otras, como
el cálculo, que nacieron para explorar los cambios de los objetos materiales en śı
mismos y en sus aspectos espaciales. Y aun en aquellas actividades matemáti-
cas en las que la abstracción parece llevarnos mucho más lejos de lo perceptible
por la vista, los matemáticos muy a menudo se valen de procesos simbólicos y
diagramas visuales.

Alsina Catalá, Furtuny Aymemi & Pérez Gómez (1997) distinguen
entre pensamiento visual y visualización.

Visualizar es, tal como ya se ha apuntado anteriormente, tener la capaci-
dad de producir imágenes que ilustren o representen determinados conceptos,
propiedades o situaciones, y también es la capacidad de realizar ciertas lecturas
visuales a partir de determinadas representaciones. La visualización genera un
pensamiento visual.

El pensamiento visual incluye la habilidad de visualizar, pero va más allá,
al poder operar con imágenes y explorar, seleccionar, simplificar, abstraer,
analizar, comparar, completar, resolver, combinar con las mismas.

Uno de los objetivos de la enseñanza de la geometŕıa en un nivel universitario
es el desarrollo de un pensamiento visual.

Desarrollando el pensamiento visual, no sólo abrimos nuevos
horizontes a la forma de enseñar geometŕıa y a las temáticas
curriculares, sino que facilitamos nuevas maneras de descubrir
e investigar. En este sentido, la exploración espacial mediante
el uso de ordenadores es un claro ejemplo de cómo se ha revo-
lucionado la aproximación docente a las estructuras tridimen-
sionales y cómo se han abierto nuevas fronteras investigado-
ras. (Alsina Catalá, Furtuny Aymemi & Pérez Gómez,
1997).

6. Un tema de geometŕıa anaĺıtica para el desarrollo de un
pensamiento visual

Las posiciones epistemológicas que hemos mencionado, potencian el desa-
rrollo de un pensamiento visual como forma de construcción del conocimiento
geométrico.

Con el objeto de valorizar el conocimiento matemático que se puede obtener
por la visualización de la pantalla de un computador, utilizado como facilitador
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de un aprendizaje significativo, presentaremos la concepción y el análisis a priori
de un tema de geometŕıa anaĺıtica.

Se trata de realizar propuestas de situaciones de aprendizaje destinadas a
asegurar de manera controlada la emergencia de conceptos matemáticos en el
contexto de aprendizaje.

La actividad matemática consiste con frecuencia en la elaboración de una
estrategia, de un procedimiento, que permita anticipar el resultado de una
acción aún no realizada, o no actual, sobre la cual se dispone de información.
El rol de la anticipación es entonces fundamental.

En la primera mitad del siglo xvii nace la geometŕıa anaĺıtica. Su aparición
no fue accidental, coincide con el desarrollo de otros campos como la nave-
gación, el arte de la guerra, la astronomı́a, la mecánica, etc. Fermat y es-
pecialmente Descartes están considerados como sus creadores. Descartes

deseaba crear un método que pudiera aplicarse a todos los problemas de la
geometŕıa, es decir, formular un método general de resolución. Su teoŕıa se
basa en dos conceptos: el concepto de las coordenadas y el concepto de rep-
resentación geométrica en forma de curva plana cualquier ecuación algebraica
en dos incógnitas, valiéndose para ello del método de las coordenadas y de los
métodos anaĺıticos. La geometŕıa anaĺıtica representa una nueva concepción
epistemológica de la geometŕıa ya que aparece un nuevo espacio geométrico el
espacio de puntos, y una nueva forma de hacer geometŕıa apoyada en la he-
rramienta del álgebra. Se inicia la confrontación metodológica análisis śıntesis
(Bolea Catalán, 1995).

Los antiguos griegos se ocuparon ampliamente de las propiedades geométri-
cas de las cónicas: circunferencias, elipses, parábolas e hipérbolas. Hubo que
esperar unos 1900 años, en los inicios del siglo xvii, a que las importantes apli-
caciones de las cónicas quedaran puestas de manifiesto y las cónicas tuviesen,
de hecho, un papel preponderante en el desarrollo del cálculo.

La conceptualización de una cónica como lugar geométrico definido por una
condición referida a elementos geométricos dados y la relación entre esos ele-
mentos dados y los coeficientes de la ecuación canónica que se obtiene, es
particularmente rica, tanto desde el punto de vista geométrico como anaĺıtico–
geométrico.

No obstante no se ha avanzado, respecto al siglo xix en la inclusión en el
curriculum de la Matemática Básica, de otras curvas fácilmente representables
con recursos computacionales. Algunas de estas curvas, además de una ex-
traordinaria riqueza de formas, pueden brindar un campo propicio para que los
alumnos planteen situaciones adidácticas de “exploración” del conocimiento y
“formulación” de posibles propiedades que a su vez motivaŕıan el desarrollo
de situaciones de “justificación” e incluso “institucionalización” de un nuevo
conocimiento, en el marco de la teoŕıa de aprendizaje (Brousseau, 1988).
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Uno de los avances más importantes de la teoŕıa de las situaciones didácticas
de Brousseau, es que dichas situaciones pueden estudiarse y se encuentran,
en relación con las diversas formas de los conocimientos matemáticos y los
correspondientes modos de dichos conocimientos.

En esta concepción teórica, se llama “situación adidáctica” a la situación
matemática espećıfica del conocimiento concreto que por śı misma, sin apelar
a razones didácticas y en ausencia de toda indicación intencional del profesor,
provoca un cambio, en la estrategia de aprendizaje, generado por el alumno.

La situación didáctica comprende una serie de intervenciones del profesor so-
bre la dupla alumno–medio destinadas a hacer funcionar, en forma controlada,
las situaciones adidácticas y los aprendizajes que ellas disparan.

En la búsqueda de una ampliación de las fronteras de los contenidos tradi-
cionales se han elegido, para este trabajo, curvas cuyo estudio ha surgido de
la representación computacional: las supercónicas (Anido & Villalonga,
1989).

Las supercónicas posibles de ser representadas y estudiadas con los recursos
de la computación gráfica son utilizadas a nivel de diseño industrial hace más
de una década. Su estudio no ha sido incorporado aún a los programas de geo-
metŕıa anaĺıtica de la Universidad. Su obtención a partir de una generalización
de las ecuaciones de las cónicas es fácil. La riqueza de formas a que dan lugar,
con los recursos del software matemático para la representación geométrica, es
infinita.

Se propone en este trabajo una forma general de obtención de su repre-
sentación a partir de sus ecuaciones paramétricas. Estas ecuaciones se podŕıan
considerar una generalización de las ecuaciones paramétricas de las cónicas,
donde se afectan las funciones trigonométricas que aparecen, con exponentes
que generan para cada valor que se le asigna, deformaciones análogas en las
distintas familias de curvas.

Son útiles para la comprensión de la relación entre la representación geomé-
trica y la anaĺıtica y especialmente interesantes para el libre juego del alumno en
la búsqueda de nuevas formas, exploración de potenciales propiedades y afianza-
miento del conocimiento de las cónicas. Mediante la experimentación numérica
y gráfica, por la exploración computacional se inducen incluso propiedades de
reglaje que luego pueden ser demostradas anaĺıticamente.

Utilizado en está forma el computador es una herramienta del aprendizaje.
Esto nos lleva a una concepción de la herramienta computacional como “herra-
mienta cognitiva” en un proceso de aprendizaje que comprometa activamente
al que aprenda y que refleja su comprensión y concepción de la información
más que la reproducción del conocimiento del profesor.

Una herramienta cognitiva es todo aquel instrumento del que pueden servirse
las personas para amplificar su capacidad de comprender y operar en el mundo.
La cualidad de herramienta cognitiva no es intŕınseca a un instrumento. En el
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caso de la computadora tenemos que ésta no es por śı sola un medio cognitivo;
para llegar a serlo tiene que ser utilizada dentro de un cierto dominio con-
ceptual de manera que ayude al usuario a comprender mejor dicho dominio y
actuar con mayor eficacia en el mismo. Si consideramos a la geometŕıa como un
dominio conceptual, entonces utilizar la computadora como herramienta cogni-
tiva en la enseñanza y aprendizaje de esta disciplina significa que la máquina se
utiliza en formas que ayuden a comprender y operar en ese dominio conceptual
(Jonassen, 1995).

En la enseñanza de la geometŕıa, que debe producir una formación ade-
cuada de un alumno universitario, las herramientas computacionales no deben
ser simples “fingertip tools” (Jonassen, 1995) que mecanicen el trabajo sin
una real compresión del mismo en cuanto a que se debe educar en un rigor
conceptualizado y una visión unificada entre la geometŕıa y sus aplicaciones,
compenetrados con la idea que, para la parte operativa, la computadora es la
que nos da la solución siempre el que la use sepa lo que quiere y entienda lo
que le ofrece como resultado.

Se ha elegido para la representación el programa Scilab. Este además de su
origen y caracteŕısticas cient́ıficas, es un programa de distribución gratuita y
de fácil acceso todos los alumnos.

Scilab es una herramienta CAS (Computer Algebraic Systems) desarrollado
en el Instituto Nacional de Investigaciones en Informática y Automática de
Francia (INRIA). Este software es desarrollado con el objeto de proveer a los
expertos en matemática aplicada de una poderosa herramienta de cálculo. Es
un sistema totalmente interactivo que ofrece una gran comodidad para la visu-
alización de las soluciones obtenidas, sea gráfica o alfanumérica. Este sistema
puede manipular la mayor parte de los objetos estándares de la matemática
aplicada, vectores, matrices, polinomios, matrices polinomiales reales o com-
plejas, etc. Es un sistema totalmente abierto lo cual le permite al usuario
definir nuevas funciones, crear nuevas tipos de variables y definir sus propias
operaciones. Scilab es de distribución gratuita y se encuentra disponible para
diversos sistemas operativos tal como Unix, Linux o Windows.

7. Las supercónicas

Trataremos de mostrar, en este punto, los conceptos matemáticos esenciales
de nuestro análisis, en relación al tema elegido. ¿Cómo se podŕıa generar o
definir una superelipse? ¿Cómo se podŕıa generar o definir una superhipérbola?

Como su nombre lo sugiere recurriremos a las ya conocidas ecuaciones de
elipses e hipérbolas utilizando la forma paramétrica de las ecuaciones. Con el
fin de que se entienda la idea de la generación de estas nuevas formas geométri-
cas, podŕıamos considerar a la ecuación paramétrica de una curva en el plano
como una máquina a la que alimentamos con números reales y nos produce
puntos.
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θ ∈ R −→ Ecuaciones paramétricas

de una curva en el plano
−→ (x, y) coordenadas de

un punto del plano

En el caso que representaremos, las ecuaciones de la elipse de partida seŕıan:

X(θ) = (4 cos θ, 8 sen θ) con − π ≤ θ ≤ π y ε ∈ R
+

Problema introductorio. ¿Qué representación geométrica se obtiene, si afec-
tamos a las funciones trigonométricas de la ecuación anterior, con un determi-
nado exponente numérico ε? ¿Qué tipo de imagen nos devuelve la pantalla
del computador? Dar valores racionales al parámetro e investigar el compor-
tamiento de la representación para cada uno de ellos. La ecuación una vez que
se afecte con el exponente seŕıa:

X(θ) = (4 cosε θ , 8 senε θ) con − π ≤ θ ≤ π y ε ∈ R
+

Sin disponer de herramientas computacionales, las dificultades de cálculo y re-
presentación haŕıan casi imposible la respuesta a este problema en un tiempo
razonable. Basta recordar las pesadas tablas trigonométricas, ya históricas, y
pensar solo en los distintos valores enteros que, se asignaŕıan a cada exponente,
para tener una idea de la complicación que eso significaŕıa.

Ni hablar de lo que ocurriŕıa con exponentes fraccionarios donde apareceŕıan
ráıces.

Los programas CAS nos permiten hacer en forma casi mágica la repre-
sentación. Pero ¿qué clase de magia?
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¿Se trata solo de apretar teclas que den distintos valores al parámetro y
observar pasivamente las curvas obtenidas? ¿El alumno se transforma aśı en
un presionador de teclas?

Es aqúı que donde entra en juego el sistema “alumno–docente–tema mate-
mático” en el “medio” constituido esencialmente por el Laboratorio.

Precisamente por la naturaleza del problema elegido y el “medio computa-
cional”, a cada valor de ε, la respuesta obtenida en la pantalla del computador
puede ser problematizadora en el juego de la interactividad entre alumno–
alumno y docente–alumno. Con el objetivo de que el alumno aprenda el
conocimiento matemático, se requerirá de la vigilancia y las intervenciones ade-
cuadas del docente, para aprovechar en beneficio del aprendizaje cada situación
adidáctica planteada por el alumno.

Por ejemplo, si se da a ε el valor 1/2, en el dominio en que se representó la
elipse, la pantalla no mostrará una representación geométrica.

Ante la pregunta ¿qué ha ocurrido? La búsqueda de respuestas o el análisis
de las que se obtengan en pantalla, obligará al alumno a manejar cuadros rela-
tivos a conocimientos trigonométricos, al concepto de dominio de una función,
y a la vinculación el campo real con el campo de los números complejos.

Se conjetura que, para los distintos valores que propongan los alumnos, las
respuestas de las pantallas serán disparadoras de toda la gama de situaciones
didácticas que categoriza Brousseau, incluso situaciones de justificación, como
la que pueden generarse cuando, al dar el valor 2 al exponente ε, la figura que
mostrará la pantalla esté constituida por segmentos de rectas. Se espera que
surja la pregunta: ¿por qué? Y que se justifique e institucionalice la respuesta
mediante un teorema.

Hemos representado, a continuación, algunas curvas de la familia que se ob-
tiene completando por simetŕıa las gráficas, para aquellos casos en que por el
tipo de exponente, existan restricciones en el dominio y observaremos regula-
ridades de las que se pueden conjeturar posibles propiedades.
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Para ε = 2 se obtienen segmentos de curvas rectiĺıneas. Para ε < 2 los
segmentos de recta comienzan a curvarse aumentando las curvaturas hasta
obtener para el valor 1, como ya hemos visto, una elipse.

Si se sigue disminuyendo el valor del exponente, aumenta la curvatura en
cuatro zonas y las curvas que se obtienen toman un aspecto “cuadrangular”
aproximándose sin llegar a alcanzarla, la forma de un rectángulo.

Vemos aqúı la aparición de un nuevo “cuadro” (Douady, 1995), ya que nos
encontramos ante un concepto del Análisis Matemático: el concepto de ĺımite.

Para ε > 2 aparecen puntos cuspidales cuya agudeza aumenta a medida que
lo hace el exponente. Se obtiene aśı una familia de cuadriláteros curviĺıneos
(astroides).

El mismo tipo de análisis se puede realizar con la definición y graficación
de la familia de superhipérbolas que se obtiene a partir de la ecuación de la
hipérbola.

Lo maravillosamente armónico y fascinante surge de la observación compa-
rativa de ambas familias: superelipsoides y superhiperbolodes. En las gráficas
aparecen deformaciones análogas (cúspides, rectificaciones y aumentos de cur-
vatura) verificadas para ε = 2, para ε < 2 y para ε > 2, respectivamente.

En el caso que representaremos, las ecuaciones de la hipérbola de partida
son las siguientes:

X(θ) = (sec(θ), 4 tan(θ)) con − π/2 ≤ θ ≤ π/2, π/2 ≤ θ ≤ 3π y ε ∈ R
+

y las ecuaciones paramétricas de la superhipérbola:

X(θ) = (secε θ, 4 tanε θ) con − π/2 ≤ θ ≤ π/2, π/2 ≤ θ ≤ 3π y ε ∈ R
+
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Se podŕıa construir aśı, a la siguiente definición: “Llamaremos supercónicas
a las curvas obtenidas modificando las ecuaciones paramétricas de las cónicas,
elevando a exponentes racionales positivos las funciones trigonométricas de sus
expresiones paramétricas”

De esta manera podemos obtener, por ejemplo, superelipses y superhipér-
bolas cuyas expresiones paramétricas generales son las siguientes:

Superelipses:

X(θ) = (a cosε θ, b senεθ) con − π ≤ θ ≤ π y ε ∈ R
+ .

Superhipérbolas:

X(θ) = (a secε θ, b tanε θ) con −π/2 ≤ θ ≤ π/2, π/2 ≤ θ ≤ 3π y ε ∈ R
+ .

8. Conclusión y prospectiva

Como conclusión de estos análisis preliminares conjeturamos que el impacto
visual provocado por las imágenes que aparece en la pantalla despertará en los
alumnos la curiosidad, e inducirá a situaciones adidácticas de acción, dirigidas
a la indagación creativa en un diálogo impĺıcito interactivo con el computador.

Se conjetura situaciones adidácticas de formulación en las que el alumno
comunica las visualizaciones obtenida a una o varias compañeros y al docente
y estos a su vez le devuelven sus propias producciones.

De este modo se podŕıan llegar a situaciones adidácticas de validación, en
donde se pongan en juego los conocimientos previos de cónicas al tratar de
interpretar y relacionar con otros cuadros disciplinarios las representaciones
obtenidas o quede como propuesta lo que no pueda justifiar, sobrepasando los
ĺımites de la cuestión planteada.
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Es además de interés, para la Didáctica de la matemática, observar que
en el análisis preliminar que hemos realizado, se presenta una anticipación de
“procesos de generalización” que surgen del paso de las cónicas a las respec-
tivas familias de supercónicas. La generalización en Matemáticas aparece en
varias formas. Pólya (1954) sugiere dos tipos de generalizaciones cuando nos
dice: “nosotros generalizamos cuando pasamos de la consideración de triángulos
a la de poĺıgonos con un arbitraria número de lados. Nosotros generaliza-
mos también cuando pasamos del estudio de funciones trigonométricas con un
ángulo agudo a funciones trigonométricas con un ángulo irrestricto”.

La complejidad de una generalización depende del concepto que será gene-
ralizado y de su representación.

En nuestro caso el pasaje de las ecuaciones paramétricas de una cónica donde
el exponente de las funciones trigonométricas, vale uno, a una expresión más
general donde puede tomar como valor, números racionales se puede considerar
una generalización de las cónicas, a una familia de curvas cuyo comportamiento
es visualisable: las supercónicas.

También es de interés la consideración en este trabajo, la consideración de
dos formas de construcción de un conocimiento geométrico que entran en juego.
En efecto la enseñanza de las cónicas, se realiza en forma tradicional, a partir
de la presentación del problema en el que se solicita obtener la ecuación de
un lugar geométrico dado, es decir se parte de la geometŕıa y se realiza una
traducción, desde las condiciones que definen el lugar geométrico, a su ecuación
en el lenguaje del álgebra. En esta construcción del conocimiento de las su-
percónicas, por el contrario se parte de la ecuación dada en el lenguaje del
álgebra, y a partir de ella, por su representación geométrica computarizada, se
visualizan propiedades que podŕıan tratar de demostrarse, incluso con recursos
de distintas ramas de la matemática, o dejar planteadas . Es un camino análogo
al que se realiza cuando se estudian las cuádricas efectivamente incorporadas
al curriculum.

Se observa también como la computadora puede ser pensada como un ins-
trumento que favorezca el enriquecimiento de la metodoloǵıa de trabajo, en
cuanto a la estructuración y análisis de contenidos, e incluso a la formación de
conceptos, puesto que al finalizar el juego interactivo descripto, los alumnos se
podŕıan encuentrar en condiciones para comenzar la etapa de institucionaliza-
ción teórica.

Ante las objeciones que surgen cuando se plantea cualquier modificación
de los contenidos tradicionales debeŕıamos reflexionar sobre las adecuaciones
metodológicas y temáticas que imponen los nuevos contenidos de la geometŕıa,
mencionados al comienzo de este art́ıculo. El uso adecuado de los programas
CAS que pueden calcular numéricamente, graficar en dos y tres dimensiones
y realizar operaciones simbólicas, permitirá dedicar a la formación de nuevos
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conceptos el tiempo y el esfuerzo que tradicionalmente se ha dedicado a una
operatoria estéril en śı misma.

Como propuesta de carácter prospectivo se podŕıa encarar el estudio de
nuevas superficies: las supercuádricas y los supertoros. La posibilidad de gene-
ralizar al espacio las formas de las cónicas: circunferencias a esferas, parábolas
a paraboloides, elipses a elipsoides, hipérbolas a hiperboloides o generar a par-
tir de curvas planas, rectas y cónicas otras superficies como las ciĺındricas,
superficies cónicas o superficies de revolución; implica un fluido manejo con-
ceptual de todo la geometŕıa, álgebra, y geometŕıa anaĺıtica que se supone
como competencia previa o adquirida en el escalón que antecede al estudio
del tema (Anido et al., 1999). A partir de este proceso, de generalización al
espacio de tres dimensiones de las cónicas, se puede proponer al alumno, ya
como una propuesta de carácter optativo, obtener por procesos de analoǵıa y
generalización, las ecuaciones de las supersuperficies: las supercuádricas, los
supertoros y proceder a su estudio.

Las supercuádricas, posibles de ser representadas y estudiadas con los re-
cursos de la computación gráfica, son utilizadas a nivel de diseño industrial
hace mas de una década. Su obtención, a partir de una generalización de
las ecuaciones parámetricas de las cuádricas, es fácil. La riqueza de formas a
que dan lugar, con los recursos de rotación y cambio de unidades del software
matemático para la representación geométrica, es infinita. Se propondŕıa una
forma general de obtención de la representación a partir de las cuádricas. Las
ecuaciones de estas nuevas superficies se podŕıan considerar una generalización
de las ecuaciones paramétricas de las cuádricas, donde en forma análoga a
lo hecho con las cuádricas se afectan las funciones trigonométricas que apare-
cen en la expresión anaĺıtica de cada ecuación paramétrica, con exponentes que
generan para cada valor asumido, deformaciones análogas en las respectivas su-
perficies de partida. En algunos casos, emerge una especie de arista, formada
por puntos cuspidales en los meridianos, en otros casos en los paralelos, o en
ambos: meridianos y paralelos (López et al., 2001). Las imágenes obtenibles
son insólitas y con adecuados valores de las constantes y parámetros, belĺısimas.
La importancia didáctica radica en el desarrollo de un pensamiento visual que
relacione en forma bidireccional la superficie con su representación algebraica y
en la motivación que puede inducir en el alumno para la exploración de nuevos
conocimientos.
Agradecimientos. Este trabajo forma parte de estudios realizados en el
marco del Programa 2-ECO-3 “La formación matemática en carreras no ma-
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“La Enseñanza de la matemática con herramientas computacionales” Consejo
de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario (CIUNR), Argentina.

El proyecto FOMEC. No. 615 UNR “La Eenseñanza de la matemática con
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[12] Chevallard, Y., Bosch, M. & Gascón, J. (1997) Estudiar matemática. ICE-
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