Lecturas Matematicas
Volumen 29 (2008), pdginas 95-112
ISSN 0120-1980

Teoria de modelos y geometria algebraica:

una version de un teorema de Welil en teorias
w—estables

JORGE CELY1

Universidad de los Andes, Bogot4, Colombia

ABSTRACT. We prove a weak version of a theorem by WEIL on generi-
cally presented algebraic groups, for w—stable theories.

Key words and phrases. w—stability, Morley rank, Morley degree,
strongly minimal set, algebraically closed fields, variety, generic point.
2000 AMS Mathematics Subject Classification. xxxx

RESUMEN. Demostramos una versién débil de un teorema de WEIL
sobre grupos algebraicos genéricamente presentados, para teorias w—
estables.

1. Introduccion

La teoria de modelos es una rama de la légica matematica que consiste en
el estudio abstracto de las estructuras matematicas. En los primeros anos de
su desarrollo uno de los enfoques de estudio de la teoria de modelos fueron las
estructuras algebraicas y en particular, los campos algebraicamente cerrados
de caracteristica p (p = 0 6 p un nitimero primo). No pasé mucho tiempo para
que los modelo tedricos de la época reconocieran la importancia de la teoria de
campos algebraicamente cerrados de caracteristica p, ésta resulté ser el mejor
ejemplo de muchas propiedades modelo tedricas. Las primeras contribuciones
importantes en esta direccion se deben a TARSKI quien demostré que la teoria
de campos algebraicamente cerrados de caracteristica fija es completa y tiene
eliminacion de cuantificadores. La completitud de esta teoria puede ser vista

1Con el patrocinio de la Facultad de Ciencias de la Universidad de los Andes mediante
el programa “Proyectos Semilla”.
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como el principio de transferencia de LEFSCHETZ en geometria algebraica. Otra
contribucién importante en esta linea y que siguié evidenciando conexiones en-
tre la teorfa de modelos y la geometria algebraica, es el teorema de Ax [Ax68], el
cual afirma que todo morfismo inyectivo de una variedad algebraica en si misma
debe ser sobreyectivo.

Hacia los anos sesenta la teoria de modelos adopté un nuevo enfoque que
trajo consigo muchas ideas innovadoras que la llevarian a profundos resultados
en la materia misma como en otras areas de la matemadtica. A este nuevo
enfoque se le conoce con el nombre de Teoria de la Clasificacion o Teoria
de la FEstabilidad. El trabajo pionero en esta nueva linea fue Categorically in
Power, publicado en 1965 por MicuAEL MoRLEY [Mor65]. En este trabajo el
autor responde de manera afirmativa a una conjetura planteada por JERzZY
Lo$ en 1954: si T es una teoria contable y categdrica en algin cardinal no
enumerable, entonces es categorica en todos los cardinales no enumerables. Una
de las motivaciones a esta pregunta es que este fenémeno de transferencia de
categoricidad lo tienen los campos algebraicamente cerrados de caracteristica
fija (Teorema de Steinitz). Como muchas veces sucede en matematicas, cuando
un resultado importante aparece no sélo queda el “Teorema”, sino también una
gran cantidad de ideas y métodos, que como en este caso abrieron las puertas a
toda una nueva rama en las mateméticas. MORLEY introduce nociones como los
espacios (topoldgicos) de tipos, define un rango en los tipos y en las férmulas.
Estos se conocen hoy en dia como el rango de Morley. Pocos anos mas tarde
aparece en escena SAHARON SHELAH, quien serd la figura central durante el
desarrollo de la teoria de la clasificacién; la referencia de su trabajo en esta
materia es [She90]. Hablando muy vagamente y con el fin de contextualizar
de lo que trata nuestro trabajo, vamos a explicar en qué consiste la teoria
de la clasificaciéon que desarrollé SueELAH. La idea es la siguiente: dada una
teoria de primer orden, se busca clasificar a través de una familia de invariantes
todos sus modelos médulo isomorfismo. Una de las cosas que hace SHELAH
para atacar el problema es buscar posibles dicotomias que permitan determinar
sobre qué teorias es posible tener una clasificacién. Es aqui donde aparecen
las nociones de w—estabilidad, estabilidad, superestabilidad entre otras. Otra
parte importante del trabajo de SHELAH, consistié en desarrollar la relacién
abstracta de independencia en teorias estables llamada “no bifurcacién”, esta
nocién coincide con la independencia algebraica que se tiene en los campos
algebraicamente cerrados.

En 1955, AnprE WEIL publica On algebraic groups of transformations
[Weib5]; en este articulo él demuestra que si se tiene una variedad algebraica
V' sobre un campo algebraicamente cerrado F' y una operacién binaria en V
la cual tiene buenas propiedades en un pedazo “grande” de V, sus puntos
genéricos, entonces existe un grupo algebraico G sobre F' cuya multiplicacién
es una extension de la dada en los puntos genéricos y el cual es birracional-
mente equivalente a V. En vista de que los campos algebraicamente cerrados
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de caracteristica p tienen una teorfa con un muy buen comportamiento mo-
delo tedrico, vale la pena indagar y ver hasta qué punto podemos generalizar
teoremas de la geometria algebraica a este contexto més amplio. Nuestro tra-
bajo consistird en hacer este ejercicio con este teorema de WEIL. Este teorema
fue extendido por HrusHovski [Hru86] al contexto de estabilidad, mostrando
asi que este resultado no es algo exclusivo de la geometria. Mencionamos todo
esto a manera de informacién, ya que el objetivo de este trabajo no es exponer
las ideas de HrusHOVSKI ni la demostracion de su teorema. Otra aproximacién
a este teorema, esta vez desde un punto de vista topoldgico, se debe a VAN DEN
Dries [vdD90]. M4s especificamente, de lo que se trata este articulo es de en-
tender que resultado analogo al de WEIL puede valer en un contexto w—estable
y seguir sus argumentos y ver hasta qué punto estos tienen una “traduccion”
del caso algebraico al caso w—estable. Logramos un resultado (teorema 4.9) el
cual puede ser visto como una versiéon débil del teorema de Weil en teorias
w—estables.

Estos resultados se obtuvieron en mi tesis de pregrado [Cel07], bajo la direc-
cién de ALF ONSHUUS, quien me sugirio realizar este proyecto y a quien también
agradezco haberme introducido en el tema y ayudarme en la comprension del
mismo. También agradezco a ALEXANDER BERENSTEIN sus explicaciones y re-
visiones del documento. Por ultimo quiero agradecer al revisor cientifico sus
valiosas sugerencias y correcciones.

2. Preliminares modelo tedricos

En geometria algebraica, siguiendo a WEIL [Wei62], se trabaja fijando un
campo algebraicamente cerrado F de grado de trascendencia infinito sobre su
campo primo, el cual él llama dominio universal. Uno puede tomar este campo
tan grande como quiera de tal forma que los tinicos campos en consideracién
se puedan ver como subcampos de F (mddulo isomorfismos), sobre los cuales
F tiene grado de trascendencia infinito. SHELAH observé que para facilitar un
poco el trabajo en teoria de modelos y dar mayor claridad en la exposicién, se
podian considerar modelos para ciertas teorias que tuvieran propiedades seme-
jantes a las de un dominio universal en geometria algebraica. Las propiedades
deseadas para estos modelos son la saturacién, la homogeneidad y la univer-
salidad, aunque las dos ultimas son consecuencias de la primera vale la pena
hacerlas explicitas. Como es estandar en teoria de modelos trabajaremos sobre
dominios universales (también llamados modelos monstruo). Nosotros estamos
interesados en trabajar en teorias w—estables donde es relativamente facil de-
mostrar [Mar02], [Bue96], que existen dominios universales.

El rango de Morley proporciona una buena nocién de dimensién para los
subconjuntos definibles en estructuras w-estables. La siguiente presentacién
del rango de Morley tiene un cardcter geométrico y permite tener una buena
intuiciéon de muchas propiedades, una definiciéon equivalente en términos del
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rango de Cantor-Bendixson sobre el espacio de Stone del modelo monstruo es
desarrollada en [Bue96], esta otra versién, aunque a primera vista no parezca
tan intuitiva como la primera, ayuda a entender un concepto fundamental en
teoria de la estabilidad: las extensiones no bifurcantes.

Definicién 2.1. Supongamos que M es el modelo monstruo de una L—teoria
completa T'. Sea (v) una Ly—férmula. Vamos a definir RM (¢), el Rango de
Morley de ¢ en T. Dado un ordinal « definiremos inductivamente RM (¢) > o
de la siguiente manera:

= RM(p) > 0 siy sélo si ¢(M) no es vacio.

= Dado « ordinal mayor que cero, RM(p) > a + 1 si y sblo si existen
¥1(0),¥2(0), ... Ly-formulas tal que 11 (M), 12 (M), ... es una familia
de subconjuntos de (M) disyuntos dos a dos y RM (¢,,) > « para
todo n.

= Para « ordinal limite, RM () > « si y sélo si RM(¢) > [ para todo
0 < a.

s Si (M) = (), definimos RM () = —1.
» Si RM(p) > a pero RM(p) # a+ 1, definimos RM () = a.
= Si RM(p) > a para todo ordinal «, definimos RM (p) = occ.

La expresién RM (y) < oo significard que RM () es un nimero ordinal o —1,
en este caso, diremos que el rango de Morley de ¢ es no infinito.

En este articulo no desarrollamos en detalle el rango de Morley, solamente
damos las definiciones o mencionamos resultados (sin demostracién) de lo que
serd importante en este trabajo. Referimos al lector a [Mar02] para los detalles.

Todas las férmulas en el monstruo de una teoria w—estable tiene rango de
Morley no infinito. Si X es un subconjunto definible de rango de Morley «,
entonces no podemos partir a X en infinitos subconjuntos definibles disyuntos
dos a dos de rango de Morley a. De hecho, se puede demostrar que la “geo-
metria” de X posee cierta rigidez: existe un ntmero natural d tal que X no
puede partirse en méas de d subconjuntos definibles disyuntos dos a dos, todos
de rango de Morley «. Este ntimero se conoce como el grado de Morley de X
y es denotado por deg,,(X).

La nocién de rango y grado de Morley se extiende de forma natural a los
tipo:

Definicién 2.2. Sea A C My a € M". Si p € S,(A), definimos el rango de
Morley de p como RM (p) = min{RM (p) : ¢ € p}. Si el rango de Morley de
p es un ordinal, entonces definimos el grado de Morley de p como deg,,(p) =
min{deg,/(¢) : ¢ € py RM(p) = RM(p)}.

Definimos el rango de Morley de @ sobre A como RM (a/A) = RM (tp(a/A)).
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El concepto de bifurcacién que definimos a continuacién es la base para
definir una relacién abstracta de independencia en teorias w—estables. Vale la
pena observar que esta definicién de bifurcaciéon no fue la definicién original
de SHELAH, pues la definicién que da no hace uso del rango de Morley ni de
la hipotesis de w—estabilidad, la cual garantiza que todo tipo tiene rango de
Morley no infinito.

Definiciéon 2.3. Sea M el modelo monstruo de una teoria w—estable y sean
ACBCM, pe S,(A4),qe S.(B),ypCq. Si RM(q) < RM(p) diremos que
q es una extension bifurcante de p y que q bifurca sobre A. Si RM(q) = RM (p)
diremos que g es una extension no bifurcante de p.

Teorema 2.4. [Existencia de extensiones no bifurcantes|Sean A C B C M y
p € Sp(A).

(i) Existe g € Sp(B) extension no bifurcante de p.

(ii) Existen a lo sumo deg,,(p) extensiones no bifurcantes de p en S, (B).
En particular, si deg,,(p) = 1, entonces p tiene una iinica extensién no
bifurcante en S, (B).

El concepto de bifurcacién sirve para definir una nocién abstracta de inde-
pendencia en teorias w—estables:

Definicion 2.5. Sean T una teoria w—estable, M su modelo monstruo, A, B C
M y a € M™. Diremos que a es independiente de B sobre A si tp(a/A U B) no
bifurca sobre A (i.e. RM(a/A) = RM(a/AU B)), en simbolos a | , B.

Intuitivamente esta relacién de independencia funciona como todas las rela-
ciones naturales de independencia que se usan en matemadticas, provee una
“teoria de la informacién”. En este caso la estamos midiendo con el rango de
Morley: a es independiente de B sobre A si RM(a/A) = RM(a/AU B), es
decir, lo que podemos decir de a usando A U B como pardmetros es bésica-
mente lo mismo que podemos decir si usamos solamente parametros en A, ya
que el rango de Morley no baja al aumentar el conjunto de parametros, no
se puede dar una férmula con mds informacién (més especifica) sobre a que
haga descender el rango de Morley. El siguiente teorema muestra algunas de
las propiedades que posee. Una de las mas importantes es simetria.

Teorema 2.6.Sean T una teoria w—estable y M su modelo monstruo.

(i) (Extensién) Para cualesquiera a, A, B C M existe a’

tp(a/A) cona’ |, B.
(ii) (Monotonia) Si a \LA}? yCCB, entonces @ L,C
(iif) (Transitividad) @ | ,b,¢siysdlosia | ,b y a J/AU{E} c.

realizacién de

(iv) (Cardcter finito) a | , B si y slo si para todo By subconjunto finito
de B a J—/A Bo. ~ -
(v) (Simetrfa) Sia | , b, entonces b | , a.
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Una clase importante de férmulas en una estructura w—estable son las fuerte-
mente minimales, férmulas de rango y grado de Morley uno. La razén por la
cual estas férmulas (y los conjuntos que ellas definen) son importantes es que en
ellas la clausura algebraica satisface la propiedad de intercambio, ésta permite
definir dentro del conjunto fuertemente minimal una nocién de independencia
que generaliza la independencia lineal en espacios vectoriales y la independencia
algebraica en campos algebraicamente cerrados (estos dos tipos de estructuras
son los ejemplos candénicos de conjuntos fuertemente minimales). Estas no-
ciones de dimensién e independencia en teorias fuertemente minimales (teorias
cuyo monstruo es fuertemente minimal) coinciden con las nociones dadas por
el rango de Morley.

3. Campos algebraicamente cerrados

En esta seccién se presentan los campos algebraicamente cerrados de ca-
racteristica fija desde un punto de vista modelo tedrico, los detalles pueden
encontrarse en [Pil98]. Se introducen algunas herramientas y resultados de geo-
metria algebraica para poder desarrollar con cierto detalle el concepto de punto
genérico, el cual sera definido en el contexto w—estable en la siguiente seccién.
Estos puntos son fundamentales en el teorema de Weil y en nuestra version del
mismo.

El lenguaje formal con el cual se estudian los campos algebraicamente ce-
rrados en teorfa de modelos es el lenguaje de los anillos £4 = {+,—,-,0,1}.
Los axiomas de la teoria de campos son los axiomas universales para los domi-
nios de integridad y el axioma Va3y(x = 0V zy = 1). Dado que todo dominio
de integridad puede ser extendido a su campo de fracciones, los dominios de
integridad son realmente subestructuras de los campos.

Sea AC'F el conjunto de axiomas de la teoria de campos junto con el axioma

n—1
Yag...ap—13x ™ + Z a;x' =0
i=1
para cada n. Claramente AC'F no es una teoria completa dado que no decide
la caracteristica del campo. Para cada n sea ¢, la formula

Ve x+---+xz=0.
———
n veces

Dado p un ndmero primo, sea ACF, la teorfa ACF U{¢,} y sea ACF, =
ACFU{=¢, :n=1,2,...}.

El siguiente teorema es bésico para desarrollar la teoria de modelos de los
campos algebraicamente cerrados.

Teorema 3.1. Sea p un niimero primo o cero y sea x un cardinal no enumerable.
La teoria AC'F,, es k-categorica y completa.
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La categoricidad no contable de la teoria es el teorema de Steinitz, ver
[Lan02]. La completitud de ACF, fue demostrada por Tarski, ver [Mar02],
ésta puede ser vista como el principio de transferencia de LEFSCHETZ el cual
afirma que toda proposicion valida en los complejos vale en cualquier campo al-
gebraicamente cerrado de caracteristica cero, en lenguaje modelo tedrico: Dada
© una sentencia en el lenguaje L4,

(Cy+,—,,0,1) E o si y sélo si ACF, = o.

Teorema 3.2. ACF tiene eliminacion de cuantificadores.

La eliminacién de cuantificadores para campos algebraicamente cerrados
fue demostrada por TARSKI quien dio un algoritmo explicito para eliminar los
cuantificadores. Esta es la herramienta principal para entender los subconjun-
tos definibles en campos algebraicamente cerrados. Sea F' = ACF, analice-
mos primero el caso en que Y C F es definible. Por eliminaciéon de cuan-
tificadores Y es una combinacién booleana finita de conjuntos de la forma
{z € F: f(x) = 0}, donde f(X) € F[X]. Si f(X) no es idénticamente cero,
entonces el conjunto de ceros de f(X) es finito. Esto muestra que ACF es una
teoria fuertemente minimal. Como veremos mas adelante, también es posible
decir cosas acerca de los subconjuntos definibles en potencias mayores de un
campo algebraicamente cerrado.

Definicién 3.3. Sea F' un campo, decimos que Y C F™ es un cerrado de Zariski
si ¢l es una unién finita de conjuntos de la forma {z € F™ : A", f;(z) = 0},
donde fi,..., fm € F[X]. El Teorema de la base de Hilbert nos muestra que
una interseccién infinita de cerrados de Zariski es un cerrado de Zariski, de esta
forma obtenemos una topologia en F™ que llamaremos la topologia de Zariski
en F". Un subconjunto de F™ lo llamamos construible si es una combinacién
Booleana finita de cerrados de Zariski. Un cerrado de Zariski se dice irreducible
si él no puede escribirse como la uniéon de dos cerrados propios. Llamaremos
variedades a los cerrados irreducibles.

Definicion 3.4. Sea F' un campo.

= Dado un subconjunto V' C F™, definimos el ideal de V' como el conjunto
Z(V)={f € F[X1,...,X,] : f(Z) =0 para todoz € V}. Si V = {a}
denotaremos su ideal como Z;.

= Dado un ideal I C F[Xy,...,X,], definimos los ceros de I como el
conjunto Z(Z) = {§ € F\ : {(4) =/ para todo f € I}.

Dado F un campo, no necesariamente modelo de ACF', vemos que los ce-
rrados de Zariski en F™ son exactamente los conjuntos de la forma Z(Z) con
I ideal de F[Xq,...,X,]. No es un ejercicio dificil comprobar que V' C F™ es
una variedad si y sélo si su ideal Z(V') es un ideal primo de F[Xq,..., X,], ver
[Har77]. Dado que F[Xq,...,X,] es un anillo Noetheriano, no existen cadenas
infinitas descendentes de cerrados de Zariski, esto implica que todo cerrado de
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Zariski es una unién finita de variedades y estas variedades son tnicas, nueva-
mente referimos al lector a [Har77] para los detalles.

Definicién 3.5. Sean F' un campo y V C F™ un cerrado de Zariski.

= Definimos el anillo de coordenadas de V, el cual denotaremos por F[V],
como F[X1,...,X,]/Z(V).

= Si V es una variedad, entonces F[V] es un dominio de integridad, de-
finimos el campo de funciones de V como el campo de fracciones de
F[V], este campo serd denotado por F (V).

Si F es un campo algebraicamente cerrado, entonces la eliminacién de cuan-
tificadores nos dice que los subconjuntos definibles de F™ son exactamente
los subconjuntos construibles. El siguiente teorema de CHEVALLEY es la forma
geométrica de ver la eliminacién de cuantificadores.

Teorema 3.6. Si F' es un campo algebraicamente cerrado y X C F™ construi-
ble, entonces la proyeccién de X sobre cualesquiera de sus componentes es un
conjunto construible.

A continuacién definiremos la nocién clasica de dimensién que se tiene en
geometria algebraica.

Definicion 3.7. Sea F' un campo algebraicamente cerrado. Sea V' C F™ una
variedad. Sea Z(V') el ideal primo correspondiente a V. La dimension de Krull
de V es el maximo nimero natural m tal que existe una cadena de ideales
primos

IV)=Ih Ch Sl G- C Iy CF[Xy,..., X,

Si V tiene dimensién de Krull 0, entonces Z(V') es un ideal maximal y Z(V) =
(X1—a1,...,X,—ay,) para algin (ay,...,a,) € F*yV ={(a1,...,a,)}, esto
es consecuencia del Teorema de los ceros de Hilbert, ver los detalles en [Har77].
Dado X C F™ cerrado de Zariski, no necesariamente irreducible, definimos la
dimension de Krull de X como el maximo de las dimensiones de Krull de sus
componentes irreducibles.

El siguiente teorema es una caracterizacion de la dimensién de Krull de una
variedad, su demostracién se puede encontrar en [AMS0].

Teorema 3.8. Si F' es un campo algebraicamente cerrado y V. C F™ es una
variedad, entonces la dimensién de Krull de V es igual al grado de trascendencia
de su campo de funciones F(V') sobre F.

La siguiente es la definicién clasica de independencia algebraica que existe en
campos, notemos la similitud con la definicién 2.5 que hicimos para las teorias
w—estables.

Definicién 3.9.Sea F' < F una extensién de campos, por ejemplo, F puede ser
el modelo monstruo de AC'Fy y F un submodelo de este. Sean a, b € F, diremos
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que a es algebraicamente independiente de b sobre F si:
tr. degpl'(a) = tr.degp F'(a).

Dado que AC'Fjy es una teoria fuertemente minimal y por lo tanto w—estable,
existe nociones modelo tedricas de dimensién e independencia, estas nociones
coinciden con las cldsicas que se tienen en geometria algebraica y que fueron
previamente definidas.

Supongamos que F' es un campo algebraicamente cerrado y F es un modelo
saturado con F' < T, es decir, F es el modelo monstruo de la teoria de F. Si
V C F™ es una variedad definida por ecuaciones polinomiales con coeficientes en
F, entonces podemos considerar V(F) C F™ definido como el conjunto de ceros
en [ del mismo sistema de ecuaciones que define a V. Por modelo completitud,
V(F) sigue siendo irreducible como subconjunto de F” y por lo tanto V()
es una variedad en F”. Estaremos considerando puntos en V(F) y tendremos
en cuenta las siguientes convenciones: el rango y grado de Morley se calcula
sobre F, la topologia de Zariski sobre V(F) estd definida por polinomios en
F[Xy,...,X,], en particular no todos los puntos de V(F) son cerrados; si a €
V(F) el ideal de polinomios Z; que anulan a @ es un ideal en F[X1,..., X,].

Definiciéon 3.10. Sea V' C F" una variedad definida por polinomios en
F[Xy,...,X,] vy sea a € V(F). Diremos que @ es un punto genérico de V
sobre F si Z(V) = Z5.

Intuitivamente podemos pensar los puntos genéricos de una variedad V' C F™
definida por polinomios en F[Xq,...,X,], como los que capturan la informa-
cién algebraica de la variedad: si un punto genérico satisface alguna propiedad
expresada por medio de polinomios con coeficientes en F', entonces todos los
puntos de la variedad satisfacen dicha propiedad. Si V' es un cerrado de Zariski
reducible, el lema 3.11 nos permitira definir lo que seria un punto genérico de
V', veremos que estos corresponderan a los puntos genéricos de las componentes
irreducibles de V' que tienen la misma dimensién que V.

El siguiente lema nos muestra un par de definiciones alternativas del con-
cepto de punto genérico, una de ellas es usando la topologia de Zariski en V (FF)
definida sobre F' y la otra es en términos de la dimension de la variedad. Como
veremos en la siguiente seccion esta tltima servird de motivacién para definir
el concepto modelo tedrico de punto genérico.

Lema 3.11. Sea V. C F" una variedad definida por polinomios en
F[X1,...,X,) yseaa € V(F). Las siguientes son equivalentes:

(i) @ es un punto genérico de V sobre F.
(ii) En Ia topologia de Zariski de V (definida a partir de F), V = {a}.
(iii) El homomorfismo ¥ : F(V) — F(a) definido por X; + Z(V) — a;
y la identidad en F es un isomorfismo, y por lo tanto el grado de
trascendencia de F'(a) sobre F' es dim (V).
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Demostracion. (1)=-(ii). Razonando por contradiccién supongamos que existe
b € V\ {a} luego existe una variedad W C V tal que b ¢ W y a € W.
Si p1,...,pm € F[X] son los polinomios que definen a W, entonces py(b) # 0
para al menos un k mientras que p;(a) = 0 para todoi = 1,...,m, en particular
pr(@) =0y por lo tanto py, € Zz = Z(V), lo cual es una contradiccion.

(ii)=>(iii). Supongamos que ¥ no es un isomorfismo, lo que implica que
U gy : FIX]/Z(V) — Fla

tampoco es un isomorfismo. Es claro que lo unico que puede fallar es la in-
yectividad, por lo tanto existe p € F[X] tal que p ¢ Z(V) y p(a) = 0. Como
p ¢ Z(V) existe b € V tal que p(b) # 0, lo que produce un abierto alrededor
de b que no contiene a a. Contradiccién. (iii)=(i). Sea ® : F[X] — FJa] el
homomorfismo sobreyectivo que manda a X; + Z(V) en a;. Como Ker ® = 7,
F[X]/Za = F[a)] y por lo tanto (F[X]/Z;) = F(a). Componiendo isomorfismos
tenemos que
F(V) = (FIX]/Z(V)) = (F[X]/Ta)

mediante un isomorfismo que manda a X; +Z(V) en X; +Z;. Esto implica que
V)=, ™

Corolario 3.12. Si V. C F™ una variedad definida por polinomios en
F[Xi1,...,X,) y a € V(F), entonces RM(a/F) = RM(V) si y sdlo si a es
un punto genérico de V.

Proposicién 3.13. Si V. C F" una variedad definida por polinomios en
F[Xy,...,X,], entonces deg,,; (V) = 1.

Demostracion. Supongamos que deg,; (V) > 1, por lo tanto existen (v) € Lp
talque V = ¢(F)U—(F)y RM(V) = RM(¢)) = RM(—). Sean p1,pa € S(F)
extensiones no bifurcantes de ¢ y —¢ respectivamente. Sean a,b € V (F) tales
que @ realiza p; y b realiza py, estos son puntos genéricos de V sobre F' tales
que @ € ¥(F) y b € —)(F). Por eliminacién de cuantificadores tenemos que
1(0) es equivalente a una férmula de la forma

l m n
V (A i@ =0A N gi5(0) #0)
k=1 i=1 j=1
donde los fi;’s y los g ;’s son polinomios con coeficientes en F'. Entonces,
l m n
F =\ (A Jei@ =0 A\ gis(@) £0)
k=1 i=1 j=1

luego

F |: /\ fl“(@) =0A /\ gfc,j(@ #0
i=1 j=1
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para algin ke {1,...,1}. Por otro lado,

l m

FE AV fui® #0v \ ai5(0) = 0)

k=1 i=1

en particular,

FI \/ sz(l_)) #0V \/ gfw»(g) =0.
j=1

i=1

Pero esto contradice el hecho de que 3(U) =Tz =Z;. ™

4. TUna vision modelo tedrica del teorema de Weil

En esta seccién demostraremos una version débil de lo que en un principio
uno podria pensar que seria el teorema de Weil en el caso w—estable.

4.1. El teorema original de Weil. El siguiente es el teorema original de
WEeil en geometria algebraica.

Teorema 4.1.[Teorema de Weil] Sea V' una variedad irreducible definida sobre
un campo F. Sea f una funcion racional de V- x V en V, la cual estd definida
sobre F'y satisface las siguientes condiciones:

(G1) Sia,b son puntos genéricos independientes de V sobre F' y ¢ = f(a,b),
entonces F(a,b) = F(b,¢) = F(a,¢) (en particular ¢ es un punto genéri-
co de V sobre F e independiente de @ y de b sobre F).

(G2) Sia, b, ¢ son puntos en V independientes y genéricos sobre I, entonces

f(f(d,i)%é) = f(@f(a E))

Entonces existe un grupo algebraico G definido sobre F' y un isomorfismo bi-
rracional h : V' — G definido sobre F tal que: para a,b € V' genéricos indepen-
dientes sobre F, h(f(a,b)) = h(a) - h(b).

El teorema que HrusHOVSKI obtiene en [Hru86] y que es considerado como
la version estable del teorema de Weil, no implica directamente el resultado
original de WEIL, pero combinado con el siguiente teorema, también probado
por HRUSHOVSKI, ver [Bou89], se obtiene el resultado original de WEIL.

Teorema 4.2. Sean F' un campo algebraicamente cerrado y (G,-) un grupo
interpretable en F', entonces (G, -) es definible isomorfo a un grupo algebraico
sobre F'.

Vale la pena observar que ambos teoremas de HrRusnovskr hacen uso de los
elementos imaginarios, una herramienta muy ttil en teoria de modelos que no
desarrollamos en este articulo.
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4.2. Puntos genéricos. De ahora en adelante M serd el modelo monstruo
de alguna teoria w—estable. La definicién que damos a continuacién es motivada
por el lema 3.11.

Definicién 4.3. Sea X C M" definible sobre A con deg,;(X) =1. Seaa € X,
diremos que @ es un punto genérico de X sobre A si RM(X) = RM(a/A).

Usando propiedades del rango de Morley no es dificil demostrar que dado
X C M" definible sobre A, siempre existen puntos genéricos sobre cualquier
superconjunto de A con cardinalidad menor que la del monstruo.

Vale la pena observar que en variedades los puntos genéricos, como se defi-
nieron en el contexto algebraico de la seccidén anterior, coinciden con los puntos
genéricos segun esta nueva definicién: lema 3.11 y el hecho que el rango de
Morley coincide con la dimension algebraica en ACFp.

La pregunta natural que surge ahora, motivada como siempre por lo que
ocurre en ACFy, es: jdado un conjunto X definible sobre A y dados @ y b puntos
genéricos de X sobre A, tienen ellos el mismo tipo sobre A? En ACFy este
hecho es bastante conocido, incluso antes de que existiera la teoria de modelos,
los algebristas sabian que dos puntos que satisfacen los mismos polinomios
sobre un campo (lo cual es el caso de los puntos genéricos sobre la variedad
que su ideal define), son indistinguibles desde el punto de vista algebraico; en
términos modelo tedricos tienen el mismo tipo, la demostracién es simplemente
eliminacién de cuantificadores. El resultado correspondiente que se logra en el
contexto de w—estabilidad es el siguiente:

Lema 4.4. Sea X C M" definible sobre A con degy;(X) = 1. Sia y b son
puntos genéricos de X sobre A, entonces tp(a/A) = tp(b/A).

Demostracion. Sea ¢(v) la L 4-férmula que define a X. Razonemos por con-
tradiccién y supongamos que existe una L4-férmula (7) tal que ¥ (o) €

tp(a/A) y ~(v) € tp(b/A). Claramente, ¢ A € tp(a/A) y o A= € tp(b/A).
Dado que @ y b son puntos genéricos de X sobre A,

RM(X) = RM(p ANp) = RM (o A —0),
lo que contradice el hecho de que el grado de Morley de X es 1. ™

Lema 4.5. Sea X C M" definible sobre A con degy;(X) = 1. Sia y b son puntos
genéricos independientes de X sobre A, entonces tp(a,b/A) = tp(b,a/A).
Demostracion. Sea ¢ la £ 4-formula que define a X. De nuevo, razonando por
contradiccién, supongamos que existe una £ 4-férmula 9 (v, w) tal que ¥ (v, w) €
tp(a,b/A) y —(v,w) € tp(b,a/A). Claramente,

p(w) Ap(a,w) € tp(b/AU{a}) vy p(w) A (b, ) € tp(a/AU{b}).

Dado que @ y b son puntos genéricos independientes de X sobre A,

RM(X) = RM(p(@) A p(a, @) = RM (p(w) A =t (b, @)
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Por el lema 4.4 tp(a/A) = tp(b/A) y por ende existe f € Aut (M/A) tal que
f(b) = a. Dada la invariancia del rango de Morley bajo automorfismos tenemos
que

RM(X) = RM(p(w) Ap(a,w)) = RM (o(w) A —¢(a, w)),
lo que contradice el hecho de que el grado de Morley de X es 1. v

Lema 4.6. Sea X C M" definible sobre A con deg,;(X) = 1. Sia,b,c€ X y
se cumple que:

] son puntos genéricos sobre A.

J/ byaj/ ¢,

o o

entonces,

(i) tp(b/A U {a}) = tp(c/AU{a}).
(i) tp(a,b/A) = tp(a,c/A).

Demostracion.

(i) Como deg,;(X) = 1y b,¢ son puntos genéricos de X sobre A tene-
mos que deg,,(tp(b/A)) = deg,,(tp(¢/A)) = 1. Por el teorema 2.4 (ii)
tp(b/A) tiene una tnica extensién no bifurcante en S, (AU{a}), por otro
lado b L, a@luego tp(b/AU {a}) es la tinica extensién no bifurcante de
tp(b/A). Este mismo argumento muestra que tp(¢/A U {a}) es la tinica
extensién no bifurcante de tp(¢/A). Por el lema 4.4 tp(b/A) = tp(c/A)
y por lo tanto tp(b/A U {a}) = tp(¢/A U {a}).

(ii) Se sigue de (i).

Lema 4.7. Sea X C M" definible sobre A con deg,,(X) = 1. Si
son puntos genéricos de X sobre A, a J/Ab y C\J_/A , entonces tp(a,
tp(c, d/A).

Demostracion. Por el lema 4.4 tp(a/A) = tp(¢/A) y por homogeneidad existe
f € Aut (M/A) tal que f(a) = c. Sea h = f(b), dado que @ y b son puntos
genéricos independientes de X sobre A también lo son ¢ y h, luego por el lema
7?7 tenemos que

tp(a,b/A) = tp(¢, h/A) = tp(e,d/A). v

4.3. Versioén débil del teorema de Weil en teorias w—estables. Sea
X C M definible sobre A C M con deg,,(X) = 1. Sea f una funcién de X x X
en X, definida por una férmula en el vocabulario £ 4. Consideremos la siguiente
condicién sobre f:

(G1) Si a, b son puntos genéricos independientes de X sobre A y ¢ = f(a,b)
entonces dcl(A U {a,b})=dcl(AU{a,c})=dcl(AU{b,c}) y tp(a,b/A)=
tp(a,c/A)=tp(b,c/A), en particular se tiene que tp(a/A) = tp(b/A) =
tp(c/A).
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Esta condicién implica que cualesquiera dos de los puntos a, b, ¢ son genéricos
independientes de X sobre A.

Sean a, b, d puntos genéricos independientes de X sobre A, (G1) implica que
(f(a,b),d) y (a, f(b,d)) son dos parejas de puntos genéricos independientes de
X sobre A. Entonces, si asumimos (G1), la siguiente condicién sobre f tiene
sentido:

(G2) Sia, b, d son puntos genéricos independientes de X sobre A, entonces:

f(f(Ch b)’ d) = f(a7 f(b7 d))

Esta es, por supuesto, la condicién de asociatividad para f, postulada solamente
para puntos genéricos independientes.

Si (G1) y (G2) se satisfacen diremos que f es una ley normal interna de
composicion en X y que con esta ley X es un pregrupo. Escribiremos a - b para
denotar f(a,b).

Teorema 4.8. Sea X un pregrupo definido sobre A. Existe una tnica funcién
¢ de X en X, la cual estd definida sobre A y es tal que, si definimos s =1 = ¢(s)
para todo s en X en el cual ¢ esté definida, las siguientes condiciones valen

cuando a, b son puntos genéricos independientes de X sobre A:

(1) del(AU{a}) =dcl(AU{a"1}) y tp(a/A) = tp(a~1/A).
(m) (aHl=a
() b= (a"')-(a-b)
(1v) a=(a-b)-(b7")
(V) (a-b)~t=("")(a)
Demostracion. Sea ¢ = a - b, como dcl(A U {b}) C del(A U {a,c}), existe una
féormula ¢(x,y, z) en L4 tal que

M = ¢(a, ¢,b) AVu(p(a, c,v) — v =0b).
De forma similar, existe 1(x,y, z) en L4 tal que
M E (¢, b,a) AVo(y(c,b,v) — v =a).

Sea d genérico en X sobre AU {a,b, c} (observemos que d es genérico sobre A
e independiente de a, b y ¢ sobre A), sean b=1b- d, ¢ = c- d; por asociatividad
se tiene que ¢ = a - b. Por el lema 4.5, tp(b, ¢/A) = tp(c,b/A) luego existe un
unico u € X tal que M = 9(b, ¢, u), es genérico sobre A e independiente de
by ¢ sobre A; y satisface b = u-¢ = u - (a-b). Por (G1), esto implica que
del(AU{u,c}) = del(AU{b,c}) y que tp(u,c/A) = tp(b,c/A). De esta forma
u, ¢, d resultan ser puntos genéricos independientes de X sobre A. Por (G2),
tenemos que (u-c)-d = u- (¢ d), lo cual puede ser escrito como b = u - &,
esto muestra que u y ¢ son puntos genéricos independientes sobre A. La ltima
relacién implica, por (G1), que del(AU {u}) C del(AU {b,¢}) y como é=a-b
podemos concluir que del(AU{u}) C del(AU{a, b}). Por otro lado, (G1) implica
que by b="b-d son puntos genéricos independientes sobre A U {a} y por lo
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tanto dcl(A U {a}) = del(A U {a,b}) N dcl(A U {a,b}), con esto tenemos que
del(AU{u}) C del(A U {a}). Esta inclusién implica que existe una férmula
n(z,y) en L4 tal que

M k= n(a,u) AVo(n(a,v) — v =u).

Como tp(b,c¢/A) = tp(c,b/A), existe 0 € Aut(M/A) tal que o(b) = cy o(c) = b,
por lo tanto o(a) = u y o(u) = a. Esto muestra que tp(a,u/A) = tp(u,a/A)
por lo que

M = n(u,a) AVo(n(u,v) — v =a)

y por lo tanto dcl(AU{a}) C del(AU {u}); de esta forma tenemos que del(AU
{a}) = dcl(AU{u}). Definiendo ¢(a) = u, donde ¢ es una funcién parcial de X
en X, tenemos probado (i), (ii) y (iii). Nuevamente, por (G1), cualesquiera dos
de los puntos a, b, ¢ con ¢ = a - b determinan el tercero de forma tinica siempre
que se tenga que son genéricos independientes sobre A; de esta propiedad se
sigue que u estd completamente determinado por la relacién b = u - ¢ y por
lo tanto ¢ queda determinada por (iii). De ahora en adelante escribiremos a~*
para denotar ¢(a).

Sea g genérico en X sobre AU {a,b}, sea s=(a-b)-g=a-(b-g). Comoay
b- g son puntos genéricos independientes sobre A, s = a- (b- g) es equivalente a
b-g =a~'-s, por (iii); y de nuevo por (iii), esto es equivalente a g = b=1-(a"!-5)
ya que by b-g son puntos genéricos independientes sobre A por (G1). Por (i), los
puntos a~ !, b=! y g resultan ser genéricos independientes sobre A y por (G2)
la ltima relacién puede escribirse como g = (b=1-a~1!)-s. Ya que s = (a-b)-g,
y, a - b y g son puntos genéricos independientes sobre A, esto muestra que
b=l.a"! = (a-b)71, lo cual es (v). Como ¢ = a - b esto puede ser escrito como
c P =b"1.a71; por (iii) esto es equivalente a a~! = b- (¢ !). Aplicando (v) a
esta tltima relacién obtenemos a = (¢c=1)~1-(b~1), en virtud de (ii) obtenemos

(iv). ™

Los argumentos en este teorema son en buena parte “traduccién” del caso
algebraico. El siguiente resultado es la versién débil del teorema de Weil en
teorias w—estables que logramos demostrar.

Teorema 4.9. [Teorema débil de Weil en teorfas w—estables] Sea X C M
definible sobre A C M con deg,;(X) = 1. Supongamos que f es una funcion
definida sobre todo X x X tal que:

(G1*) Sia,be X yc= f(a,b), entonces
del(AU{a,b}) =dcl(AU{a,c}) =dc(AU{b,c}).
(G2*) Sia,b,d € X, entonces
f(f(a,b),d) = f(a, f(b,d)).

Entonces existe Y C X definible con RM(Y) = RM(X) tal que (Y, f |y) es
un grupo.
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Demostracion. La demostracion se va a llevar a cabo de la siguiente manera:
El teorema 4.8 garantiza que dado a un punto genérico de X sobre A existe
a~! € X genérico sobre A (de hecho definible a partir de a), tal que a~! se
comporta como un inverso. Lo primero que vamos a hacer es mostrar un buen
candidato para ser la identidad del grupo, para eso veremos que la funcién
a — a~'-a, definida cuando a es genérico sobre A, es constante; este elemento
al que llamaremos e es el candidato obvio a ser la identidad de grupo. Luego
definiremos a Y y nos ocuparemos de encontrar inversos para los puntos no
genéricos, con lo que quedard completa la demostracion.

Sean a y b puntos genéricos independientes de X sobre A y sea ¢ = a - b,
entonces

cloc=0"1-at-c teorema 4.8, (v)
=bt-(at-¢) por (G2)
—b' (@ (b))
=b"'-b teorema 4.8, (iii).

Dado que b= € del(AU {b}) y ¢! € del(A U {c}) la L-férmula que dice
clc=b"1bestd en tp(c,b/A), luego por el lema 4.7 7! .z =y~ L.y
para cualesquiera x y y genéricos independientes de X sobre A. Veamos ahora
que a — a~! - a es constante cuando a es genérico sobre A. Sean a y b puntos
genéricos de X sobre A (no necesariamente independientes), sea ¢ € X genérico
sobre Atal quea |, cyb |, ¢, luego ala=cleybt-b=c"'cdedonde
tenemos el resultado por transitividad de la igualdad. Haciendo e = a~ ! -ay
reemplazando a por a~!, por la propiedad (ii) del teorema 4.8 tenemos que
e = a-a~'. Ahora veamos que e funciona como identidad para los puntos
genéricos. Sea a un punto genérico y sea b un punto genérico independiente de
a sobre A.

a-e=a-(b-b71)
=(a-b)-b~' por (G2%)

=a teorema 4.8 (iv).

e-b=(a"'-a)-b
=a'-(a-b) por (G2¥)
=b teorema 4.8 (iii).
Por lo tanto las férmulas que dicen a-e = a y e-b = b estdn en los corres-
pondientes tipos de a y b sobre A, luego, por el lema 4.4 estas propiedades se
transfieren a todos los genéricos. Sea Y = {x € X : M = e -z = z}. Es claro

que Y es un subconjunto definible de X cerrado bajo f. Como todos los puntos
genéricos de X estdn en Y, debemos tener que RM (Y) = RM (X).
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Pasemos ahora a ocuparnos de los puntos no genéricos de Y.

Sea a € Y no genérico. Sea b € Y genérico sobre A U {a}. Por (G1*),
RM(b/AU{a}) = RM(b-a/AU{a}) y por lo tanto b- a es genérico. Definimos

al:=(b-a)"t-b.

Observemos que (a - b)~! = b~! . a~l. Primero probemos que este inverso
estd bien definido. Sea ¢ € Y genérico sobre A U {a}.

al=(-a)7'-b
(b-a)-a= 't =b
a-a”t=b"1-b

Como c es genérico sobre A,

(c-a)tc=a"t

I es el inverso de a.

(b-a)™t-b)-a
b-a)"t-(b-a) por (G2¥)

e yaqueb-a es genérico. M

Verifiquemos ahora que a~

al-a

(
=

Corolario 4.10. Sea X C M definible sobre A C M con degy,(X) = 1.
Supongamos que f es una funcién definida sobre todo X x X que satisface
(G1%), (G2*) y es genéricamente conmutativa. Entonces existe Y C X definible
con RM(Y) = RM(X) tal que (Y, f |y) es un grupo conmutativo.

Demostracion. Por el Teorema 4.9, (Y, f [y) es un grupo. Observemos que
(G1*) implica que dado a € Y, a se puede escribir como el producto de dos
genéricos sobre A. Ahora veamos que (Y, f |y) es un grupo conmutativo. Sean
a,b € Y, escribimos a = g1 - hy y b = go - ho, donde g1, h1,g2 v ho son puntos
genéricos de Y sobre A. Entonces,
a-b=g1-h1-ga-ho

=g1-92-h1-ha

=92 91 -h2- I

=g2-h2-g1-h

=b-a. ™
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