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RESUMEN. Este es un trabajo de tipo expositivo. El matemaético japonés
SHINICHI MOCHIZUKI anuncié en agosto de 2012 una demostracién, en
més de quinientas péginas, de la famosa conjetura abc, cuyas reper-
cusiones en el mundo matemé&tico son inmensas, si ella es correcta. A
pesar de la seriedad del trabajo anterior de MOCHIZUKI esta demostra-
cién requiere ain del escrutinio de la comunidad matematica, lo cual
tomara adin un buen tiempo, mucho méas que lo necesité la verificacién
de la demostracién de ANDREW WILES del dltimo teorema de FERMAT.
Mientras esto ocurre, hemos creido conveniente hacer una introduccién
de esta conjetura destinada a los lectores hispanoamericanos y mostrar
cémo ella implica el dltimo teorema de FERMAT, la conjetura de CA-
TALAN (que ya ha sido probada; véase [32]) y otros resultados como el
teorema de ROTH, el teorema de FALTINGS y otras conjeturas aiin no
probadas.

Key words and phrases. The abc conjecture, number theory, Shinichi
Mochizuki.

ABSTRACT. This is an expository paper. The Japanese mathematician
SHINICHI MOCHIZUKI announced in August 2012 a proof, in more than
500 pages, of the celebrated abc conjecture, whose repercussions in the
world of mathematics are enormous, if true. Despite the quality and
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seriousness of MOCHIZUKI’s previous mathematical work, it seems that
his alleged proof requires the mathematical community scrutiny. This
will take a good amount of time, maybe more than the one needed to
verify the proof of Fermat’s Last Theorem by ANDREW WILES.Waiting
for the results of this scrutiny, we believe that an introduction to this
conjecture, aimed to Spanish Americans readers, would be very conve-
nient for its understanding and implications such as FERMAT’s Last
Theorem, CATALAN’s conjecture (already proved; see [32]), ROTH’S
theorem, FALTINGS’s theorem and some other unproven conjectu-
res.

2010 AMS Mathematics Subject Classification. 11D72

1. Introduccién

En teoria de ntmeros es frecuente encontrar problemas que se pueden for-
mular en términos comprensibles, y que son relativamente faciles de entender.
Sin embargo, muchas de estas preguntas son sorpresivamente dificiles, o en un
momento determinado imposibles de responder.

El ultimo teorema de Fermat, por ejemplo, involucra una ecuacién de la
forma z™ 4+ y™ = z". Hace més de 300 anos, PIERRE DE FERMAT (1601-1665),
conjeturd que la ecuacién no tiene soluciéon si x, y y z son enteros positivos y
n es cualquier entero mas grande que dos. ANDREW WILES de la Universidad
de Princeton finalmente probé la conjetura en 1994.!

Con el objeto de probar el teorema, WILES tuvo que intentar extender varias
ideas del ntcleo de las mateméticas modernas. El no probé el tltimo teorema
de Fermat directamente. En su lugar, atacé una vieja y famosa conjetura sobre
curvas elipticas (que provee enlaces entre diversas ramas de las matemadticas
como geometria algebraica y andlisis complejo) llamada la “conjetura de Ta-
niyama”?, y probé lo suficiente para poder deducir el teorema de Fermat. La
fecha de esta ultima conjetura se remonta a 1955, cuando fue publicada en ja-
ponés como un problema de investigacién por YUTAKA TANIYAMA. Los célebres
matematicos GORO SHIMURA y ANDRE WEIL proporcionaron conocimientos
claves en la formulacién de la conjetura, los cuales proponian un tipo especial
de equivalencia entre los objetos matematicos llamados curvas elipticas y las
mateméticas de ciertos movimientos en el espacio [40].

1VVILES7 ANDREW. Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem. Ann. of Math.
141 (1995), 443-551.

2Rl primer enunciado de esta conjetura fue hecho por TANIYAMA. Posteriormente, se hizo
mas preciso con SHIMURA, quien probé que habfa infinitos ejemplos en los que la conjetura
era verdadera. La conjetura sélo se dio a conocer ampliamente con los trabajos y la influencia
de WEIL. Por esta razén, ha sido acreditada confusamente a varios subconjuntos de estos
tres nombres.
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La ecuacion del dltimo teorema de Fermat es un ejemplo de ecuacion diofdn-
tica, una expresion algebraica en varias variables cuyas soluciones se requiere
que sean nuimeros racionales (nimeros enteros o fracciones).

Resulta interesante que la prueba de WILES del dltimo teorema de Fermat
haya sido producto de su profunda incursiéon en la prueba de la conjetura de
Taniyama. El esfuerzo de WILES podria ayudar a conducir a una teoria general
de ecuaciones diofanticas en tres variables. Historicamente los matematicos han
enunciado y resuelto problemas diofanticos sobre la base caso—por—caso, una
teoria que abarque todo representaria un gran avance. El elemento clave para
construir tal teoria parece ser un problema llamado la conjetura abc, que fue
formulado a mediados de los anos 80 del siglo pasado por JOSEPH OESTERLE de
la Universidad de Paris VI y DAVID W. MASSER del Instituto de Matematicas
de la Universidad de Basilea en Suiza.? La conjetura abc ofrece un nuevo camino
para expresar problemas diofanticos. De hecho, traduce un numero finito de
ecuaciones diofanticas (incluyendo la ecuacién del dltimo teorema de Fermat)
a una unica sentencia matemadtica.

La conjetura abc es uno de esos problemas que pueden enunciarse de mane-
ra relativamente simple, en términos comprensibles. Incorpora el concepto de
entero libre de cuadrados, también llamado primitivo: un entero es libre de cua-
drados o primitivo cuando no es divisible por el cuadrado de ningtin nimero.
O también, cuando n = p; - - - px, donde los p; son todos primos distintos entre
si. Por ejemplo, 15 y 17 son libres de cuadrados pero 16 y 18 no lo son.

La parte libre de cuadrados de un entero n se define como el nimero més
grande libre de cuadrados que puede formarse multiplicando los factores primos
de n. Tal nimero se denota con rad (n). Asi, paran = 15, los factores primos son
3y 5y3-5=15es un nimero libre de cuadrados, y por lo tanto, rad (15) = 15.
Por otro lado, para n = 16, los factores primos son todos 2, lo cual significa
que rad (16) = 2. Similarmente, rad (17) = 17 y rad (18) = 6.

Es claro que si n es libre de cuadrados, la parte libre de cuadrados de n es
justamente n. De otra manera, rad (n) representa lo que queda después de que
todos los factores que crean un cuadrado han sido eliminados, es decir, rad (n)
es el producto de los distintos primos que dividen a n.

Con estos preliminares, el matematico DORIAN GOLDFELD de la Universidad
de Columbia [13, 14], describi6 la conjetura abc en los siguientes términos:
El problema trata de parejas de nimeros que no tienen factores en comun.
Suponga que a y b son dos de tales numeros y que ¢ es su suma. Por ejemplo,
sia=3yb=7, entonces, c = 3+ 7 = 10. Ahora, considere la parte libre de
cuadrados del producto abc: rad (3 - 7 - 10) = 210.

Para la mayorfa de las elecciones de a y b, rad (abc) es mas grande que c,
como en el ejemplo anterior. Es decir, para la mayoria de los casos, rad (abc)/c
es mas grande que 1.

3Segin OESTERLE la conjetura la discutieron MASSER y él en Basilea en 1985 [38].
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De vez en cuando, sin embargo, esto no es verdad. Por ejemplo, sia =1y
b = 8, entonces ¢ = 14+ 8 = 9, rad (abc) = rad (1-8-9) = 6 y rad (abc)/c =
6/9 = 2/3. Similarmente, si a = 3 , b = 125, la proporcién es 15/64, y si a =1
y b =512 la proporcién es 2/9.

MASSER probé que rad (abc)/c puede ser arbitrariamente pequetio. Con otras
palabras, él probé que si tomamos un numero cualquiera mas grande que 0,
no importa que tan pequenio, podemos encontrar enteros a y b para los cuales
rad (abc)/c sea mds pequeno que ese ndmero.

) 1+1/n/c alcanza un valor

En contraste, la conjetura abc afirma que (rad (abe
minimo siendo n cualquier entero mayor que 1.

Sorprendentemente, una demostracién de la conjetura abc proveeria un ca-
mino para establecer el Ultimo teorema de Fermat en menos de una péagina de
razonamiento matematico. Realmente, muchas conjeturas y teoremas famosos
en teoria de niimeros se seguirian inmediatamente de la conjetura abc, algunas
veces, en pocas lineas.

“La conjetura abc es sorprendentemente simple comparada con las preguntas
profundas en teoria de niimeros que puede resolver”, dice ANDREW J. GRAN-
VILLE de la Universidad de Montreal, en Canadd [15] “Esta extrafia conjetura
resulta equivalente a todos lo problemas principales en teoria de nimeros, y
éste es el centro de todo lo que a ella se refiere”, y anade:

La conjetura abc es el problema mas importante no resuelto en
andlisis diofdntico, escribe GOLDFELD en Math Horizons ([13],
[14]). Aparte de ser muy util, es para los matemdticos tam-
bién una cuestion de belleza. Ver muchos problemas diofanti-
cos inesperadamente encapsulados en una tnica ecuacion, y
coémo todas las subdisciplinas de las matematicas son aspectos
de una unica unidad fundamental que en el fondo es expresable
en lenguaje simple, es emocionante.

No debe pues sorprendernos que los matematicos hayan estado trabajando
duramente para conquistar la fascinante conjetura abc.

Cabe anotar que si los enteros a, b, ¢ son reemplazados por polinomios en una
variable con coeficientes en un cuerpo de caracteristica cero, una proposicién
analoga a la conjetura abc es verdadera. Este resultado es conocido como el
teorema de Mason (véase la seccién 2).

El presente trabajo lo hemos dividido en cuatro secciones de la siguiente
manera.

La seccion 2, De las ecuaciones diofanticas a la conjetura abc, es una
breve exposicién del interés original de la conjetura abc. Presentamos ahi la
conjetura abc en su forma mas conocida y la demostracion de su andlogo en po-

linomios de coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
0.



Lecturas Mateméticas, vol. 34 (1) (2013), pags. 11-75 15

La seccion 3, Aplicaciones de la conjetura abc, contiene algunas de las
md&s importantes consecuencias que se obtienen al asumir que la conjetura abc
es verdadera. Al comienzo de cada una de las aplicaciones hemos incluido las
nociones necesarias para reconstruir cada una de las demostraciones. Otras apli-
caciones de conjetura abc, no menos importantes se encuentran el los articulos
citados en la bibliografia.

En la seccion 4, Conjeturas equivalentes a la conjetura abc, presen-
tamos el enunciado que originalmente OESTERLE hizo de la conjetura abc mo-
tivado por las consideraciones de la conjetura de Szpiro en curvas elipticas, y
su respectiva equivalencia con la conjetura enunciada por MASSER. También
incluimos la equivalencia entre la conjetura abc y la conjetura abc en congruen-
cias, que en principio pareciera ser mas débil.

Finalmente, en la seccién 5, Evidencia de la conjetura abc, exponemos
los resultados a los que llegaron CAMERON L. STEWART y ROBERT T1JDEMAN
en 1986, que fueron mejorados posteriormente por STEWART y KUNRUI YU
en 1991, y en el 2001. Ellos obtuvieron una cota superior para ¢ (siguiendo la
notacién del comienzo de este trabajo), en funcién del radical rad (abc), basados
en estimaciones de YU para formas lineales p—ddicas en logaritmos de niimeros
algebraicos. Definimos ademaés lo que se conoce como buenas triplas, y listamos
las que se conocian hasta enero del ano 2002.

El propésito de este trabajo no es presentar todo lo que tiene que ver con
la conjetura abc, pues, de hecho, un trabajo con tales aspiraciones resultaria
bastante extenso. Lo que queremos es dar una idea lo mas clara posible de lo
poderosa y a la vez sencilla de expresar que resulta ser la conjetura abc.

2. De las ecuaciones diofanticas a la conjetura abc

2.1. Eldltimo teorema de Fermat. Muchos problemas en teoria de niime-
ros tienen la forma: si f = f(x1,x2,23,...,%,) es un polinomio con coeficientes
enteros, jtiene la ecuacién f = 0 soluciones enteras? Tal tipo de preguntas fue-
ron consideradas hace mucho tiempo por el matematico griego DIOFANTO y en
su honor son llamadas problemas diofdnticos.

Por una ecuacidn diofantica se entenderd, pues, una ecuacién polinomia
f(l'l,l'Q,mg,...,xn):b (1)

con coeficientes racionales o enteros. Si esta ecuacion tiene una solucién en los
enteros x1, T2, s, ..., T, entonces diremos que (1,22, Z3,...,Zy,) €s una solu-
cidn entera. Si (1) es homogénea entonces una solucién distinta de (0, .. .,0) se
llama una solucidn no trivial. Una solucién a (1) con racionales z1, z2, T3, . . ., Tp
se llama una solucién racional. Es claro que en el caso de una ecuacién ho-
mogénea el problema de encontrar las soluciones enteras es equivalente al de
encontrar las soluciones racionales.
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Un ecuacién diofantica muy conocida es la ecuacion pitagorica
2, .2 2
e 4yt =z (2)

Las soluciones enteras de esta ecuacion son conocidas como triplas pitagoricas.
Se les llama asi pues PITAGORAS crefa tener demostrado que las longitudes
a, b, c de los lados de un tridngulo rectdngulo satisfacen la relacién

a? + b =2

es asi como la existencia de soluciones de la ecuacién diofdntica (2) justifica
principalmente la existencia de tales tridngulos con lados medibles mediante
nimeros enteros. Para determinar todas las soluciones no triviales de (2) es
suficiente determinar las soluciones primitivas, es decir, las soluciones en las
que z,y, z son positivos y 1 = m.c.d.(z,y, z).2

Si (z,y,2) es una solucién primitiva de (2), entonces
m.c.d.(z,y) =m.c.d. (z,2) =m.c.d. (y, 2)
y ademds z y y no son ambos impares, pues siz =2k + 1y y =2k’ +1 con k

y k' enteros, entonces

x2+y2

(2k +1)% + (2K’ + 1)?
=4+ K+ k+K) +2
=202k +1) (K ez)

:ZQ

lo cual contradice que z sea un entero. Podemos entonces asumir sin pérdida
de generalidad que x es par, y que y y z son impares. El siguiente resultado se
puede remontar hasta la época de DIOFANTO aunque es posible que, al menos
en parte, se haya conocido un poco antes.

Sean a,b enteros primos relativos entre si, no ambos impares, a > b > 1, y
sea
x=a?—b?
y = 2ab (3)
z=a?— b

Entonces (x,y,2) es una solucidn primitiva de la ecuacion pitagdrica, y toda
solucion de (2) puede obtenerse de una unica pareja (a,b) del tipo indicado por
las relaciones (3).

En particular, de acuerdo con este resultado, la ecuacién (2) tiene infinitas
soluciones. El lector puede encontrar mas informacién sobre la ecuacién pi-
tagérica e incluso la prueba del hecho que aqui hemos mencionado en [42, pdg.
31-53].

4m.c. d.(z,y, z) denota el méximo comin divisor de los enteros z,y, z.
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Si consideramos ahora la ecuacién diofantica que generaliza la ecuacién pi-
tagorica,

"yt =" (n>2), (4)
el problema de encontrar sus soluciones es un poco méas desafiante, pues la
situacion, con respecto a la ecuacion pitagorica, es ya muy diferente para cubos,
bicuadrados, y de ahi en adelante.

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Fermat. Se conoce con este
nombre, pues en el margen de su copia de la edicién de BACHET de los trabajos
completos de DIOFANTO, FERMAT escribi6:

Es imposible separar un cubo en dos cubos, o un bicuadra-
do en dos bicuadrados, o en general, cualquier potencia mas
grande que la segunda en potencias de igual grado; he descu-
bierto una prueba realmente extraordinaria pero este margen
es demasiado pequefio para contenerla.’

La copia original se extravid, pero la nota aparecié en la edicion de 1670 de los
trabajos de FERMAT editada en Toulouse por (su hijo) SAMUEL DE FERMAT.
En su History of the Theory of Numbers, volumen II, LEONARD E. DICKSON,
afirma que FERMAT la escribi6 por el ano 1637. PAUL TANNERY (1883) men-
cion6 una carta que FERMAT habia escrito a MARIN MERSENNE en la cual
él deseaba encontrar dos cubos cuya suma fuera un cubo, y dos bicuadrados
cuya suma fuera un bicuadrado, esta carta aparece con la fecha de junio de
1638, en el volumen 7 de Correspondance du Pére Marin Mersenne (1962); el
mismo problema fue propuesto a FRENICLE DE BESsY (1640) en una carta a
MERSENNE, y a JOHN WALLIS y WILLIAM BROUNCKER en una carta a KEg-
NELM DIGBY, escrita en 1657, pero no hay mencién alguna de la extraordinaria
prueba que supuestamente FERMAT habia encontrado. Para méas informacién
véanse [1] y [41, Lectura 1].

En el lenguaje moderno, la afirmacién diria:

La ecuacion x™ + y™ = 2™ no tiene solucion con ©, y y z enteros positivos y
n un numero natural mayor que 2.

Ninguna prueba de esta afirmacion fue encontrada nunca entre los papeles de
FERMAT. Tan solo conocemos una prueba que escribié para el caso particular en
que n = 4 que, de hecho, es una de las dos pruebas hechas por FERMAT en teoria
de nimeros que aun se preservan. La prueba de FERMAT es muy ingeniosa, la
realizé por el método que él mismo denominé descenso infinito, mediante el
cual también se pueden resolver otras ecuaciones diofanticas importantes; para
el lector que esté interesado, en [1], [17, pdg. 14-15] y [41, pdg. 37-38] se ilustra
la manera de emplear este método.

5En el original latino: Cubum in duos cubos, aut quadrato—quadratum in duos quadrato—
quadratos et gemeraliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem
nominis fast est dividere. Cujus rei demostrationem mirabile sane detexi: hanc marginis
exiguitas no caperet.
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Con pocas excepciones, todas las otras afirmaciones que hizo FERMAT habian
sido probadas hacia la mitad del siglo XIX, razén por la cual usualmente a este
problema se le conoce como el iltimo teorema de Fermat, a pesar que ain no
se conocia ninguna demostraciéon. El problema de Fermat fue capturando el
interés de los matematicos y muchas de las mejores mentes se ocuparon de él.
EULER consideré el caso de los cubos, y la primera prueba esencialmente fue
hecha por él; GAUSs dio otra prueba, para el mismo caso, empleando ntimeros
complejos. Ambas pruebas pueden ser vistas en [1] y [41, pag. 39-45].

Alrededor del ano 1820 distinguidos mateméticos franceses y alemanes in-
tentaron intensamente probar el Ultimo teorema de Fermat, pero por mas de
tres siglos y medio, desde el momento en que FERMAT escribié esa inocente
afirmacion, nadie lo logré. Sin embargo, se obtuvieron varias demostraciones
de casos particulares, y en lugar de que el dnimo de los matematicos se des-
vaneciera, las demostraciones de estos casos particulares hacian fortalecer la
idea de que FERMAT tenia razén y que en realidad el caso general era un teo-
rema. Entre los casos particulares que se demostraron, podemos mencionar,
por ejemplo, el caso n = 5 que fue demostrado independientemente por DIRI-
CHLET y LEGENDRE [41]; el caso n = 14 establecido también por DIRICHLET,
en 1832; el caso n = 7 probado por GABRIEL LAME [22], en 1839, prueba que
fue simplificada poco tiempo después, en 1840, por VICTOR LEBESGUE [27]; y
el caso en que n = p es un primo impar tal que 2p 4+ 1 es también un nimero
primo, demostrado por SOPHIE GERMAINE, una matematica francesa. Ademads,
grandes avances en la teoria moderna de nimeros surgieron de intentos fallidos
por demostrar el Gltimo teorema de Fermat, tal como es el caso de la teoria de
numeros algebraicos que se desarrollé a partir del trabajo de KUMMER. Para
mas informacién el lector puede dirigirse a [41].

Este capitulo de la historia de las matematicas lleg6 a su cierre en 1994 con
el trabajo de WILES [59)].

2.2. El teorema de Fermat en anillos de polinomios. Consideremos
ahora la ecuacién (4) y supongamos que tiene soluciones z,y, z no constantes
en C[t]. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que z,y, z no tienen
divisores en comun. Al derivar la ecuacién z" + y"™ = 2" obtenemos:

nm/xnfl + ny/ynfl _ nzlznfl’
dividiendo por el factor comdn n, obtenemos
x/xnfl 4 y/ynfl _ Z/anl . (5)

Multiplicando (4) por y" y (5) por y

y/xn +y/yn — y/zn

/,n—1 1

ya'a" T 4 yyt =y
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y restando una de otra obtenemos

/,n—1 1

y’x"—ymx :y/zn_yzlzn—

xnfl(

Yo —a'y) =2""y'z - 2y).

De acuerdo con la tltima igualdad, 2"~ ! divide al producto 2"~ (y'z — 2'y);
pero como m. c. d. (z,z) = 1 entonces
n—1

x divide a ¢’z — 2'y.

Siy'z — z'y = 0 entonces y'z = z'y y como m. c.d.(z,y) = 1 resulta que y | ¢/,
lo cual no es posible por razones de grado. Por lo tanto, 3’z — 2’y # 0 y como
2"~1 divide a 'z — 2’y entonces

grad (z"~ 1) < grad (v'z — 2'y).
Por otro lado, grad (y') = grad (y) — 1, grad (2') = grad (z) — 1 y grad (2"~ 1) =
(n—1)-grad (z) ; tenemos entonces que
grad (z" 1) < grad (v'z — 2'y)
= max (grad (y'z), grad (2'y))
=grad (y) + grad (z) — 1. (6)
Adicionando grad (z) en ambos lados de (6) obtenemos
ngrad (z) < grad (x) 4 grad (y) + grad (z) — 1
< grad (x) + grad (y) + grad () . (7)

De forma similar a como obtuvimos (7) podemos llegar a las siguientes de-
sigualdades valiéndonos de las simetrias entre z,y vy 2

ngrad (y) < grad (z) + grad (y) + grad (2)
ngrad (z) < grad (z) + grad (y) + grad (2) ;
sumando las tres, obtenemos
n(grad (z) + grad (y) + grad (z)) < 3(grad (z) + grad (y) + grad (z))

y finalmente, dividiendo por el factor comun grad(z) + grad (y) + grad(z)
llegamos a que n < 3, lo cual es evidentemente una contradiccién, pues en la
ecuacién de Fermat el entero n es > 3. Asi queda probado el ultimo teorema
de Fermat para el anillo C[t]. M4s precisamente, tenemos

Proposicién 2.1 (Ultimo teorema de Fermat en polinomios). No existen po-
linomios x(t),y(t), z(t) € C[t] no triviales, primos relativos entre si y no todos
constantes tales que (x(t))n + (y(t))n = (z(t))n siendo n un entero > 3.

Que el teorema de Fermat sea ficil de probar para polinomios, no es un
resultado reciente. La prueba que hemos presentado data del siglo XIX y es
debida a ALEXANDER KORKINE [19]. Una prueba un poco méds complicada fue
hecha por R. L1oUVILLE ([28], [37]) utilizando integracién. La Proposicién 2.1
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sigue siendo vélida si reemplazamos C por un cuerpo de caracteristica 0 o por
un cuerpo de caracteristica p > 0 si suponemos en este tltimo caso que p t n
[2]. En caso contrario el teorema falla. Por ejemplo, si f(t) = t+ 1, g(z) = ¢,
and h(t) = 1 son polinomios de coeficientes en cuerpo de caracteristica p > 0,
entonces f(t)P = g(t)? + h(x)P.

Cuando n = 2 sucede algo similar al caso de los enteros: existen soluciones
polinomias de la ecuacién 22 +y? = 22; por ejemplo, (1—12)2+(2t)? = (1+t2)2.

2.3. El teorema de Mason. RICHARD C. MASON (1983) se propuso buscar
las soluciones a la ecuacién

a(t) +b(t) = c(t),

donde a(t),b(t), c(t) € C[t] ([29]). El resultado de esta bisqueda le condujo al
siguiente resultado

Proposicién 2.2 (Teorema de Mason). Sia(t),b(t), c(t) € C[t] son polinomios

no nulos tales que m.c.d.(a(t),b(t), c(t)) =1 y a(t) + b(t) = ¢(t), entonces
méx{grad a(t), grad b(t), grad c(t)} < No(a(t)b(t)c(t)) — 1,

donde Ny(a(t)b(t)c(t)) denota el nimero de raices distintas del polinomio

a(t)b(t)e(t).

Si f(t) = ap1(t) - px(t)®*, donde o € C* := C\ {0}, es la descomposicién
canénica de f(t) en factores irreducibles en el anillo factorial C[¢], definimos el
radical de f(t) como rad f(t) := p1(t) - - - px(¢).

Los polinomios distintos del polinomio 0 tienen grado > 0. Al polinomio 0 le

asignamos, como es costumbre, el grado grad 0 = —oo. Es decir, un polinomio
es distinto del polinomio 0 si y sélo si su grado es un nimero entero > 0.
Lema 2.1. Si f(t) =p1(t)** - - - pi(t)*, se tiene 1®) | f/(¢).
’ rad f(t)
Demostracion. Es claro que
f(t) -1 -1
= t)€et t)e*k .
@ 0 Pi(1)

Por otro lado,

F(t) = expr (£ pa(t)2 -+ pr(t) + pr(B) Lpa(t) - pi(t)°*

dt
Es claro ahora que p1(t)*~! | f/(t). De la misma manera se demuestra que
pi(t)s =L | f'(t), parai=1,...,k. Como los p;(t) son primos entre sf, tenemos

el resultado.

Lema 2.2. Si f(t), g(t) € C[t] y se tiene que f(t) | g(t) y grad f(t) > grad g(¢),
entonces g = 0.
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Demostracion. Tenemos g(t) = f(t)h(t) para algin h(t) € C[t], de modo
que grad g(t) = grad f(¢) + grad h(t). Pero esto es imposible si queremos que
grad g(t) sea un entero, pues grad f(t) > grad g(t). Luego grad g(t) = —oo, es
decir, g(t) =0. ™
Proposicién 2.3. Sean a(t), b(t) y c(t) € C[t] tales que a(t) + b(t) + c(t) =
0 y m.c.d.(a(t),b(t),c(t)) = 1. Si grada(t) > gradrad[a(t)b(t)c(t)], entonces
a(t)=b(t) =) =0.
Demostracion. En primer lugar observemos que

m.c.d.(a(t),b(t)) = m.c.d.(b(t),c(t)) = m.c.d.(e(t),a(t)) =1.

Por otro lado,

a(t)t'(t) — a'(t)b(t) = ' (H)b(t) — c(OV'(t) = a(t)c'(t) — a’(t)e(t),  (8)

t
como es facil verificar. Por el lema 3.1, Z( )(t) divide tanto a ¢(t) como a ¢/ (t)
radc
b(t
y, por lo tanto, a ¢/(¢)b(t) + ¢(t)b/(¢). De manera semejante, d(b)(t) divide a
ra

/ / . a(t) ..
c()b(t) + c(t)b'(t). Finalmente, (9) muestra rada(l) divide a

a(t)b'(t) —a' (t)b(t) = ¢ (t)b(t) — c(t)b'(t).

Como a(t), b(t) y ¢(t) son primos entre si de dos en dos, también lo son los

cocientes
a(t) b(t) c(t)
rada(t)’ radb(t) Y Tad c(t)”

a(t) _b(t) ) /
rad a(t) rad b(t) rad c(t) | (D)b(E) = (D) -
Pero, también por coprimalidad, (rad a(t))(rad b(t))(rad c¢(t)) =rad(a(t)b(t)c(t)).
Por consiguiente,

Luego

—raz(?(%?(g?(t) | ¢ (D)b(t) — () (£)
Ahora bien, nuestra hipétesis grad a(t) > gradrad[a(t)b(t)c(t)] implica que
gra % = grad a(t)b(t)c(t) — gradrad a(t)b(t)c(t)

> grad a(t)b(t)c(t) — grad a(t) = grad b(t)c(t)

> grad(c'(£)b(t) — c(t)V' (1)) -
Por el lema 3.2, tenemos 0 = ¢/(¢)b(t) — c(t)b'(t) = a(t)b'(t) — a'(t)b(t), o sea,
a(t)b'(t) = a’(t)b(t), lo que implica que a(t) | a’(t), pues m.c.d.(a(t),b(t)) = 1.
Como grada(t) > grada’(t), tenemos finalmente a'(¢t) = 0. De manera seme-
jante se demuestra que ¥'(t) = 0 y, en consecuencia, ¢/(t) =0. ™

~—
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Lo que esta proposicién dice es que si a(t) + b(t) + ¢(t) = 0, el ndmero de
factores irreducibles (o lo que es lo mismo, de primos) de a(t)b(t)c(t) no puede
ser muy pequeno (a menos que las derivadas de los factores a(t), b(t) y c(¢)
sean 0).

El teorema de Mason es ahora una consecuencia de la anterior proposicion.

Demostracion del teorema de Mason. Como estamos en caracteristica 0, a’(t) =
0 implica que a(t) es constante. Luego si ninguno de entre a(t), b(t) y c(t) es
constante, entonces grad a(t) < gradrad(a(t)b(t)c(t)) — 1. Simétricamente,

grad b(t) < gradrad(a(t)b(t)c(t)) — 1,
grad c(t) < gradrad(a(t)b(t)c(t)) — 1.
Por consiguiente,
méx{grada(t), grad b(t), grad c(t)} < grad(rada(t)b(t)c(t)) — 1.
Finalmente, es facil verificar que grad rad(a(t)b(t)c(t)) = No(a(t)b(t)c(t)). ™
La desigualdad del teorema de Mason es la “mejor posible”, en el sentido de
que podemos encontrar infinitos ejemplos en los que el niimero de raices de la

ecuacién abc(t) = 0 es exactamente igual al grado més alto de los polinomios
a(t),b(t), c(t) mas uno. Por ejemplo, en la identidad que consideramos antes

(2t)2 + (12 = 1)* = (> +1)?,
0 si se quiere una un poco mas interesante
"4+ 1=("+1).

Observacién 2.1. La anterior demostracion sigue los lineamentos de la del
entonces estudiante de secundaria NOAH SNYDER publicada en [45]. Los argu-
mentos anteriores siguen siendo validos cuando reemplazamos C por un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Con la version del teorema de Mason en cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica cero se puede probar la siguiente proposicion, un poco més
general que el dltimo teorema de Fermat en polinomios (2.1).

Proposicién 2.1'. Sean z(t), y(t), z(t) polinomios primos relativos, cuyos
coeficientes pertenecen a un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero, y por lo menos uno de ellos tiene grado > 0. Entonces

z(t)" +y()" = 2(1)"
no tiene solucién paran > 3.

Demostracion. Sea n > 3 y supongamos que z,¥, z son polinomios no nulos,
primos relativos entre si, no todos constantes, tales que ™ +y™ = 2™. Aplicamos
el teorema de Mason con a = z™, b = ¢y, y ¢ = 2". Entonces

rad (abc) = rad (z"y"2") = rad (zyz).
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Dado que grad (z™) = ngrad (z),
ngrad (z) < nméx (grad (z), grad (y), grad (z))
= max (grad (z"), grad (y"), grad (z"))
= maéx (grad (a), grad (b), grad (c))
< grad (rad (abc)) — 1 = grad (rad (zyz)) — 1
< grad (zyz) — 1 = grad (z) + grad (y) + grad (z) — 1.

Debido a que la anterior desigualdad se puede obtener también para n grad (y)
y ngrad (z), sumando las tres obtenemos

n(grad (z) + grad (y) + grad (z)) < 3(grad (z) + grad (y) + grad (z)) — 3
< n(grad (z) + grad (y) + grad (z)) — 3,

es decir, 3 < 0, lo cual es imposible. M

2.4. Dos mundos paralelos y el teorema de Mason. Es bien conocido el
paralelismo entre la aritmética de Z y la de K|t], donde K es un cuerpo: ambos
son dominios factoriales o como se dice también dominios de factorizacion
unica. Por esta razon cada vez que se tiene un resultado en Z los matematicos
se preguntan si existe un andlogo de este en K|[t], y reciprocamente.

En particular, dada una ecuacién diofantica o un sistema de ecuaciones
diofdnticas, nos preguntamos si sus andlogos en K|[t] tienen sentido e inten-
tamos entonces estudiar sus soluciones en K[t]. Resulta, en general, que de-
mostrar entonces estos andlogos en K[t] es mas sencillo que en Z, sobre todo
si K es un cuerpo finito, o reciprocamente. Este el caso del teorema de Mason
en K[t] cuando K es un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica 0.
Es decir, nos atreveriamos a conjeturar que analogo de la Proposicién 2.2 fuese
algo asi:

Sia+b=ccon a,b,c enteros primos relativos, entonces el nimero total de
factores primos de a (b o ¢) contando multiplicidades, es menor que el niimero
total de factores primos distintos de abc.

Pero al revisar el enunciado anterior, uno encuentra contraejemplos rapida-
mente: 1 +1 =2 1+3=401+7 = 8. Mas generalmente, si 2" — 1 = p,
n > 2, es primo, la afirmacién muestra que n < 2 (tomando a = 2", b = —1
y ¢ = p, entonces n es el numero de factores primos de a y 2 el nimero de
factores primos distintos de abc), lo cual es contradictorio.

Quizé si modificdramos un poco la anterior conjetura obtendriamos un mejor
resultado.

Por mucho tiempo en teoria analitica de niimeros se ha establecido la impor-
tancia de la funcién logaritmo cuando se trata de contar primos. Quiza entonces,
la medida apropiada para un entero a = Hp p®» andloga al grado en el caso de
los polinomios, no es Zp ep, si no Ep eplogp = log a. Reemplazando el nimero
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total de factores distintos de abc por Zp|abc logp vy aplicando exponencial a

ambos lados, tendriamos la siguiente conjetura:

Sia+b=c con a,b,c enteros primos relativos, entonces max{a,b,c} < Hmabc p.

Desafortunadamente de nuevo encontramos contraejemplos rapidamente: 1+
8=9,5+27=32,14+48=49,14+63 =641+80=281,32+49=281...
Sin embargo, en todos estos ejemplos el cociente méx{a,b,c}/ Hp‘abcp nunca
es demasiado grande. En realidad, cuando 1 < a,b,c¢ < 1000 la proporcién
més grande encontrada es 9/2 que ocurre cuando a = 1, b = 2% y ¢ = 32 - 19,
max{a, b, c}/ [, ape P = 3%-.19/3-2-19.

Lo anterior nos sugiere que, posiblemente, si multiplicaramos el lado derecho
de la desigualdad méx{a,b,c} < leabc p por una constante convenientemente
grande (tal vez 5), podriamos obtener una desigualdad vélida.

Pero atn asi, igual es falso para a = 1 y ¢ = 2P(?=1) donde p es algin primo
grande, pues tenemos que b = 2P(P~1 _ 1 es divisible por p? (ya que por el
teorema de Euler 27! = 1 (méd p?) = 2°P~Y =1 (méd p?)); si suponemos
que existe tal constante k tal que max{a,b,c} = 2P~ < (2b/p)k, como
2(2v(P=1) — 1)k —2P(P=1)p = 2P(P=1)(2k — p) — 2k y p puede ser tan grande como
se quiera, la diferencia anterior no necesariamente es mayor que cero.

Atn cuando los cédlculos numéricos actuales indican que estamos muy cerca
de llegar a algo que sea vélido, todo parece indicar que esto se va ha lograr
haciendo solamente pequenas modificaciones.

Conjetura 1 (Conjetura abc). Para todo € > 0 existe una constante k. tal
que, si a,b,c son enteros positivos primos relativos, para los cuales a + b = ¢

entonces:
1+e
c < k. < H p) .

plabe

Una de las metas en la formulacién del andlogo al teorema de Mason era que
pudiéramos deducir el dltimo teorema de Fermat sobre los enteros. Veamos a
qué resultado llegamos con la conjetura anterior.

Sea (z,y, z) una solucién entera a la ecuacién de Fermat (4) donde x y y son
ambos positivos. Ponemos a = 2", b = y™ y ¢ = 2™. Segtn la conjetura anterior
debemos saber exactamente cuéles son los primos que dividen al producto zyz.
Esta informacion no la tenemos, pero dado que = y y son positivos entonces
los dos son més pequeios que z, de modo que zyz < z3. Por lo tanto, segin la
conjetura, dado € existe una constante k. para la cual

1+e€
2" < If6< H p> < k6(23)1+€,

plryz
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si tomamos € = 1/6 y n > 4 tenemos que 2n—3(1+(1/6)) < k;l/g. Como n > 4
entonces n — 3(1 4 (1/6)) > n/8 y de la conjetura abc deducimos

2" < kzlg/es;

hemos probado entonces que para cualquier solucién de " +y™ = 2" conn > 4
los ntimeros z™,y™, 2™ estan por debajo de alguna cota, por lo tanto, existen
s6lo un nimero finito de tales soluciones.

Esta versién del teorema que Fermat es conocida como el teorema asintdtico
de Fermat.

Si tuviéramos una version explicita de la conjetura abe, esto es, con los valores
de k. explicitos, podriamos dar una cota explicita sobre todas las soluciones de
la ecuacion de Fermat y calcular hasta dicha cota si existen o no soluciones. Esta
no seria la prueba mas elegante del ultimo teorema de Fermat, pero habriamos
conseguido el objetivo.

La conjetura abc fue enunciada por OESTERLE y MASSER en 1985 [38].
MASSER estaba motivado por las proposiciones analogas sobre Z del teorema
de Mason, mientras que OESTERLE lo estaba por consideraciones de la conjetura
de SZPIRO en curvas elipticas.

Originalmente OESTERLE enuncié la conjetura en la siguiente forma:

Si a,b, c son enteros primos relativos, que satisfacen a + b = ¢ entonces,

_ _ logmax ([a], |b], [¢])
L= L{a,b,e) = log rad (abc)

es acotado.

MASSER [30] refiné el enunciado , y le dio la forma més comin que es la que
presentamos anteriormente.

Consideremos las triplas del cuadro 1. Nétese que

> logp

plabe

es mayor que log c. La conjetura abe lo que afirma es que ) log p no puede

ser mucho maés grande que log c.

plabe

Si escribimos la desigualdad de la conjetura abc como

loge<k+(1+e¢)- Zlogp,

plabe

donde k = log k., en particular, podemos decir que la conjetura abc afirma que
si se fija el radical, esto es, si consideramos sumas en las que abc tienen los
mismos factores primos, entonces hay s6lo un nimero finito de tales sumas.

La importancia del € que aparece en la version de MASSER se puede apre-
ciar en el siguiente ejemplo desarrollado por WOJTEK JASTRZEBOWSKI y DAN
SPIELMAN.
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a+b=c log ¢ | 2 plabe 108 P
243=5 log b log 30
9416 =25 log 25 log 30
34125 =128 log 128 log 30

19-1307 +7-292-318 =28.322.5% | 36,1523 --- | 22,2683 - - -

CuaDRO 1. Ejemplos de triplas (a, b, ¢)

Mostraremos que no existe k tal que ¢ < krad (abc), para triplas (a, b, ¢) que
cumplan las condiciones de la hipétesis. Si n € Z*T, tomemos a,, = 3*" —1, b, =
1, ¢, = 3%". Entonces para cada entero positivo n, m. c.d. (Qnybp,cn) =1y
an, + by, = ¢p, por lo tanto, (an,bn,c,) satisface las hipdtesis de la conjetura
abc. Supongamos que existe una constante k tal que

32" < krad (anbncn);

como 2"|(3%" — 1) y

n 32" -1 32" 1
rad (a,bnc,) = 3rad (32" — 1) = 3rad (2” T om ) <3.-2- T

32" 1
2’”,

tenemos que 32" < 6k - . Multiplicando ambos lados de la desigualdad

por 2" y dividiendo por 32" obtenemos: 2" < 6k - @, lo cual implica que

para cadan € ZT, 2"~ < 6k, y esto es evidentemente una contradiccién. Este
ejemplo fue presentado por SERGE LANG (véase [24]).

3. Aplicaciones de la conjetura abc

La conjetura abc parece estar siempre situada sobre la frontera entre lo co-
nocido y lo desconocido. Es una simple, pero poderosa afirmacion, entre las
propiedades aditivas y multiplicativas de los enteros, con la cual es posible pro-
bar muchos teoremas en teoria de niimeros que se ven muy dificiles sin ella, por
ejemplo, el ultimo teorema de Fermat para exponentes suficientemente grandes,
tal como fue mostrado en la seccién anterior. En esta seccién presentaremos
algunas de estas consecuencias bajo la hipdtesis de que la conjetura abc sea
verdadera.

3.1. Conjetura de Catalan. La conjetura de Catalan asegura que 8 y 9 son
las Uinicas potencias consecutivas. Con otras palabras, que la tinica solucién de
la ecuacion de Catalan

2" -yt =1 (9)

con x,y, m,n enteros mayores que 1 es 32 — 23 = 1.
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Veamos algo de la historia de este problema. El enunciado de esta conjetura
aparecié en una carta que escribié CATALAN en 1884 [5]. En 1850 VICTOR
LEBESGUE, usando enteros gaussianos, probé que la ecuaciéon ™ — y% = 1 no
tiene solucién en enteros positivos z,y cuando m > 2 [25]. En 1964, CHAO KO
[18] probd que x? — y™ = 1 no tiene soluciones en enteros positivos cuando
n > 2 (después del resultado de LEBESGUE se necesitaron casi 120 afios para
establecer este caso especial). TIIDEMAN, en 1976, demostré que hay a lo sumo
un numero finito de potencias consecutivas [50]. Finalmente, en 2004, PREDA
MIHAILESCU [32] logré una demostracién completa de este resultado. El lector
que esté interesado en conocer detalles anteriores a esta demostracién bien
puede puede consultar [42] y [43].

De acuerdo con lo anterior, serd suficiente considerar la ecuacién de Catalan
cuando min (m,n) > 3.

Teorema 3.1 (Teorema asintético de Catalan o teorema de Tidjeman). La
conjetura abc implica que la ecuacion de Catalan tiene solo un numero finito
de soluciones.

Demostracidn. Sea (x,y, m,n) una solucién a la ecuacién de Catalan (9). Enton-
ces x, y son primos relativos (ya que si p|z y ply, p|(z™ —y™) lo cual implicaria
que p|1). Aplicando la conjetura abc con a = 2™, b= —y™, c =1y e = 1/,
existe una constante k4 tal que

n m ¢ m . n m_mny)o/4 5/4
y" < 2™ =méx (™, y", 1) < ki u(rad (z"y")) " k1 4 (rad (zy)) ",
Entonces,
5 )
nlogy < mlogz < logky, + 1 logzy = log kyjy + Z(loga: +logy),
y sumando las desigualdades correspondientes a logx y logy obtenemos
5
mlogx +nlogy < 2logk; ; + §(loga: +logy),

lo cual implica que

5 5
(m—a) logx + (n— §>logy<21ogk1/4. (10)
Como z,y > 2, se sigue que
2logk
(m+n—>5)log2 < 2logk; ym +n < %4-5.

De acuerdo con esta ltima desigualdad, tenemos que hay s6lo un ntimero finito
de parejas (m,n) de enteros para los cuales la ecuacién de Catalan es soluble.
Ademds, para exponentes fijos m > 3 y n > 3 la ecuacién (10) tiene solo un
nimero finito de soluciones en enteros positivos x y y. Por lo tanto, el conjunto
de soluciones (z,y, m,n) es finito, y ésto completa la demostracion. ]
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3.2. Primos de Wieferich. Sean n € Z y p un primo. Entonces si n # 0
existe un entero no negativo d tal que p?|n pero p?*t! { n. El ntimero d es
llamado el orden de n en p y se denota por ord, n. Por convencién, si n = 0,
ord, 0 = oo.

Diremos entonces que un entero positivo v es un numero poderoso si para
cada primo p que divide a v, ord, v > 2.

Por el pequeno teorema de Fermat sabemos que para todo primo impar p,
2P~1 =1 (méd p), es decir, p divide 2P~! — 1. Un primo impar p tal que

2771 £ 1 (méd p?)
se llama un primo de Wieferich.
Por ejemplo, 3, 5 y 7 son primos de Wieferich dado que 2% # 1 (méd 9),
24 #£1 (méd 25), y 26 # 1 (méd 49).
WIEFERICH [58] probé que si p es un ntimero primo impar para el cual la
ecuacion de Fermat
2P 4 yP = 2P
tiene una solucién en enteros z,y, z con m. c.d. (p, zyz) = 1, entonces
2P~ =1 (méd p?).

Los céalculos que se han hecho sugieren que tales primos son muy raros pero
que también hay “muchos” primos que son primos de Wieferich. Atin no se
conoce si existen infinitos primos que sean primos de Wieferich ni tampoco si
existen infinitos primos que no lo sean. Ahora bien, asumiendo la conjetura abc
podemos dar una demostracién de que el conjunto W de primos de Wieferich
es infinito. Esta prueba se debe a JOSEPH H. SILVERMAN [44]. Empezamos este
demostracién con el siguiente lema:

Lema 3.1. Sea p un primo impar. Si existe un enteron tal que 2" =1 (méd p)
pero 2" # 1 (méd p?), entonces p es un primo de Wieferich.

Demostracion. Sea d el orden de 2 médulo p (es decir, d es el menor entero
positivo tal que 2¢ =1 (mdd p)), entonces d|n. Dado que 2" # 1 (méd p?), se
sigue que 2¢ # 1 (méd p?), de modo que 2¢ = 1 + kp donde m.c.d. (k,p) = 1.
Ademds, como 271 =1 (méd p), entonces d|(p—1), es decir, p—1 = de donde
e es un entero tal que 1 < e < p — 1. Tenemos entonces que m.c.d. (ek,p) =1

y
21)—1 _ 2(16 —_ (2(1)6 _ (1 4 kjp)e.

Ltk =) (j) (kp)' = <§> + (‘j) kp (méd p%)

t=0

Como

entonces,
27l =14ekp (médp?), 2P71#1 (méd p?),

y por lo tanto p es un primo de Wieferich. ™
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Teorema 3.2. La conjetura abc implica que existen infinitos primos de Wie-
ferich.

Demostracion. Para cada entero positivo n escribimos
2" — 1 = unyvy,

donde v,, es el nimero poderoso maximal que divide a 2 — 1. Es decir,

P | S

p|2" —1,0rd, (2" —1)>2 p|2" —1,0ord, (2" —1)=1
Tenemos entonces que u,, es libre de cuadrados, y como para cada primo p que
divide a u, se cumple
2" =1 (méd p), 2"#1 (méd p?),

se sigue, del Lema 3.1, que p € W, de modo que u, es un entero libre de
cuadrados divisible iinicamente por primos de Wieferich.

Supongamos ahora que W es finito. Entonces existe solo un ntimero finito de
enteros sin factores cuadraticos cuyos tnicos divisores son primos de Wieferich.
En consecuencia, el conjunto {u, : n =1,2,...} es finito, y como {2" —1:n =
1,2,...} es infinito, esto implica que {v, : n = 1,2,...} es también infinito.
Por otra parte, por ser v, un nimero poderoso,

rad (v,) < v}/,
Sea 0 < € < 1. Aplicando la conjetura abc a la identidad
2" -1)+1=2"
como v, < 2™ — 1 obtenemos,
Up < 2" = méx (2" —1,1,2") < ke rad (27(2" — 1))
= kerad (2unv,) ¢ < ke(2uy) T rad (v,) ¢ < KL - 0192

donde k! = k. - s, siendo s una constante tal que u, < s para cada n. La
ultima desigualdad que obtuvimos implica que los v, estan acotados, lo cual,
por supuesto, es una contradiccién. Por lo tanto, W no puede ser finito. ¥

3.3. Conjetura original de Hall. Esta conjetura la formulé MARSHALL
HaLL, JR. en 1970 [16].°

Conjetura 2 (Conjetura original de Hall). Sean u y v nimeros enteros, primos
relativos” tales que u® —v? # 0. Entonces

|u3 _ ’U2| > |’U,|1/2_€.

6Para ella existe una versién polinomia demostrada, en 1965, por HAROLD DAVENPORT
[7].

7Originalmente la hipétesis de que u y v son primos relativos no fue hecha, pero dado
cualquier par de enteros no nulos podemos eliminar los factores que tienen en comun y
continuar como se hace en la demostracién de LANG.
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Teorema 3.3. La conjetura abc implica la conjetura original de Hall.

Demostracion. La siguiente prueba se debe a LANG [23]. Nétese que equiva-
lentemente se podria afirmar que si v?2 = u? + ¢ para algiin t € Z, entonces ¢
estd acotado. En particular, la conjetura abc implicaria que

lu| < |t]*e. (11)

A continuacién, probaremos una afirmacién un poco mas general. Fijamos a, b €
7Z no nulos, y m,n € Z* tales que mn > m + n. Pongamos

a-u"4+b-0" =k
Para ¢/ > 0 fijo, aplicamos la conjetura abc a la anterior igualdad y obtenemos

Ju™ < |u-v - rad(k)["

y
o] < |u-v-rad(k)] . (12)
Sin pérdida de la generalidad, supongamos que |a - u™| < |b - v™|. Entonces
ju] < fol/m. (13)

Por (12) y (13):

)

|U|n < ‘UﬁJrl -rad (k)‘prﬁ/ = |U (ﬁ+1)(1+6') . (rad k)1+6/

por lo tanto,

|v|”_(%+1) (+e) o (rad k)1+€l

)
y en consecuencia;:

(1+eHm (1+eHm

|’U| < (rad k) nme(ntm)(1+e’) < knm-(n+m)(1+€)

Entonces, por (13)
(14€)n
|u| & knm-(mtn)(a+e) | (14)
Teniendo establecido el caso general, podemos ahora, establecer la implicacion
de la conjetura de Hall. Tomamos ¢ = 11_2—526, Entonces ¢/ = . Escogemos
m=3,n=2,a=1y b= —1, de esta manera la ecuacién

a-u"+b- 0" =k

S
12+5¢

que vamos a considerar es
wd—0? =k
Por (14):®
2 12¢/
= k2t

1—5€’
)

242/
|u| < kl—&e’
y entonces

1 _12é 2+( 12¢/ )(l_ 12¢/ ) 13, _12¢ _( 12¢/ )2
|u|2 -5 L k -5 )\27 1-5¢ /) = k7 2715 \1-5¢/ |

SNétese que de la desigualdad que obtenemos se puede llegar a (11) escrita anteriormente.
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Sustituyendo por e obtenemos
lul? 7€ < ke <k,
que finalmente nos conduce a

u|?7¢ < [u® =0, ©

3.4. Una forma efectiva de la conjetura abc. TobpD COCHRANE y RoO-
BERT E. DRESSLER [6] se preguntaron si la distancia entre dos enteros positivos
A, C tales que C — A < A < C y con los mismos factores primos podria ser
pequena. A partir de la conjetura abe, ellos lograron demostrar que para todo
€ > 0, la desigualdad C' — A < A'/27¢ tiene sélo un nimero finito de soluciones
(4,0).

En esta seccion, asumiendo una forma débil, pero efectiva, de la conjetura
abe, demostraremos que C — A > A%? siempre, excepto en dos casos dados
explicitamente.

Consideremos las triplas (a, b, ¢) de enteros positivos que satisfacen:
a+b=c
a<b (15)
m.c.d. (a,b,c) = 1.
Para cada tripla (a,b, c), sea
log c
L=1L(a,b,c) = —————.
(a,b.c) log rad (abc)
Consideremos, ademds, las parejas (A4, C) de enteros positivos que satisfacen:
C-—A<A<C y
rad (A) = rad (C),
las cuales se llaman parejas admisibles.
Para cada pareja admisible (A, C') definimos
log(C' — A)
= A =
& Oé( ? C) 10gA )
de modo que A* = C — A.
Si p es un nimero primo, escribimos p”||n si p”|n pero p" Tt { n.
Lema 3.2. Si (A, C) es una pareja admisible, entonces para todo entero posi-
tivo d la pareja (Ad, Cd) es también admisible, a(A, C) < a(Ad, Cd) para todo
d>1ylimg o a(Ad,Cd) = 1.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que si d > 1 entonces (Ad,Cd) es
una pareja admisible. Dado que C — A < A < C, por ser d un entero positivo
tenemos que (C—A)d < Ad < Cdy ademés rad (Ad) = rad (Cd) pues, si p es un
primo tal que p|rad (Ad) entonces p|d o p|A, y sabemos que rad (A) = rad (C),
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luego, en cualquiera de los dos casos p|rad (Cd) ; asi que rad (Ad)|rad (Cd), y
similarmente, rad (Cd)|rad (Ad). Por lo tanto, rad (Ad) = rad (Cd), y con ésto,
(Ad, Cd) es una pareja admisible. Ahora veamos que a(4, C) < a(Ad, Cd) para
cada entero d > 1. Tenemos lo siguiente:

log(C — A
a(a,0) = 222,
log(Cd — Ad

Como C — A < A, entonces log(C' — A) < log A. Asi que

log(C — A)logd < log Alogd,
log(C' — A)(logd + log A) < log A(logd + log(C — A)),
log(C — A) - logd + log(C — A)
log A logd +log A
log((C — A)d)
- log Ad

que era lo que se queria.

Faltaria ver que limy_,o a(Ad,Cd) = 1.

log(C—A)
logd + 1 —A 1+ ==
lim a(Ad,Cd) = lm 084F108C=A) o T T eed
d—o0 d—oo  logd+logA d—oo 14 ll‘ggg‘;‘

Decimos que la pareja admisible (A, C) es una pareja reducida si para cada
primo p que divida a A, la pareja (A/p, C/p) no es admisible.

Lema 3.3. (1) La pareja admisible (A, C) es reducida si y sélo si, para todo
primo p que divida a A se tiene p||A y p?|C o p||C y p?|A.
(11) Para cada pareja admisible (A, C) existe un tnico entero d tal que

dlm.c.d.(A,C),
v la pareja (Ad, Cd) es admisible y reducida.

Demostracion. (=) Sean (A, C) una pareja reducida y p un ntmero primo. Si
p||A v p||C entonces rad (A/p) = rad(C/p), es decir, (A/p,C/p) es una pareja
admisible. Ahora bien, si suponemos que p?|A y p?|C para algiin primo p, dado
que rad(A) = rad(C), también en este caso tenemos que (A/p,C/p) es una
pareja admisible. Pero esto contradice que (A, C') sea una pareja reducida, por
lo tanto, para cada primo p se tiene que: p||4 y p*|C o p||C y p?|A.
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(<) Supongamos ahora que para cada primo p tal que p|A se tiene p||A y
p?|C, o p||C y p?|A. Si existiera un primo p para el cual la pareja (A4/p, C/p)
fuese admisible entonces, rad(A/ p) = rad(C’ / p), pero esto no posible pues:

e Sip|lAyp?C, p| rad (C/p) pero p { rad (A/p).
e Sip||Cy p?lA, p| rad (A/p) pero p { rad (C/p).

Por lo tanto, la pareja (A, C) es una pareja reducida. Para cada primo p que
divida a A, sea

) min (ordy(A),ord,(C)) — 1; siord,(A) #
P Y ord,y(A); si ord,(A) =
Tomemos d de manera que
ord,(d) = S, < min (ord,(A), ord,(C)).
Entonces
dlm.c.d.(4,C).
Por construccion,

ordy(A) < ord,(C) = ordy(d) = ordy(A) — 1;

ord, (%) =1

y en este caso

y
ord, (%) = ord,(C) — (ordp(A) -1)>2.
Similarmente, en el caso en que ord,(A) > ord,(C) tenemos
C A
ord, (E) =1 ord, (E)
Si ord,(A) = ord,(C), tenemos ord,(d) = ord,(A) = ord,(C) y en este caso

on2) o (5) -

Se sigue, que rad (A/d) = rad (C/d). Como (A,C) es una pareja admisible
entonces, C — A < A < C, y por lo tanto C/d— A/d < A/d < C/d. Nétese que
d # 0 pues A y C no son 0. De esta manera, (A/d, C/d) es también una pareja
admisible, y aplicando la parte (I), (A/d,C/d) que es reducida. Ademés d, por
construccion, es tnica.

Para una pareja admisible (A, C') definimos la tripla (a,b,c) de la siguiente
manera

C—-A A C
a4 = ———"7 = c =

rad (A)’ rad (4), rad (a)’
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Y para una tripla de enteros positivos (a, b, ¢) que satisface (15), definimos la
pareja (A, C') como sigue

A=1b-rad(be), C =c-rad(be).
Entonces C — A = a - rad (bc).

Lema 3.4. (1) La tripla (a,b,c) definida por la pareja admisible (A, C) sa-
tisface (15).
(1) La pareja (A, C) definida por la tripla (a,b, c) es admisible y reducida.
(1) Las féormulas de (a, b, c) y (A, C) corresponden a las triplas que satisfacen
(15) y las parejas admisibles reducidas, respectivamente.

Demostracion. (I) Sea (A, C) una pareja admisible reducida, y (a, b, ¢) la tripla
definida por ella. Entonces, dado que C — A < A < C, tenemos que a, by ¢
son enteros positivos, a < ¢ y ademads
Cc—-A A C
b = = = C. 16

ot rad (A) * rad (A) rad(A) ¢ (16)
Si p es un primo tal que p | (A/rad(A)), p | (C/rad(A)) entonces, p*|A y p?|C.
Pero, esto contradice que (4, C) sea reducida (Lema 3.3. (i)). Por lo tanto,

m.c.d. (ﬁ,ﬁ)zL

y esto termina la prueba, ya que lo anterior implica que m.c.d. (a,b,c) = 1.

(II) Veamos que la pareja (A4, C) definida por la tripla (a, b, c) es admisible
y reducida.

C—A=a-rad(bc) <b-rad(bc) = A < (a+b) -rad (bc) = C.

Ademds, rad (A) = rad (b-rad (bc)) = rad(bc) = rad (¢ - rad (bc)) = rad (C).
Por lo tanto, (A, C) es una pareja admisible.

Ahora bien, usando el Lema 3.3. (i), veamos que (4, C) es reducida. Si p es
un primo tal que p2|(b - rad (bc)), dado que m.c.d. (a,b,c¢) = 1 entonces, p|b
y por lo tanto, p t ¢y p* 1 (c - rad (bc)). Es decir, p||C. Similarmente ocurre
cuando tomamos un primo p tal que p? | (c~ rad (bc)). De esta manera, para cada
primo p que divide a A tenemos que p?|A y p||C o p?|C y p| A.

(III) Sea (A, C) una pareja admisible y reducida. Veamos que existe una
tripla (a, b, ¢) que la define.

S _C-A b A _C

 tomamos @ = rad (A)”~ rad(A) YT Tad (A)
tripla (a, b, c) es precisamente la pareja (A, C) pues
AC

rad (W) = rad (AC),

ya que para cada primo p, si p|(AC/(rad A)?) entonces p|AC vy, si suponemos
que existe un primo q tal que, g|rad (AC) =rad (A) y ¢ 1 (AC/(rad A)?), dado

, la pareja que define la
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que (A, C) es reducida entonces ¢||A y ¢?|C o, ¢*|A y ¢q||C. Pero en cualquiera
de los dos casos tendremos que ¢3|AC, y esto implica que q|(AC/(rad A)?), lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto,

rad (bc) = rad (ﬁ) =rad (AC) =rad (A4)
entonces,
b-rad (be) = rad () -rad (A) = A
y
c¢-rad (be) = % -rad (A) = C.

Finalmente, veamos que para cada tripla (a, b, ¢) existe una pareja admisible y
reducida (4, C) que la define. Sea A =b-rad (bc) y C = c¢-rad (bc). La tripla
definida por la pareja b - rad (be), ¢ - rad (bc) es precisamente la tripla (a, b, ¢)
pues,

C—-—A (c—b)-rad(bc) (c—0b)-rad(bc)

rad (A)  rad (b-rad (bc)) - rad (bc) -
A b - rad (bc) b - rad (bc)

rad(A)  rad (b-rad (bc))  rad(be)
C  c-rad(bc)  c-rad(bc) e o

rad (A)  rad (b-rad (bc)) rad (bc)

Podemos ahora enunciar una versién de la conjetura abc de la siguiente
manera:

Conjetura 1’. Para todo niimero real ¢ > 1 existe solo un niimero finito de
triplas (a, b, ¢) que satisfacen las condiciones (15) y L(a,b,c) > q.

(Recordemos que la anterior fue la forma en la que originalmente OES-
TERLE enuncié la conjetura abc.)

Conjetura 3. Sdlo hay 11 triplas (a,b,c) que satisfacen L(a,b,c) > 1,5.

Las 11 triplas a las que se refiere la Conjetura 3 se encuentran en el Cuadro
2.

Observacién 3.1. La Conjetura (1’) s6lo garantiza que existe un ntiimero finito
de triplas (a, b, ¢) para las cuales L(a,b,c) > 1,5, pero no nos asegura que ese
nimero sea 11, por lo tanto, no implica la Conjetura 3. Tampoco esta ltima
implica la primera, pues podria existir un nimero real g, 0 < gg < 1,5 para el
cual infinitas triplas (a, b, ¢) satisfagan 1,5 > L(a, b, ¢) > go. Decimos entonces,
simplemente, que la Conjetura 3 es una versién débil de la Conjetura (1').

Teorema 3.4. Para una pareja (A,C) admisible y reducida, sea (a,b,c) la
tripla que ella define. Si o = a(A,C) < t < 1/2 entonces, L = L(a,b,c) >

1-1¢
— > 1.
4
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| Ny | a b c | L(a,b,c) |
1. 319.109 23° 1,629912
2. 11 32.56.73 221. 923 1,625991
3. 19 - 1307 7-292.318 28.322. 54 1,623490
4. 283 511.132 28.3%. 173 1,580756
5. 1 2.37 5.7 1,567887
6. 73 310 21199 1,547075
7. | 7?-41%2-311% | 11%6.132.79 | 2.3%.523.953 | 1,54434
8. 53 29.317.13% | 11°-17-31%-137 | 1,536714
9. 13-19° 2030 .5 313.112.31 1,526999
10. | 3'8.23.2269 | 17%-29- 318 210.52.1715 1,522160
11. 239 58.173 210. 374 1,502839

CuADRO 2. Triplas conocidas para las cuales L(a,b,c) > 1,5.

Demostracion. Recordemos que

Como a =

la demostraciéon del Lema 3.4. (iii), rad (bc) = rad (

alA,C) =

rad (A4)

log(C — A)
log A

rad (A) y, A =10b-rad (be). Tenemos que

lo cual implica

Entonces

a'~* - (rad (A))lfa <a-(rad (A))lfa = b*.

y por lo tanto

L(a,b,c) =

AC
(rad A)?

a-rad(A) = (b-rad(4)),

o

a-rad(A) < bT-o

log ¢
~ lograd (abc)’

entonces, C — A = a-rad(A) = A®. Y de acuerdo con

) = rad (AC) =

't = rad (abe) = rad (a) - rad (be) = rad (a) - rad (A)
<a-rad(4) < bToe < cToa,

Asi, obtenemos que
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Dado que 0 < o < 1, pues C'y A son enteros positivos y C — A < A < C, la
anterior desigualdad nos conduce finalmente a

1-— 1—-¢ 2/1
L> . R e R
o t t\2

% — € obtenemos L > 1+ %e. Aplicando la conjetura abc

tenemos que, para cada ¢ = 1+ %e existe sélo un numero finito de triplas (a, b, ¢)

Si ponemos t =

para las cuales L > 1+ %e. Ahora bien, si recordamos la correspondencia entre
las triplas (a, b, c) y las parejas admisible y reducidas (A, C') (Lema 3.4. (iii)),
esto nos conduce a que para cada € > 0 existe s6lo un niimero finito de parejas
admisibles y reducidas (4, C) para las cuales a(4, B) < 3 — €.

Ademsds, el nimero de parejas admisibles (A, C) (no necesariamente reduci-

das) que satisfacen la desigualdad a(4,C) < % — € también es finito pues,

por el Lema 3.2, si (A,C) es una pareja admisible y d es entero positivo,
limg 00 a(Ad, Cd) = 1. La sucesién

{(Ad, Cd)} 32, (17)
es estrictamente creciente ya que C — A < A implica que para cada d,
log(C — A) - (log(d + 1) — log(d)) < log(A) - (log(d + 1) — log(d));
lo cual, haciendo un céalculo simple nos conduce a

log(C — A)d - log(C — A)(d+1)
log Ad log A(d+ 1)

Tenemos con esto, que sélo para un numero finito de enteros d, a(Ad,Cd) <
1/2 —e€ (ya que 1 es el inico punto de acumulacién de la sucesién (17)), y como
a cada pareja admisible (A, C) corresponde una tnica pareja reducida (Lema
3.3. (ii)) segin lo anterior, si la pareja admisible (A4, C) satisface a(A,C) <
1/2 — € entonces necesariamente su pareja reducida debe satisfacer la misma
desigualdad, lo cual nos conduce directamente al resultado.

En resumen, para cada € (0 < € < 1/2) existe s6lo un ndmero finito de
parejas admisibles (A, C), tales que C' — A > A'/?~,
Este resultado se debe a T. CROCHRANE y R. E. DRESSLER (véase [6]).

Colorario 1. Si existen exactamente 11 triplas que satisfacen L(a,b,c) > 1,5
entonces, salvo dos casos, para todas las parejas (A, C) admisibles y reducidas
se cumple C' — A > A%4,

Demostracion. Sea t = 0,4, segin el Teorema 3.4 y el Lema 3.4. (iii) las pare-
jas admisibles y reducidas que satisfacen a(A,C) < 0,4 son precisamente las
que corresponden a las triplas (a, b, c) tales que L(a,b,c) > 1,5. La prueba se
concluye haciendo los cdlculos de acuerdo con el cuadro 2. ¥
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Colorario 2. Si existe una pareja admisible (A’,C") para la cual a(A’,C") <
%, se puede encontrar una tripla (a,b,c) que satisfaga las condiciones (15) y
L(a,b,c) > 2.

Demostracion. Por el Lema 3.3. (ii) sabemos que para la pareja (A’, C’) existe
un entero positivo d para el cual la pareja (A’'/d,C’/d) = (A, C) es admisible
y reducida. Ademds, por el Lema 3.2, a(A,C) < 1/3. Finalmente, aplicando
el Teorema 3.4 a la pareja (A, C), sabemos que para la tripla (a, b, c) que ella
define se tiene que L(a,b,c) > 2.

3.5. Soluciones a la ecuacién diofantica ax” + By® + vzt = 0.

Teorema 3.5. Asumiendo la conjetura abc, fijamos 0 < € < 1 y enteros «, 3,.
Entonces la ecuacién diofantica ax” + By® +~zt = 0 tiene sélo un nimero finito
de soluciones en enteros x,y, z, 1, S,t que satisfacen

xyz # 0,
m.c.d.(z,y) =m.c.d. (z,2) =m.c.d. (y,2) =1,
r,s,t >0,
1 1 1
- +-+-<l1l-e
r s i
Ademas, el niimero de tales soluciones puede ser efectivamente calculable si la
constante k. de la conjetura abc es efectiva.

Demostracion. Consideremos x,y, z,, s,t una de las soluciones descritas en el
teorema. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer m. c.d. (z,y,2) = 1. La
conjetura abc implica que existe una constante k. para la cual

’ r s 1+e €
méx{|az"|, |By°|, |v2'[} < ke(rad (afyzyz)) " < keafyaye'te. (18)
Supongamos que |az”| < |By*| < |yz!|, asi que

1/r 1/s
x| < e

t/r i
e yy<‘_
K lyl 3

a
Por (18) tenemos entonces que

|Z| <k, - |Z1/t+1/.9+1/7"|1+E <k, - |Z|1—62.
Por lo tanto, z estd acotado. Ahora bien, como |az”| < |Sy®| entonces,

1/r
'|y|3/ra

|x| < ‘é
(6%

y por (18),
ly| < ke|y| (/A | (45

Dado que z esta acotado, y

1+1<(1 ) 1<1
4+ —€)—— —€
s T t ’
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entonces

lyl < ke -y,
lo cual implica que y estd acotado. Similarmente, obtenemos que x también
esta acotado. Lo anterior implica que

méx (|az”|, |By®|, |[v2"]) < ke - |aByayz|"T < 1.

Es decir, r, s y t estdn acotados. Se sigue entonces que el nimero de soluciones
de la ecuacién diofantica ax” + By® 4+ vzt = 0 que satisfacen las condiciones
dadas el enunciado del teorema, es finito.

3.6. Teorema de Roth y conjetura de Mordell. En 1991, NoAaM D.
ELKIES mostré que la conjetura abe implica la conjetura de Mordell [8]. Y
en 1994 ENRICO BOMBIERI mostré que la conjetura abc implica el teorema
de Roth [4]. Las demostraciones de estas dos implicaciones son muy similares,
incluso hay un teorema que implica a ambos, el teorema de Roth y la conje-
tura de Mordell (véase [52, pag. 69-70]). En realidad, hoy tanto el teorema de
Roth como la conjetura de Mordell son teoremas, y desde este punto de vista
no parece interesante tener pruebas condicionales de ellos que dependan de la
conjetura abc cuya validez estd atn en entredicho. Sin embargo, los pruebas
de estos teoremas a partir de la conjetura abc son mucho més simples y trans-
parentes. Aun més importante, usando la conjetura abc se pueden demostrar
versiones considerablemente fuertes de los dos teoremas. Especificamente, abc
implica Mordell eficaz y una forma fuerte de la conjetura abc implica un cierto
refinamiento del teorema de Roth.

En esta secciéon hemos restringido nuestra exposicién a los nimeros raciona-
les, pero la conjetura abe, la conjetura de Mordell y el teorema de Roth pueden
ser formulados en cualquier extensién finita de Q, y abc también implica Roth
y Mordell en estas situaciones mas generales.

Presentaremos primero algunas nociones preliminares necesarias y, a conti-
nuacion, la demostracién del teorema de Roth a partir de una forma fuerte de
la conjetura abc. Enunciaremos la conjetura de Mordell pero su demostracién
no la haremos aqui, remitiendo al lector a la bibliografia correspondiente donde
la puede encontrar.

En adelante, C' denotard una curva eliptica (véase subseccién 4.3), C(Q) los
puntos en C' con coordenadas racionales, P! la linea proyectiva y Q la clausura
algebraica de Q.

Pensamos en C' como el conjunto de puntos (xg : -+ - : x,) € P™ que satisfa-
cen las ecuaciones homogéneas
pl(x()w' '7xn) = 07" 'apk(x()w' '7xn) =0
con k un entero > n — 1 y p; irreducible.

El conjunto de soluciones complejas de estas ecuaciones se conoce como la
superficie de Riemann C(C).
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Si los coeficientes de p1, . . ., pi estdn en Q decimos que C' estd definida sobre
Q.

Una transformacién f : C — P™ estd definida por m + 1 polinomios
homogéneos del mismo grado:

f:(xo:"':xn)’—>(fO(an"'axn):"':fm(an"'vxn))' (19)

Si los coeficientes de fo, . .., fi, estdn en Q decimos que f estd definida sobre Q.

Sea a+4b = c con a, b, c € Z primos relativos, definimos la altura y el radical®
de esta suma por:

h(a,b,c) = méax (log|al,log[b|,log |c|),
(20)
r(a,b,c) = Z log p,
plabe
donde p recorre todos los divisores primos de a, b y c¢. En estos términos,
enunciamos la conjetura abc de la siguiente manera:
Para cada € > 0 existe una constante k. tal que
h(a,b,c) < r(a,b,c) + eh(a,b,c) + ke
para toda suma a + b = ¢ de enteros primos relativos entre si.

La desigualdad anterior la podemos escribir (de forma equivalente) como:
T 67"(cz,b,c) + f(—i
Una valuacion de Q es una funcién v : Q — R U {—o0} que para alguna
constante k satisface:

h(a,b,c) <

(21)

v(x) = —o0, sblo parax =0,
v(zy) = v(z) + v(y), para todo z,y € Q" ,
vz +y) < k4 méx (v(z),v(y)), para todo z,y € Q.

Dado un nimero primo p, denotamos el nimero de factores p del nimero
racional z por ord,(z) (en el caso en que x es un entero esta definicién coincide
con la que dimos en la subseccién 3.2).

Ahora bien, definimos la valuacién p—ddica de Q como:
vp = —ordy(z)logp
y la valuacion oo como:
Vool) = log 2.
Por ejemplo, v2(4/3) = —2log?2, v3(4/3) = log3, v,(4/3) = 0 para cualquier
otra valuacién p-adica, y Ve (4/3) = log(4/3).

9El lector no debe confundir r(a, b, ¢) con rad (abc) definido en la seccién 2.
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Para todo primo p la valuaciéon p—ddica de Q es no—arquimediana, pues:
vp(x +y) < méx (vp(z),1,(y)) para todo z,y € Q.
La valuacién oo satisface
Voo(z + y) < log?2 + méx (1/00 (), Voo (y)) para todo z,y € Q,

y la llamamos arquimediana.

Sabemos que las anteriores son las tnicas valuaciones sobre Q, excepto por
la valuacion trivial:

v(0) = —o0 Vs v(z) =0 para x # 0 .

Todo nuimero racional x distinto de 0 tiene una descomposicién en factores
primos
_ ord, (z) .
|.T/'| - Hp p( ) )
P

tomando logaritmos, obtenemos la siguiente relacién entre las valuaciones de

Q.

Proposicién 3.1. Para todo x € Q*,

Zy(x) =0

v

donde la sumatoria recorre todas las valuaciones sobre Q.

Con otras palabras, la anterior proposicién dice que la suma de todas las
valuaciones sobre Q es precisamente la valuacién trivial.

La valuacién v puede extenderse a una valuacién de Q(«) valiéndonos del
hecho que un niimero algebraico « es usualmente visto como una raiz compleja
de su polinomio minimal y || es justamente el médulo de este nimero com-
plejo. En el caso de una valuacién finita v, toda funcién o : Q(a) — C,, da
una extensién de v, definida por v,(8) = v, (c(8)), para 8 € Q(w).

Denotamos con P%(Q) al plano proyectivo sobre Q, es decir, el conjunto de
triplas (z : y : 2) tales que x,y, z son racionales no todos nulos, y para cada
A € QF las triplas (z : y : 2) y (Az : Ay : Az) denotan el mismo punto de
P?(Q). Tenemos entonces, varios caminos para denotar cada punto en P?(Q),
por ejemplo, dado un punto (z : y : z) podemos escoger A de tal manera que
Az, Ay, Az sean enteros primos relativos entre si, o en el caso en que z # 0
podemos dividir por z para obtener (f :g:1) donde f=2a/zy g=1y/z.

La punto (0 : 0 : 0) que llamaremos indeterminado, no es un punto de P%(Q).

La altura del punto P = (a: b: c) € P?(Q) estd definida por

h(P)=h(a:b:c) =Y max (v(a),v(b),v(c)),
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donde, como siempre, v recorre todos las valuaciones sobre Q; si a, b y ¢ no son
cero, el radical de P se define como

r(P)=r(a:b:c)= Z log p.
p#{vp(a),vp(b),vp(c)} >2
Se puede chequear facilmente que las dos definiciones son independientes de la

eleccién de coordenadas de P (en el caso de la altura usamos la Proposicién
3.1), y que ademads, coinciden con las definiciones (20)

Definimos el término error de P como
e(P)=e(a:b:c)=max (h(P) —r(P),0).
Conjetura 4 (Reformulacién de la conjetura abc).
Para todo € > 0 existe una constante k. tal que
e(P) <e-h(p) + ke, (22)

para todo punto P = (a:b: c) € P?(Q) sobre la recta a + b = ¢ con abc # 0.

Si suponemos que en (22) conocemos k. explicitamente como una funcién
de € entonces, para cada valor de h podemos determinar el minimo ¢ (h) de

eh + ke :
¥(h) = min (eh + k).

>0

En estas condiciones, la desigualdad de la Conjetura 4 se puede escribir como

e(P) < ¢ (h(P)). (23)

k
Por ejemplo, si k. = —,
€

¥(€) = min (eh n é)

e>0

d k k k
7 (eh + —> = h — =, igualando a cero obtenemos que (eh + —) tiene un
€ € € €

valor minimo cuando h = — es decir, cuando

2
-

W(h) = (%)1/2~h+k- (%)”2 = 2v/Ik.

Paraxz = (zg: 21 : -+ : 2p) € P*(Q), la altura de x estd definida por:

h(z) = max (v(x), ..., v(zn))-

entonces

El primero, y mas importante hecho sobre las alturas, es que para todo B > 0
el niimero de puntos z tales que x € P1(Q) y h(z) < B, es finito.
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Sea m un polinomio en dos variables con grado total d ; entonces existe una
constante k tal que:

log|m.c.d.(s,t)| <d-h(s:t)+k (24)
para s,t € Z primos relativos.

Una transformacién f : P1(Q) — P™(Q) de grado d se define como en
(19), tomando n =1y f; € Q[zo,x1] de grado d.

Como podemos denotar el punto f(z) € P? por
()\fo(ﬂﬁo, 331), ceey )\fm(.lﬁo, 331)) 5

de tal manera que sus coordenadas sean enteros primos relativos, entonces para
cada primo p

max (Vp()\fo(aro, 1))y ees l/p()\fm(xo,xl))) =0
y
méx(yoo(/\fo(xo,xl)), ey Voo (A fm (w0, a:l)))
= méx (log |Afo(zo, x1)], ..., log|Afim(x0, x1)|),

por lo tanto

h(f(wo: 1)) = Zméx (v(Mo(xo, 1)), - s Afm (20, 71))

= méx (1og [Afo(zo,z1)]s- -, log |Afm (2o, x1)|);
aplicando (24)
h(f(xo : x1) < dh(zg,z1) + k.
La desigualdad —k + dh(z) < h(f(z)) también es cierta, pero no es tan

facil de demostrar. A continuaciéon veremos las dos desigualdades para una
transformacién particular, es decir, mostraremos que

|h(f(z)) — dh(z)| < k (25)
para una transformacién particular.
Consideremos P : (a: b) — (a : b: a+b), entonces
h(z) < h(P(z)) < h(z) + log 2, (26)

la primera desigualdad resulta obvia por la definicién de h, veamos la segunda:
Tomando x¢ y x1 primos relativos, por lo que se dijo antes,

h(P(a:)) = max (Z/OO (20), Voo (%1), Voo (T0 + a:l)),

y aplicando la desigualdad veo(zo + 1) < 1log2 + max (Voo (7o), Voo (%1)) obte-
nemos,

h(P(z)) < méx (Voo (20), Voo (1), 108 2 + max (Voo (T0), (1))
=log2 + méx (yoo(aro), Voo(arl))
=log2 + h(xzg : 1) = log 2 + h(z).
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Para definir una funcién de altura sobre C(Q), primero, escogemos una trans-
formacién f : C — P'. Si f tiene grado d definimos la altura h(z) = hg(x)
de z € C(Q) por

Si g: C — P! es otra transformacién, existe una constante k tal que

|hy(x) = he(x)| < k- y/hy(2)

para todo x € C(Q), los puntos con coordenadas algebraicas sobre C.

Consideremos una transformacién f : C — C’ entre curvas algebraicas no
singulares. Permitiendo valores complejos para las coordenadas conseguimos
una transformacién entre superficies de Riemann, f : C(C) — C’(C). Para el
punto y € C’(C) la preimagen f~'{y} contiene, en general, un cierto nimero
de puntos, digamos d. Sélo para un numero finito de puntos y, la preimagen
contiene un numero diferente de puntos, y en este caso, ese nimero es menor
que d. El nimero d con esa propiedad es llamado el grado de f y lo denotamos
con grad (f).

Cuando #f~{y} < grad (f) decimos que f es ramificada sobre .

En general, para un punto z € C(C), f transforma una vecindad bastante
pequeina de z, en C(C), en una pequena vecindad de f(z), en C'(C), en forma
inyectiva.

Sélo para un ntmero finito de puntos x la transformacién f no es uno—a—uno
en ninguna vecindad de x, para tales puntos x decimos que f es ramificado
en x. En este caso, existe un nimero e > 2 y una vecindad pequena U de = en
C(C) tal que, la restriccién de f a U\{z} es e-a—uno; e se llama la multiplicidad
de f en x, y se denota por e, (f).

Decimos que f no es ramificada en x siy sblo si e, (f) = 1.

Una forma de chequear si f es ramificada en un punto x es por medio de la
derivada. Sea A C C el disco unidad y ¢ : A — U una biyeccién analitica, con
U como la tomamos anteriormente y ¢(0) = . As{ mismo, sea ¢ : f(U) — C
analitica e inyectiva. Entonces g = ¢ o f o : A — C es analitica y e-a—uno
cerca de 0. Asi, g(z) = g(0) + ge - 2°+ -+ y por lo tanto, f es ramificada sobre
y siy sélo si ¢’ (0) = 0.

Sabemos que f es ramificada sobre y si y s6lo si f es ramificada en algtin
punto z tal que f(z) = y. Sea g : ¢/ — C” otra transformacién. Entonces
grad(go f) = grad f - gradg, y g o f es ramificada exactamente sobre cada
punto sobre el cual g es ramificada y, sobre cada punto z € C” tal que f es
ramificado en algiin elemento de g~{z}.
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Si contamos los puntos en f~!{y} teniendo en cuenta multiplicidades, este
ntmero siempre es grad (f), es decir, para cada y € C'(C) :

Y elf) = grad (). (27)

wif (2)=y

Mas adelante aplicaremos la llamada férmula de Hurwitz, la cual relaciona
la ramificacién de f con el género de C y el género de C’. Esta férmula es la
siguiente,

2g(C) — 2= (2g(C") —2) grad(f) + > (ex(f) —1) (28)

z€C(C)

donde g(C) y g(C”) denotan los géneros de las curvas C'y C’, respectivamente.

Notese que la suma de la derecha es finita, ya que s6lo para un niimero finito
de z € C(C), se tiene e, (f) # 1.

La férmula de Hurwitz es muy 1til para hallar el género de ciertas curvas.
Hallemos, por ejemplo, el género de P!.

Consideremos la transformacién z —» z2 de P! en P!.

El grado de esta transformacién es 2, ya que para cada (z¢ : 1) € P!
hay, a lo sumo, dos elementos en su preimagen: (zo : 21) y (20 : —21), y como
los tnicos elementos en P! para los cuales e, # 1 (es decir, para los cuales
su preimagen estd conformada por un sélo elemento) son (0 : z1) y (20 : 0),

entonces, Y, cc(c) (ex(f)—1)=2-(2—-1)=2.
Aplicando la férmula de Hurwitz obtenemos

2g(P') —2=(2g(P") —2) -2+ > (e(f)—1),

zeC(C)
y esto implica que
2-g(P") =0,

es decir, el género de P! es 0.

Ahora bien, para una transformacién que solamente es ramificada sobre 0,
1 y oo tenemos que

2g(C)—2=(2g(C")—2)grad (/) + > (ealf)—1)

z:f(xz)=0,1,00

=2g(C)grad (f) +grad (f) + Y enlf) —#S {0, 1,00}

z: f(2)=0,1,00
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Tomando C’ = P!, por el resultado anterior y por (27), sabemos que
Z ex(f) =3-grad(f),
z: f(x)=0,1,00

por lo tanto:

2g(C) —2=2g(C") grad (f) +grad (f) +grad (f) — #f1{0,1,00}. (29
Sea C una curva algebraica de género g. El cuerpo de transformaciones
f: C(C) — PYC) tiene las valuaciones v, (f) = — ord,(f) para cada punto
x € C(C). La proposicién analoga a la Proposicion 3.1 es ) v,(f) = 0.
Para una transformacién no constante f : C(C) — P!(C), definimos la
altura y el radical de P = (f : 1 — f : 1) € P*(C(C)) por
h(P) =grad(f) v
r(P) = #/71{0,1,00},
respectivamente. Por (27) y (28), obtenemos

2g(C) -2 > —2grad(f)+ Y (e(f) 1)

e f (2)=0,1,00
—grad(f)— Y. L,
2:f(2)=0,1,00
de esta manera,
2g-2> h(P) —r(P),
es decir,
h(P) <2g—2+r(P),
que es precisamente el andlogo de la conjetura abc para funciones algebraicas.

La pregunta que queda, es si esta desigualdad es la mejor posible. Con otras
palabras, si existe una transformacién f : C — P! que sea solamente ramifi-
cada sobre 0, 1 y oc.

El siguiente teorema responde esta pregunta.
Teorema 3.6 (Belyi). Dada una curva algebraica C definida sobre Q y un
subconjunto finito Y. de puntos algebraicos sobre C, existe una transformacién

(llamada de Belyi) f : C — P! definida sobre Q tinicamente ramificada sobre
0,1y ooy tal que f(X) C {0,1,00}.

Demostracion. La demostracién estd dada en tres pasos:

1) Reduccién a C = P'.
Sea g : C — P! una transformacién definida sobre Q, y consideremos
el subconjunto finito de P? :

Y = g(X)U{z € P': g es ramificado sobre x}.
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Sea f’: P! — P! la transformacién que resulta al aplicar el teorema a P!
y X

La transformacién f = f’ o g es precisamente la que se requiere para
demostrar el teorema. Por esta razén, en adelante, nos dedicaremos a en-
contrar .

Supongamos entonces, que C = P! y ¥ C P! es un conjunto finito de
puntos algebraicos.

Reduccion del grado de o € X.

Sea d el grado maximal sobre Q de los elementos de X, escogemos a € ¥
de grado d. El nimero algebraico « es raiz de un polinomio m(z) de grado
d con coeficientes racionales.

Definimos la transformacion

m: P — P!
m: (2o, 1) —> (m‘f-m(i—?) :m‘f),

la cual es ramificada en co y en todo punto z en el cual la derivada m/(zx)
se anula.
Consideremos el conjunto

¥ =m(o) U{m(x):m/(z) =0} U{cc}.

Ahora bien, m(«) = 0, y para todo 8 € X, el grado de m(53) es a lo més el
grado de § ; ademds, dado que m’ tiene grado d — 1, m(z) tiene grado a lo
més d — 1 sobre Q para una raiz x de m'.

Por lo tanto, ¥’ contiene menos elementos de grado d que X.

Repitiendo este paso, eventualmente 3 contendra sélo puntos racionales.
Podemos entonces asumir que {0,1,00} C X. A saber, si a € ¥ entonces
la transformacién z — z/a es ramificada y transforma a en oo ; luego, si
{a,0,00} C %, z— z/a es ramificado y transforma a, 0, oo en 1, 0, co.
Reduccion del nimero de elementos de X.

Supongamos que ¥ contiene a 0, 1 y oo, y a un cuarto punto a/c tal que
a,c# 0y a# c. Consideremos la funcién

olx) = (1 —z)°7

Esta transformacion es posiblemente ramificada en 0, 1, co y en puntos x
en los cuales ¢'(z) = 0.

Ademas, p(x) = 0 0 oo s6lo cuando x = 0,1 o co. De manera que, para
x #£0,1,00, ¢'(x) =0 siy sblo si ‘2,((;)) =0.

Por otro lado,

') a c—a

)

o) = 1-=z

entonces, ¢'(x) =0siz =a/ec.
Escogiendo A de tal manera que p(c¢/a) = 1, ¢ solamente es ramificada
en 0, 1 y oo, y dado que gp({O, 1,00}) = {0,00} entonces, p(X) contiene
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menos elementos que Y. Repitiendo este tltimo paso, eventualmente, ¥ sélo
contendra a 0, 1 y oo.

3.7. Teorema de Roth. En 1955, KrLAaus F. ROTH probd el siguiente teo-
rema:
Teorema 3.7 (Teorema de Roth). Sea a algebraico sobre Q y € > 0. Entonces
s 1
‘O‘ - Z‘ < e
solamente para un nimero finito de niimeros racionales s/t.

Definamos la altura de = s/t donde s,t € Z son primos relativos, como:
h(z) = méx{log|s|,log|t|}.

Dada una valuaciéon w de Q y un numero algebraico «, extendemos w a una
valuacién de Q(«), y consideramos la funcién

Ao (2, a) = méx (0, —w(z — a))

Ao (@, 00) = méx (0,w(x)),
con ella formulamos la siguiente generalizacion del teorema de Roth:
Teorema 3.8 (Generalizacién del teorema de Roth). Sean ¢ > 0 y S un
conjunto de valuaciones de Q. Para cada w € S definimos «,, como un nimero

algebraico o oo, y extendemos w a una valuacién de Q(aw). Entonces existe
una constante k tal que:

Z Ao, ) < 2h(z) 4+ eh(z) + k (30)
weS
para todo x € Q.

En los anos sesenta LANG conjeturé que el teorema de Roth podia ser mejo-
rado a — log|a—p/q|—2logq < (1+¢) loglog q, ver [23, pdg. 214]. Sin embargo,
la forma més fuerte posible de la conjetura abc solo conduce a

V1
—log‘oz— B‘ —2logg < k- ﬂ,
q loglog g

para alguna constante k£ que depende sélo de a.

Teorema 3.9. La conjetura abc en la forma (23) implica que existen constantes
k y d tales que (30) es satisfecha por todo x € Q, reemplazando e(h(a:)) + k

por ¥(d - h(z)) + k.

Demostracién. Sea f : P1 — P! la transformacién de Belyi asociada a C' =
Py Y ={(ay:1):we S} Como f es una funcién racional definida sobre
Q, la podemos considerar como un cociente de polinomios homogéneos, primos
relativos, y con coeficientes enteros:

flao:x) = (a(mo,xl) : c(xo,xl))
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donde a, ¢ € Z[xg, z1] son polinomios homogéneos de grado d = grad(f).

Sea b(xg, 1) = ¢(zo,x1) — a(xo,z1). Consideramos los polinomios a, b y ¢
como producto de factores homogéneos irreducibles en Z[xg, x1],

a(zo,z1) = mi (xo, 1) - - - - mS (zo, 21),
b(zo, 21) = mgy (zo, 1) -+ my (zo,21),
c(xo, 1) = mj‘ff (wo,21) - -+ - mp* (o, x1).

Si d, = grad(m,) entonces,

7 7 k
#EHOY =D dy,  #FHI}= D d, #FHood = Y dys

v=i+1 v=j+1

por lo tanto,
k
S dy = #5710, 1,00},
v=1

Por (29): #f71{0,1,00 = grad (f) +2 — 2g(C), pero dado que C en este caso
es P! entonces, g(C) = 0, y por lo tanto:

k
> dy=d+2. (31)
v=1

Ahora bien, como para cada w € S, f(a,) = 0, 1 0 co (pues, por f una

transformacién de Belyi f(X) C {0,1,00}), el punto «, es una raiz de uno de
los factores irreducibles m,, es decir, para algin p (1 < g < k) my(a,1) =0
0, mu(1,0) =0 si o, = 0.

Dado que los polinomios m, son primos relativos, este m,, es tnico.

En adelante, si w = v, 0 w = Vs es una valuacién especifica, escribiremos
0y, 0 Qoo €en lugar de a,.

Sea z € P1(Q) un punto tal que f(z) # 0,1,00. Tomamos x = (s : t) con
s,t € Z primos relativos, y aplicamos la conjetura abc al punto:

P=(f(z):1— f(z):1) = (a(s,t) : b(s,t) : c(s,1)).
De acuerdo con las desigualdades (25) y (26), existe una constante ko tal que
W(P) > h(f(x)) = dh(x) — o (32)

y para el radical de P :

r(P) = > log p,

p#{vp(a),vp(b),vp(c)}>2
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dado que a(s,t), b(s,t) y c(t) son primos relativos, entonces

r(p) < > log p

pla(s,t)-b(s,t)-c(s,t)

= Z log p. (33)

plmi(s,t)--my(s,t)

Si S contiene sélo la valuacién v, podemos continuar de la siguiente manera.

Por (33),
k
P) < Zlog |mv(57t)|

<Zdh oo (T, 000) + K (34)

para alguna constante K. Esta ultima desigualdad es consecuencia del Lema
3.5 (véase la pagina 51 mds adelante).

Por (31), (32) y (34), obtenemos

k
.13 aoo Zdvh )+K
=1

v

= (d+2)h(z) —r(P)+ K
=2-h(z) + K + (dh(z) — r(P))
y por la conjetura abc en la forma (23),
méx (dh(P) — r(P),0) < w(dh(m))
por lo tanto,
Moo (T, o) < 2+ h(z) + K + 9(dh(z)),
y esto implica el Teorema 3.7.

Consideremos ahora el caso en que S contenga mas valuaciones.

Por (33), si un primo p contribuye con logp al radical de P entonces,
plm,(s,t) para algin p entre 1y k.

Esta contribucién estd acotada por —vp,(my(s,t)).

Siv, € Sy ap es una raiz de my,, aplicamos el caso (ii) del Lema 3.5 (pagina
(51)) para conseguir una mejor cota para la contribucifon de p al radical,

logp < —Vp(mv(s,t)) — Az, 0p) + Kp

donde K, es una constante.
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De esta manera, la contribucién de v, al radical estd acotada por
k
Z —l/p(mv(s,t)), siv, €8
v=1

y por

<§k: _Vp(mv(svt))> - M —ap) + K,  siy,€8.

v=1

Sumando todas las contribuciones, obtenemos, por la Proposicién 3.1:

k
r(P) <Y loglmy(s,t) = > Aolwan)+ Y K,

v=1 w€S, finito we S, finito

y concluimos (como en (34)) que:

k

r(P) < Zdvh(m) - Z Aoz, o) + K (35)
v=1 weS

para alguna constante K.

Finalmente, combinando (35), (31) y (32), por la conjetura abc (en la forma
(23)) obtenemos:

> Aulwyaw) < 2-ha) + K +(dh(@)),
weS

y ésto concluye la prueba. ¥

Lema 3.5. Sea «a algebraico sobre Q de grado d, o & = 00, en cuyo caso d = 1.
Sea m(xo,x1) € Z[xo,x1] el polinomio minimal homogéneo tal que m(a,1) =0
(o m(xg,21) = 21, si @« = 0). Sea w una valuacién de Q que extendemos a
una valuacién de Q(«). Entonces, existe una constante K tal que, para todo
x=s/t €Q, con syt son primos relativos:

1) Siw= Vs,
vo(m(s,t)) < dh(z) — Mz, o) + K.
1) Siw =y,
vp(m(s,t)) < =XAp(z,a) + K.
Demostracion. Si a = oo, el resultado se sigue directamente de la definicién de

las valuaciones y de \,. La demostracién en el caso o # oo se encuentra en [52,
pag. 64].
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3.8. Conjetura de Mordell. En 1922, Louls J. MORDELL hizo la siguiente
conjetura, ver [33],

Conjetura 5 (Conjetura de Mordell). Si C' es una curva algebraica definida
sobre Q de género g < 2, entonces C(Q) es finito.

La conjetura de Mordell fue probada por GERD FALTINGS en 1983 [10]. En
1991, PAUL VOJTA present6 una prueba usando aproximacién diofantica (véase
[3, 11, 54]). Pero, tal como VOJTA afirmé en [54], las demostraciones conocidas
de esta conjetura son ineficaces, en el sentido, que dada una curva algebraica, se
puede obtener una cota superior explicita para el nimero de puntos en C(Q),
pero no para su altura. Tal demostracién es posible a partir de la conjetura
abc.

La conjetura abc implica Mordell eficaz. Usando la conjetura abc, ob-
tenemos un algoritmo para encontrar puntos de C(Q) como sigue:

1) Se construye un transformacién especial f : C — P! ;
11) Entonces para todo punto z € C(Q), la altura de f(z) estd acotada por
una constante explicita o f(z) =0, 1 o cc.

La demostracién y algunas nociones adicionales a las que hemos dado pueden
ser consultada en [52, pag. 64-69].

4. Conjeturas equivalentes a la conjetura abc

4.1. Formulacion de Oesterlé de la conjetura abc. Bajo hipdtesis apro-
piadas, OESTERLE considerd

log méx (|al, |b], |¢]) log e
L=L(a,b,c)= =
(a,b;¢) log rad (abc) log rad (abc)

y se pregunté si L tenia una cota.

Teorema 4.1. La conjetura abc se sigue si y sélo si limsup{L} < 1.

Demostracion.
(=) Seae >0,y a,b,centeros positivos tales que a+b=cy m.c.d. (a,b,c) =
1. Por la conjetura abc tenemos que:

L(a,b,c) = log méx(|al, [b], |c|) < log (ke - (rad abc)'*°)
» 0, log rad(abc) lograd (abc)

__ logke

= Tograd ()

Fijemos € y pongamos k = k.. Lo que queremos conseguir es

+(1+e).

log k
lograd (abc) —
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para todas excepto un numero finito de triplas (a, b, c). Esta desigualdad es
equivalente a la siguiente,

log k
lograd (abc) > o8 ,
€
que a su vez, se tiene si y sélo si
rad (abc) > M := elo8k/<, (36)

Y (36) se cumple, dado que por las hipétesis de la conjetura abe, existe sélo un
numero finito de triplas (a, b, ¢) tales que rad (abc) < M.

(<) Supongamos que limsup{L} < 1. Es decir, supongamos que

log ¢,
<1.
lograd (ay, - by, - cn)> -

lim sup (

Tenemos entonces que, dado € > 0,

log ¢y,

<1
lograd (ay - by - ) — te

para n suficientemente grande.

Por lo tanto, para n > N, donde N es un entero fijo:
cn < (rad (an, - by, - cn))H_E.
Buscamos constantes p1(€), ua(e), ..., un(€) tales que
ci < pie) - (rad (a; - b; - ci))lJrE

para todoi=1,...,N.

Sea () = maxy<;<n (1i(€)), entonces
cn < ple) - (rad (an - by - cn))1+E

para todo n. ™

Recordemos un ejemplo dado en la seccién 2, en el cual pusimos

an = 32" — 1, bn=1y  ¢,=23"";
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para estos valores:

Lo log 32" log 32"
" lograd((32" —1)-1-32")log3 + lograd (32" — 1)
. log 32"
log 3 + log (2 -rad (‘322n1))
2" -log 3

> .
~ log3+1log2+log (32" — 1) — log2”
Por lo tanto,

I > 2™ -log 3
"~ log3+1og(32" — 1) — (n—1)log?2’

y paran =3

Li> 8- log3 :
log3 +1og(3% — 1) — 2log 2

en particular, tenemos L3 > 1.

Observemos que el cociente de la desigualdad (37) crece cuando n llega a ser
suficientemente grande. Por lo tanto, existen infinitas triplas (a,, by, cy,) tales
que L, > 1. Con esto hemos mostrado:

Teorema 4.2. La conjetura abc es verdadera si y sélo si limsup{L} = 1.

4.2. Conjetura abc en Congruencias. Entenderemos por (a,b,c), una
tripla de enteros que satisfacen a + b+ ¢ =0y m.c.d. (a,b,c) = 1.

OESTERLE en [38] observa que si la conjetura abc se cumple para toda tripla
(a, b, ) para la cual 16|abc entonces, la conjetura abce es cierta para toda tripla
(a,b,c).

Este resultado se puede extender mostrando que si para algin entero N
(> 2) la conjetura abc en congruencias (vide infra) es cierta para cada tripla
(a, b, c) tal que N|abc entonces la conjetura abe se sigue.

La demostracién de este hecho se debe a JORDAN S. ELLENBERG.

Para nuestros propésitos, una abc—solucion s, es una tripla (a, b, ¢) de enteros
distintos y tal que a y b sean enteros negativos.

Sin > 0 es un entero, para cada € > 0 definimos la siguiente funcién
f(s,€) =log(c) — (1 + €) lograd (abe);
entonces la conjetura abc puede enunciarse de la siguiente manera:

Conjetura 6. Para cada € > 0, existe una constante C, tal que para cada s,

F(s,€) < C..
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Esta conjetura es evidentemente equivalente a la Conjetura 1 (la constante
k. serfa una constante k. que depende de C.).

Conjetura 7 (Conjetura abc en congruencia para N ). Sea N un entero (> 2).
Para cada € > 0 existe una constante C . para la cual, f(s,¢) < Cy,. para
toda solucién s tal que N|abe.

Este enunciado es mas débil que el de la conjetura abc, ya que esta res-
tringido por una condicién de congruencia (abc = 0 (méd N)). Sin embargo,
probaremos que si la conjetura en congruencias es cierta para algin N, entonces
la conjetura abc sin restricciones es también verdadera.

Teorema 4.3. Sea N > 2. Si la conjetura abc en congruencia es verdadera

para N, entonces la conjetura abc es verdadera.

Demostracion. Para cada entero positivo par n definimos ©,, sobre las abc—
soluciones como sigue,

On(s) = (~27™(a — b)", 27" (c" — (a — b)"),27™c"),
donde

m =mn, sices par,
m =0, en otro caso.

Veamos que 0,(s) es nuevamente una abc-solucién. Sea
A=-2""(a—-0b)",
B=-2""(c"=(a—=b)") 'y

C=2""c".
Entonces
A+B+C==-2""((a=b)"+c"—(a—b)" —c")
=0.

Si ¢ es par,

A= _(a—b)n’

2
B:_C"—(a—b)"7
2?’L

por ser ¢ un ndmero par, a y b deben ser impares, puesto que m. c. d. (a, b, ¢) = 1;
por lo tanto, a — b es par, luego A,C € Z vy, por consiguiente, también B €
Z. En este caso m.c.d. (A, B,C) = 1, pues si d|(c/2) y d|(a —b)/2 entonces
d‘ ((a—1b)/24 (a+1b)/2), es decir, d es divisor comiin para ¢ y a, pero como
m.c.d.(a,b,c)=1y a+b+c=0, entonces d = 1.
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Ahora bien, si ¢ es impar,

A —(Cl— b)n7
B=(a-b" - ",

C=c"

y es obvio que, A, B 'y C son enteros y m.c.d. (A, B,C) = 1.

Lema 4.1. Existen constantes ¢, > 0y ¢, . tales que,

€

f<@n(s)a m) > Cn,ef(87 6) + C/n,E'

Demostracion. Como ©,,(s) es una abc—solucién podemos aplicarle f; conser-
vando la notacién introducida anteriormente, tenemos que

f(@n(s), m> = log(2™™ - ") — <1+m> log rad (ABC),

B
lograd(ABC) < 1og(|a — b - rad (abe) - rad (E))’

Ademaés

B (a+b)"—(a—0b)"

ab ab
_ 9 (a4+b)" '+ (a+b)"2(a—b)+---+(a—b)"!
T ab
_9. 2a - ((a + b)n72 + (a + b)n74(a - b)2 4+ (a _ b)n72)

(nétese que en este dltimo paso hemos usado que n es un ndmero par)
=2-2-((a+b)" 2+ (a+b)"*a—b2+- -+ (a—b)""?)
2 2-% (a+b)*2

(pues como a y b tienen el mismo signo, entonces, |a + b| > |a — b|, y por lo
tanto (a + b)? > (a — b)?)

=2n-(a+b)"?

=2n "2
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De acuerdo con esto tenemos que:

lograd (ABC) < log|a — b| + lograd (abc) 4 log(2n - ¢"~2)
< logc + lograd (abc) + (n + 2) - log ¢ + log 2n
= (n—1)-loge+ lograd (abc) + log 2n
loge — f(s,€)
1+e
=(n—1)-logc+ (1+€)*-loge— (1+¢€) L f(s,€) + log2n.

=(n-1)-loge+ + log2n
Como C = ¢"/2™ entonces, logC =n -logc — m -log2 y, por lo tanto,
lograd (ABC) < logC +m -log2 —logc+ (1 +¢€)~* -loge
—(1+ ) f(s,€) + log2n
=(1—e(n(1+ e))_l) - (log C' 4 m -log2) — (14 €)' f(s,€) + log 2n.
Entonces,
lograd (ABC) + (1 + €)1 f(s,€) — log2n
1—e(n(1+ ~€))_1

—m-log2 <logC

y, por lo tanto,

€ lograd (ABC) + (1 + €)1 f(s,€) — log2n
f(@n(s), )2 grad (ABC) + (1 +¢) f_(l) g
n+(n—1)e 1—e(n(1+e¢)
€
—mlog2— 1+ —+—— -1 ABCQ).
mlog (+n+(n+1)e) ograd (ABC)
Tomando
- (1467t _ n
e 1—6(n(1+6))_1 n(l+e)—e
y
1 1
¢ =MD erad(aBe) — 2D op0,
’ n+en+e n+en+1
n(e+1)
—m-log2 — —— 77 ] AB
m - log T ograd (ABC)
7_M10g2n_m10g27
n+en+1

obtenemos el resultado que se buscaba. M

Continuando con la demostracién del teorema, si la conjetura abc en con-
gruencia es verdadera para N, existe una constante Cy . tal que f(s,€) < Cn..
para cada abc—solucién s tal que N|abe.
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Si aplicamos la funcién ¢ de Euler a N = p{' - p5* - - - p", sea

e (1-2):(-2) - 0-2)

Observemos que si N = 2 el teorema es trivial pues, dado que a +b+c =0
al menos uno de los tres es par. Asi que en adelante, consideraremos N > 2.

Lema 4.2. Si N >2y (A,B,C) = 0,(s) entonces N|ABC.

Demostracién. Sea p un primo que divide a IV tal que ord, N = v. Entonces
_ 1
d(p*)=(p—1Dp* tiny, v<n (yaquewv < lzgz <n).
Supongamos inicialmente que p es impar. Siguiendo con la notacién estable-
cida al comienzo de la demostracién del teorema:

Si p|e, dado que p es un primo impar entonces p™|C, y de manera semejante,

si p|(a — b) entonces p™|A. Es decir, si p es divisor de alguno de los dos, de ¢ o
de a — b entonces,

p"|ABC;
y como v < n entonces,

p'|ABC.
Enel casoen que ptcy pt(a—>b) tenemos (¢,p’) = (a—b,p¥) = 1. Aplicando
el teorema de Euler,

AP =1 (méd p?) y (a—b)*P) =1 (méd pv),
como ¢(p¥)|n entonces,
=1 (mdd pY) y (a—b)"=1 (mdd p"),
por lo tanto
" —(a—b"=0 (méd p”)

y dado que p es impar, lo anterior implica que

p'|B
y €omo consecuencia

p’|ABC.

Ahora consideremos el caso p = 2. Sea orda(N) = r. Si ¢ es par, dado que
a+b+c=0, entonces a+by a—b son enteros pares, exactamente uno de ellos
multiplo de 4 (puessia+b=2kya—b=2k" (k,k' € Z),2a =2(k+k') y como
m.c.d. (a,b,c) =1 entonces k y k' no pueden tener la misma paridad). Por lo
tanto, exactamente uno de los dos ¢” o (a — b)" es miltiplo de 4", es decir,
s6lo uno de los dos A = —(a — b)"/2™ o C' = ¢™/2™ es miiltiplo de 2". Y como
r < n, aquel que sea multiplo de 2" también lo es de 2", entonces 2"|ABC'. Si
¢ es impar, también a + b y a — b son impares, luego, ¢" y (a — b)" son ambos
congruentes a 1 médulo 27, es decir

(a—b)"=c" (méd 2"),
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lo que significa que 2"|B y por lo tanto que 2| B. Esto tltimo implica que
2"|ABC.

De acuerdo con todo lo anterior tenemos entonces, que todo divisor de N divide
al producto ABC, es decir, N|ABC.

Sea € > 0y s una abc—solucién. Por la conjetura abc en congruencia para N,
existe una constante Cn . tal que para cada n

f(On(s),€) < Cn.e.

De acuerdo con el Lema 4.1, existen constantes c;, . y ¢, para las cuales

€ !
f <@n(8), m) T e COne—d .
< ,

Cn,e Cn,e

fs,6) <

€
n+(n—1)
Dado que ninguna de las constantes Cy ¢, c;m, Cn,e que aparecen en la

desigualdad anterior depende de la abc—solucién, podemos decir entonces que:

donde € =

Para cada € > 0 existe una constante k. tal que, para cada abc-solucién,
f(s,€) < ke. Y ésta es precisamente la conjetura abc.

El reciproco del teorema anterior se cumple trivialmente. Por lo tanto, la
conjetura abc es equivalente a la conjetura abc en congruencia para N (N > 2).

4.3. Conjetura de Szpiro. Sea K un cuerpoy F(zg, z1,x2) € Kz, x1, 2]
un polinomio homogéneo de grado d. Se dice que la ecuaciéon

F(l‘o,x‘l,l‘g) =0

define una curva de grado d sobre K si L es un cuerpo que contiene a K uno
puede considerar los ceros de F en P?(L) (el espacio proyectivo bidimensional)
que son precisamente los puntos en la hipersuperficie H (L) definida por F en
P%(L), esto es, Hr(L) = {[a] € P*(K) : F(a) = 0}. Una hipersuperficie en el
espacio proyectivo bidimensional es llamada una curva.

Un punto a € Hp(L) es un punto no singular, si no es solucién simultdnea
a las ecuaciones

8])0 8331 83?2

En este caso, la recta

5‘F() +8F() +8F()

a)rg + —(a)x1 + —(a)x

0 . 't 9 2

es llamada la recta tangente a F en a. Se dice que la curva F(xg,x1,x2) es
no singular si, para toda extensién L de K, todos los puntos en H p(L) son no

singulares.

O:
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Si F esté4 definida sobre K, un cero de F en P?(K) se dice que es un punto
racional sobre K.

Diremos que un polinomio ciibico homogéneo no singular
F((EO, xy, x2) € K[fEO, X1, 1[}2]

define una curva eliptica sobre K si tiene un punto racional sobre K.

La razén por la cual se le da este nombre proviene del hecho de que las
coordenadas de sus puntos pueden expresarse en términos de un parametro
eliptico u valiéndose de la funcién de Weierstrass.

Si F(xg,x1,x2) define una curva eliptica sobre K y L es un cuerpo de ex-
tensién de K notamos H z(L) como E(L).

Si la caracteristica del cuerpo K no es 2 ni 3 se puede mostrar que una curva
eliptica sobre K puede ser transformada en una de la forma

roxs = 23 — Aztr, — Bx}, A,Be€K. (38)

Esta curva tiene exactamente un punto en el infinito, a saber (0,0,1). Si xg # 0
sea © = x1/x0 ¥y Yy = T2/xo. Entonces, en coordenadas afines la ecuacién de la
curva es

y?> =23 — Az — B. (39)
La no singularidad de
F(xo,x1,22) = xos — o3 + Az, + Bx
es equivalente a que
A = 16(4A3 — 27B?) £ 0.
Reciprocamente, si A # 0, entonces F' define una curva eliptica.

Por medio de las llamadas transformaciones birracionales que consisten en
cambios de variables del tipo

= (z,u), y = (z,u);
z=®(z,y), u=V(z,y);

donde ¢,1, ®, ¥ son funciones racionales, se establece una correspondencia
biunivoca entre los puntos de las curvas

f(xvy) =0 y f(Z,’U,)Zf(gO(Z,’U,),Zb(Z,u)) =0,

salvo un numero finito puntos.

Mediante una transformacién birracional, de una curva a otra, puede cambiar
el grado de la ecuacién o su forma, pero hay algo que no varia, el nimero
positivo llamado el género g de la curva. Este hecho es un conocido teorema de
Riemann [56, 185-190].

En el caso de las curvas de tercer grado es posible caracterizar aquellas que
tienen géneros 0 y 1.
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Si la curva f(x,y) = 0 tiene un punto singular, la curva es de género 0. En
el caso contrario, la curva es de género 1.

Siendo F(xo,x1,x2) un polinomio homogéneo de grado d, consideramos la
ecuacién correspondiente en coordenadas afines f(z,y) = F(1,z,y). Para en-
contrar los puntos de interseccién de f(z,y) con larecta y = ma+b simplemente
sustituimos y y encontramos las soluciones de f(x, mx + b) = 0. Dado que F
tiene grado d esta ultima ecuacién generalmente tiene grado d, Si estamos en
un cuerpo algebraicamente cerrado L habran d raices contando multiplicida-
des. Las unicas excepciones serdn las intersecciones en el infinito, en cuyo caso
f(xz,mz + b) tendrd grado menor que d. En el caso particular de las curvas
elipticas, si P1, P» € E(L) entonces la recta que une P; y P» intersecta la cur-
va en un tercer punto P3 univocamente determinado que también pertenece a
E(L). Si P, = P, entonces la recta tangente en P; da lugar a un tercer punto
Pj5. Este procedimiento para encontrar puntos racionales sobre curvas elipticas
debido a Bachet, sugiere la posibilidad de que todos los puntos racionales de la
cibica f(z,y) = y?> — 23 + Az + B se obtienen de esta forma.

Supongamos ahora, K = Q. En 1922, intentando demostrar el hecho ante-
rior, MORDELL demostré el siguiente teorema, conjeturado por POINCARE en
190119,

Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Entonces E(Q) es un grupo abe-
liano finitamente generado.

Con otras palabras, MORDELL demostré que sobre una curva eliptica F
definida sobre Q, existen puntos Pi,..., P, a partir de los cuales se obtienen
todos los puntos racionales de la curva mediante el trazado de rectas tangentes
y secantes'®.

En 1928 WEIL extendié este resultado al caso en que Q es reemplazado por
un cuerpo arbitrario de nimeros algebraicos'?. El teorema que se obtiene se
llama el teorema de Mordell-Weil.

El menor valor posible de r se llama el rango de la curva.

Una curva eliptica E sobre un cuerpo K tiene una ecuaciéon de Weierstrass
generalizada (o modelo) de la forma

E:y? 4+ a1zy + asy = 2% + a2z 4+ asx + ag (40)

donde a; € K parat=1,2,3,4,6.

10POINCARI:D7 HENRI. Sur les propriétés des courbes algebriques planes. J. Liouville (v),
7, 1901, 161-205.

HMOoRDELL, LOUIS J. Diophantine equations. Academic Press. New York, 1969, 138—
144

12VVEIL7 ANDRE. Sur un théoréme de Mordell. Bull. Sci. Math. 54, 1930, 182-191.
Reproducido en: Oeuvres Scientifiques, Collected Papers, vol.1. Springer Verlag, New York,
1980, 11-45.
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Siguiendo las formulaciones de TATE (ver [49]), definimos:

by = a? + 4aq,
by = arasz + 2a4,
bg = a% + 4ag,

2 2
bs = ajag — arasaq + 4azas + aza; — ag,
el discriminante de F

A = —b2b® — 8b3 — 27b2 + bobabs; ¥

ai

A

Para cada primo p consideramos el cuerpo Q, de los racionales p—&adicos. Sea
vp la valuacién p—adica normalizada de tal manera que vp(p) = 1. Entonces,
Zyp ={x € Q) :vp(z) > 0}.

Sea p un numero primo fijo. Entre todos los modelos isomorfos de una curva
eliptica dada definida sobre @, podemos encontrar uno donde todos los coe-
ficientes a; estén en Z,, y de esta manera, v,(A) > 0. Esto se hace posible
mediante el cambio de coordenadas

= u

-3
y—u "y,
el cual conduce cada a; en v’ - a;, y u se escoge como una potencia de p.

Dado que v, es una funcién discreta, ademds podemos considerar una ecua-
cién de la curva eliptica para la cual v,(A) sea del menor valor posible.

Si una curva eliptica E sobre Q con ecuacién de Weierstrass (40). Decimos
que F es minimal a p si: a; € Z, (i =1,2,3,4,6) y —v»(A) es minimal entre
todos los modelos isomorfos de E sobre Q.

Decimos que F es un modelo minimal global si £ es minimal para todo
primo p.

Consideremos entonces, una curva eliptica E definida sobre Q (modelo mi-
nimal global) con ecuacién de Weierstrass

FE: y2—|—a1xy—|—a3y = 2% + ayz? + a4x + ag,

asociamos a E dos invariantes, el discriminante (A) y el conductor (N).

» Discriminante: A = —b3bg — 8b3 — 2705 + 9babsbg
= Conductor: N =[], A,J;p donde
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0, si E(Fp) es no singular,
1, si E(Fp) tiene una singularidad nodal,
To= 2+, si E(F,) tiene una singularidad de cuspide,

con d =0sip#2,3.
Los valores del conductor fueron mostrados por primera vez en 1967 por OGG
[39].

Conjetura 8 (Conjetura de Szpiro (1981)). Sea E una curva eliptica sobre
Q que es modelo minimal con discriminante A y conductor N. Entonces, para
todo € > 0 existe una constante K (e) > 0 tal que

A< K, NOte,

Teorema 4.4. La conjetura abc es equivalente a la conjetura de Szpiro.

Conjetura abc (=) Conjetura de Szpiro. Demostracion. Como Q es un cuerpo
de caracteristica cero, la curva eliptica F puede ser transformada a una de la
forma (38) cuya representacién en coordenadas afines estd dada por (39).

Fijemos € > 0 y sea ¢’ = %e. Tomemos
D = 4u® — 270%.
Por la conjetura abe, (en particular por nuestra demostracién la conjetura de
Hall (seccién 3.3),

2(1+€") 3(1+€")

EI (
|u| <« (rad D) 1=5¢ y lv| < (rad D) =57

’
€

para algin €, 0 < ¢’ < s

Entonces
lu| < (rad D)**+<” y lv| < (rad D)+,
y, por lo tanto,

lul® < (rad D)*3<" = (rad D)%**

[v> < (rad D)3 = (rad D)%
Luego,
|D| = |[4u® — 270%| £ 4|ul® + 27|v|* < (4 + 27)(vad D)5,
con lo cual obtenemos que
A < (rad D)€ « N6te,

La demostracién de la implicacién Conjetura de Szpiro (=) Conjetura abe, se
encuentra en [24], aqui presentamos la demostracién de algo un poco méas débil.
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Conjetura 9 (Conjetura abe (débil)). Sean a,b, c enteros primos entre si que
satisfacen a + b = c¢. Entonces, para todo ¢ > 0 existe una constante k. tal
que

|abe|'/? < k. rad (abe) .

A partir de la conjetura abc se deduce facilmente la anterior, y decimos que
es una version débil pues no es posible a partir de ella demostrar la conjetura
abc.

La conjetura abc implica la conjetura abe (débil), ya que para toda tripla de
enteros a, b, ¢ :

|al, [bl, |c] < méx (|al, [b], [c])
y dado que a, b, ¢ son distintos, entonces
, 3
la| - [b] - [e] < (max (|al, [b] |c[))
y por lo tanto,
|abe| = [a] - |b] - |c|
. 3
< (méx (|al, bl [e]))"

Conjetura de Szpiro (=) Conjetura abc (débil). Demostracidn. Sean a,b, ¢
enteros primos relativos tales que a + b+ ¢ = 0.

Consideremos la curva de Frey—Hellegouarch [12]
E.p:y* =x(z —a)(x —b).
Un modelo minimal para esta curva tiene discriminante
A = (abc)? -27°
y conductor
N =rad (abc) - 27*
donde s y t son enteros acotados. Por la conjetura de Szpiro, para cada € > 0
existe una constante K, > 0 tal que

A= (abc)?-27° < K.-N® = K(rad(abc)-27")5%¢,
y entonces tenemos que
|abc|1/3 < (Ke . 2_t(6+€)+s) 8 tad (abc)(6+6)/6.
Si ponemos k. = (K. - 24(6“)*5)1/6, k. es entonces una constante que sélo
depende de € y para la cual
labe|'/? = k. rad (abc) "¢ < k,rad (abe)' .
De esta manera, dado un ¢ > 0 hemos encontrado una constante k. tal que

labe|'/? < k. rad (abe)' ¢,
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es decir, a partir de la conjetura de Szpiro se sigue la conjetura abe (débil). O

v

5. Evidencia de la conjetura abc

5.1. La evidencia. Recordemos el enunciado de la conjetura abc presentado
en la seccién 2: Para todo € > 0 existe una constante k. tal que, si a,b,c son
enteros positivos primos relativos, para los cuales a + b = ¢ entonces:

¢ < ke(rad (abe)) e,

En 1986, STEWART y TIJIDEMAN [46] obtuvieron una cota superior para c en
funcién de rad (abc), probando lo siguiente:

Eziste una constante positiva ¢y efectivamente calculable, la cual, para todos
los enteros positivos a, b y ¢ tales que a +b=c y m.c.d. (a,b,¢c) =1,

¢ < exp (co(rad abe)'?). (41)

La prueba depende de una estimaciéon p—&dica para formas lineales en lo-
garitmos de niimeros algebraicos debida a VAN DER POORTEN [51]. En 1991,
STEWART y YU [47] reforzaron (41); ellos probaron el siguiente teorema com-
binando una estimacién p—adica para formas lineales en logaritmos de nimeros
algebraicos desarrollada por YU [60], con una temprana estimacién arquime-
diana debida a WALDSHMIDT [55],

Teorema 5.1. Existe una constante k efectivamente calculable tal que para
todos los enteros positivos a, b y c cona+b=c¢, m.c.d.(a,b,c) =1y c> 2,

c< exp((rad abc)2/3+k/ log log rad “bc). (42)

STEWART y YU en junio del 2001 [48], presentaron dos versiones mejoradas
de (42).

Teorema 5.2. Existe un nimero positivo efectivamente calculable k, tal que,
para todos los enteros positivos a, by c cona+b=cym.c.d.(a,b,c) =1,

¢ < exp(ki(rad abe)/? - (log rad abe)?). (43)

El nuevo ingrediente clave de la prueba es una estimacién de YU [61] para
formas lineales p—ddicas de ntimeros algebraicos que tiene una mejor dependen-
cia del nimero de términos en la forma lineal que la estimacién p—adica previa.
Los detalles sobre la medida arquimediana usada por YU se pueden ver en el
trabajo de MATVEEV [31]. Ellos emplearon esta estimacién con el objetivo de
controlar el orden p—adico en los primos p mas pequenos que dividen a a, b y c.

Un examen cuidadoso en la prueba del teorema anterior revela que el obstacu-
lo para mejorarlo no es la dependencia sobre el nimero de términos de la esti-
macién para formas lineales en logaritmos, en lugar de esto, es la dependencia
sobre el parametro p en la estimacién p—adica. Este hecho se resalta en el resul-
tado que enunciamos a continuacién, también de STEWART y YU [48], el cual
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muestra que si el factor primo mas grande de a, b o ¢ es pequeno en relaciéon con
rad (abc), entonces la estimacién para ¢ del Teorema 5.2 puede ser mejorada.

Si pa, Py y pe denotan los factores primos més grandes de a, b y ¢ respec-
tivamente, con la convencién de que el factor primo méas grande de 1 es 1 ;y
p' = min (pg, pp, pe)- El resultado puede ser enunciado de la siguiente manera.

Teorema 5.3. Eziste un numero positivo ko efectivamente calculable tal que,
para todos los enteros positivos a, b yc cona+b=c yc> 2,

c< exp(p’ - (rad abc)k2'1°g3(7"*)/1°g2 rad “bc). (44)

Donde 7, = max (rad (abc), 16) y log; denota la i—ésima iteracién de la fun-
cién logaritmo, esto es, log; t = logt y log; t = log(log, _, t) para i =2,3,....

Las demostraciones de los teoremas 5.2 y 5.3 se encuentran con todos sus
detalles en [48]. Nosotros presentamos aqui la demostracién del Teorema 5.1.

A continuacién daremos algunas nociones y lemas preliminares que necesi-
taremos més adelante.

Si p es un nimero primo, sea

2 sip>2
q= . (45)
3 sip=2, y
ip>2
ap = G4 sip (46)
G sip=2

donde ¢, = €2™/™ siendo m un entero positivo.
Sea K = Q(a) y D = QN K el anillo de los enteros algebraicos en K.

Para ¢ = z + iy € C, |¢| = /22 + y2. Entonces, si ay,...,a, € D son tales
que |a;| < A; para 1 < i <n donde cada A; > 4, denotamos

A= mix A;.
1<i<n
Sean by,...,b, enteros racionales (es decir, en Z) tales que |b;| < B para

1 < i < n, donde B es un entero fijo > 3.

Para cada o € K\ {0}, dado que D es un dominio de Dedekind, el ideal (o) D
puede ser escrito como un producto de ideales primos en D, es decir, (a)D =

pim e pgp“’. Definimos ord,,, & = e, que es el indice de ramificacién de g,
v fo €l grado de la clase residual de p. Y por tltimo, sea © = oz?l coeabn — 1.

Lema 5.1. Si [K(aé/q,...,ai/q) : K} =¢"" ord,a; =0 paraj=1,...,n
v © # 0, entonces

ord, © < (c1n)"p? -log B -loglog A -log Ay - -+ - -log A,

donde ¢ es un nimero efectivamente calculable.



Lecturas Mateméticas, vol. 34 (1) (2013), pags. 11-75 67

Lema 5.2. Paraa,...,«a, € ZT, si [Q(O&/Q, e ,ai/z) :Q} =2"yby-loga+
-+ + by - logay, # 0, entonces

|b1-log aq+- - ++by, - log ay,| > exp((—czn)"log B-(loglog A)?-log A;-- - --log An) .
donde co es un nimero positivo efectivamente calculable.

Lema 5.3. Sean «q,...,«q, numeros primos tales que a; < ag < +++ < Q.
Entonces

[@(O‘}/Q,aém,...,a%ﬂ) .Q| = 2
Sig=2yay=C0q=3ya =,y K=Q(a). Entonces
fK@yﬁayﬂuqa%%:K]:¢Wg
excepto cuando q = 2, ap = (4 y a1 = 2, y en este caso,
(K (a2, (140112, al/2 . all?) : K] = 27+,

Lema 5.4. Sea p; = 2,po, ... la sucesion de numeros primos en orden crecien-
te. Entonces, existe una constante efectivamente calculable cs > 0 tal que para

todo entero positivo r,
T v (7" + 3) r+3
11 > .
logp; cs3

j=1

El lector que este interesado en las demostraciones de los lemas anteriores
las puede encontrar en [47].

La siguiente prueba se debe a STEWART y YU.

Demostracion. [Demostracién del Teorema 5.1]  Sean ¢y, c5, ... constantes po-
sitivas efectivamente calculables. Sin pérdida de la generalidad supongamos que
a <b. Dado que a+b=c,m.c.d.(a,b,c) =1y c>2 sesiguequea<b<c
y rad(abc) > 6. Escribimos

— €1 €t
aipl pt ,

b:q{‘l...q’l{u’

C:s‘gl...sg“’
donde p1,...,P¢, 1y Qu,S1,- - -, Sy son primos distintos, t > 0, u > 1, v > 1
ve f,geZt.

De nuevo, denotamos por p, el primo més grande que divide a a, excepto
cuando a = 1 en cuya situacién simplemente ponemos p, = 1 ; de manera
semejante notamos por pp v p. el primo mas grande que divide a b y ¢ respec-
tivamente.

Entonces para cualquier primo p

logc

méx (ordy a, ord, b, ord, ¢) < g2’
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Por otro lado,

loge = Z(ordp c¢-logp) < n;:‘aéx (ord, ¢) - lograd (abe) (48)

ple

pues,

Z(ord c-logp) <Z méx(ord,, c) - logp)

ple
ple ple

= maX (ordy c) Zlogp

= maéx(ord, ¢) log<Hp)

ple

Dado que (a,b) = (a,c) = (b,c) = 1, para cada primo p que divide a ¢,

ord, ¢ = ord, (—ib) = ordp<_ib — 1) < ordp<(%)4 — 1).

Estimamos ahora

4
ordy ((5) = 1) =ordy(pf* - pie g g M )
empleando el Lema 5.1.

Sea © = (%)4 — 1 (claramente © # 0 ya que m.c.d. (a,b) = 1). Sip = 2
ponemos K = Q({s), y sip > 2, K = Q({4). Definimos ¢ y oy como en (45) y
(46) respectivamente. Sea g un ideal primo del anillo de los enteros algebraicos
de K tal que (p) C p (aqui (p) es el ideal principal generado por p en D);
entonces,

ord, © < ord,, ©.

Para el entero n del Lema 5.1, tomamos n = t + u y consideramos aj, ..., q,
como los primos p1,...,Pt, q1,- .., Gy ordenados en orden creciente, excepto en
el caso en que p > 2 y a1 = 2. En este caso ponemos en el primer lugar de la
sucesion a; = 1+ ¢ en lugar de oy = 2. Para ¢ =1...,n tomamos

Pt si|oy| >4
L 4, de lo contrario.

Como plc y m.c.d.(a,c) = m.c.d.(b,c) = 1 entonces ord, o; = 0 para i =
1,...,t + u, ademds como (p ) © y © es un ideal primo entonces (o;) € ¢ es
decir, ord, o; =0 parai=1,...,n. Enelcasoenquep > 2y oy = 2, en el cual

hemos puesto a; = 1 + i en lugar de oy = 2, basta observar que 2* = (1 + )8,
en consecuencia, si 1 +1i € p, 2* = (1 +i)® € p y esto implica que 2 € p (por
ser p un ideal primo), lo cual es claramente una contradiccién.

Por el Lema 5.3,
[I{(a(l)/q7 Cyi/q7 . az_{j}’) . K] _ qt+u+1’
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y haciendo B = méx(4ey,...,4es,4f1,...,4f.), por (47)
< 4logc

= log2
Entonces, por el Lema 5.1,
ord, ¢ < ord, ©® < ord,, ©
t+u 2
< (ca- (t+u)) -loglog ¢ - loglog rad (abc) - H log p,

plabe

(49)
donde ¢; es una constante efectivamente calculable.
Similarmente, si p|b consideramos ord, ((5)4 - 1) y tenemos que
ord, b < (c5 - (¢t + v))t+v -p? -loglog ¢ - log log rad (abc) - H log p, (50)
plac
donde ¢ es una constante efectivamente calculable.

Y si pla entonces consideramos ord,, ((‘—g)4 — 1), y obtenemos

ordya < (cg - (u+ v))u+v -p? - loglog ¢ - log log rad (abc) - H logp.  (51)

plbe
Ahora bien, por (48) y (49)
1 1 d (ab
ogc é (mélx(ordp C)) . M
loglog c ple loglog c
< (04 S(t+ u))Hu -p? -loglograd (abc) - lograd (abc) - H log p
plabe
< (ca-(t+ u))t+u - (lograd (abc)) H log p. (52)
plabe
Dado que b > 5y ¢ >3,
1
logb > (logc) — (log2) > %. (53)
Ademas (48) se cumple si reemplazamos ¢ por b, entonces por (50) y (53),
logc - b
4loglogec  logloge
) log rad (abc)
< —_— 4
- (H;%;X(()rdp b)) logloge (54)
< (es-(t+ v))Hv - p} -loglograd (abe) - lograd (abc) - H logp
plac
< (es-(t+ v))Hv - (lograd (abc)) H log p. (55)

plac
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Por otro lado,

Sia> Vb, loga > % logh > logc (por 53)
Sia < Vb, log( ) ( %) < 1og(1 + %) \/i_ \/75 (56)

En el caso en que a > v/b, por (48) reemplazando ¢ por a, y (51) :

log c loga

8logloge  loglogc
1 d (ab
< (mzix(ordp a))  lograd (abe)
pla log log c

> - (lograd (abc)) H log p; (57)

plbe

'u.+'u

< (c6- (u+v))

en el segundo caso,

0< log<a_£b) —10g<;—;>

:gll()gsl +"'+gv10g5v _fllog(h - "'_fuIOgQu~ (58)

Por el Lema 5.3 aplicado a los primos q1,...,qu, S1,. .., Sy, podemos usar el
Lema 5.2 para obtener una cota inferior para log(‘—g)

Entonces, de acuerdo con el Lema 5.2,

|gl 10g51+"'+gv10g5v_f1 10gq1_"'_ fulOgQu| >

exp((—CQ (u+ v))u+v -log B - (loglog A)? H 1ogp) (59)
plcb

donde B = méx (4f1, ..., 4fu, 491, -,4Gs), Q1,...,Qytyp los primos que divi-
den a be ordenados en orden creciente, A = méxi<;<uto (@) ¥y c2 un numero
positivo efectivamente calculable.

De (56) y (59) obtenemos
eXp((—CQ (u+0))""" - log B - (loglog A)? Hlogp) \\é—_

y de esta tltima desigualdad obtenemos nuevamente (57) (con una constante
diferente).
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Tomando p =t + u + v, de (52), (55) y (57) deducimos que

( log c )3 < (logc)? log c log c log c

4logloge/ — 4-4-2- (logloge)3 :loglogc 4loglogc 8loglogc

<(ear(t+u) ™™ (s (L + v))m' (co - (u+0)""" (b pp - pa)?
(log rad abc H logp - H logp - H log p.
plab plac plbe

Entonces,

_loge 3 2 (e
( 41og10gc) < (cs ) (pe o pa)? <,Eclogp) (lograd (abc))”. (60)

Por el Lema 5.4,

( ) H IngJ H év (61

plabe
PFPa,Pb;Pe

con la convencién usual que el producto vacio es 1.

Con la desigualdad anterior y (60) obtenemos

loge \3
(4log10gc) S(Cl())p.(z. pgc 10gp> (Hlogp>

plabe

DPFPa;Pb,Pe
- (pa - pb - D) (log rad (abc))6
=4 (c10)"(rad abe)? - (log pa - log py - log pe)? - (lograd (abc))6
< (c10)” - (rad abe)? - (lograd (abc))u. (62)
De nuevo, por el Lema 5.4 tenemos que
&y < (rad abe)en/1oglograd (abe)
entonces, por (62),
(74 li(;;gl(fgc)g < (rad abe)err/loglogradabe (154 ghe)? . (log rad abe)'?
lo cual implica que

1
ﬁ < (rad abe)err/3loglogradabe | (1aq qhe)2/3 . (log rad abe)?
oglogc
¥y, en consecuencia,

10gC < (rad abc)2/3+k/log log rad abc ,

donde k es una constante efectivamente calculable.
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5.2. Buenas triplas asociadas con la conjetura abc. De acuerdo con la
formulacién de OESTERLE de la conjetura abe, y a la equivalencia que demos-
tramos en la seccién (4.1), decimos que una tripla (a,b,c) es una buena tripla
si L > 1,4 donde

log(lal, |bl, |c])
L=1L = ="
(a,b.) log rad(abc)

Conjetura 10. Si la conjetura abc es verdadera, eziste solo un numero finito
de buenas triplas.

Hasta enero de 2002, existian 152 buenas triplas conocidas. Una lista de ellas
se encuentra en [53].

a=1 b = 2400 L =1,454673
a=1 b = 44374 L =1,567887
a=1 b = 512000 L =1,443307
a=3 b=125 L = 1,426565
a=5 b= 177147 L =1,412681
a=37 b = 32768 L = 1,482910
a=121 b = 255879 L = 1,488865
a = 338 b = 390625 L = 1,445064
a = 343 b = 59049 L =1,547075
a = 2197 b = 700928 L = 405785

a = 7168 b= 178125 L = 1,435006

CUADRO 5. Resultados (Buenas Triplas para 1 < a,b < 100000)

Parece que los valores de las buenas triplas en la mencionada lista fueron
descubiertos por medio de varios algoritmos. De hecho los valores expuestos
fueron tomados de buenas triplas sobre un intervalo particular, tal como lo
confirma el programa en C escrito por JEFFREY P. WHEELER con ayuda de
JOEL MEJEUR y MICHAEL SAUM (Universidad de Tennessee, Knoxville). Este
programa se hizo correr en paralelo (usando MPI) entre 24 y 30 computadores
Intel 450 MHz Pentium III durante aproximadamente cuatro dias y medio.
Inicialmente el programa chequeé las buenas triplas sobre los intervalos 1 <
a < 100000 y a < b < 100000. Estos resultados aparecen en el cuadro 5.

El lector puede encontrar el cédigo del programa y algunos detalles adicio-
nales en [57, pags. 27-33].
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