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RESUMEN. En 2002 SCHWEDER y HJORT [9] obtuvieron una nueva ver-
siéon del lema de Neyman—Pearson para distribuciones de confianza,
junto con otro resultado optimal. Bajo ciertas hipdtesis, esencialmente
dice que la distribucién de confianza basada en una estadistica suficien-
te del pardmetro de interés es menos dispersa en promedio que cualquier
otra distribucién de confianza basada en otra estadistica de la muestra.
El interés principal en este trabajo de divulgacion es hacer un desa-
rrollo detallado de las demostraciones dadas por SCHWEDER y HJORT,
asi como también ilustrar numéricamente tales resultados, lo cual no
se hace en [9], y dar un algoritmo para realizar pruebas de hipétesis
unilaterales y obtener intervalos de confianza.

Key words and phrases. Confidence distribution, sufficient statistic, hy-
pothesis testing

ABSTRACT. SCHWEDER and HJORT in 2002 obtained a new version of
the Neyman—Pearson lemma for confidence distributions, along with
other optimal result. Under certain assumptions, essentially says that
the confidence distribution based on a sufficient statistic of the para-
meter of interest is less dispersed on average than any other confidence
distribution based on other statistics of the sample. The main interest
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in this expository paper is to make a detailed development of the proofs
given by SCHWEDER and HJORT, and also, give a numerical illustration
of these results, which is not done in [9], and give an algorithm for
testing unilateral hypothesis and obtain confidence intervals.

2010 AMS Mathematics Subject Classification. 62F03, 62B05
1. Introduccién

El lema de Neyman—Pearson es uno de los resultados més famosos en prue-
bas de hipétesis estadisticas. Describe de manera clara cudl procedimiento de
prueba debemos aplicar cuando la forma de la distribucién de probabilidad de
la muestra aleatoria depende sélo del valor de un tinico pardmetro desconocido
y las hipétesis nula y alternativa son simples. Sin embargo, en muchas aplicacio-
nes, la distribucién de interés tiene mas de un parametro desconocido, y suele
suceder que nuestro interés se centre en sélo uno de ellos. Al vector formado por
los demés parametros desconocidos se le acostumbra llamar vector de ruido.
También, en la mayoria de las aplicaciones, las pruebas estadisticas consideran
no solamente hipdtesis simples, sino hipdétesis compuestas. En el 2002 SCHWE-
DER y HJORT [9] obtuvieron una versién nueva del lema de Neyman—Pearson
para distribuciones de confianza que permite considerar hipdtesis estadisticas
compuestas unilaterales, cuando hay incluso un vector de ruido. Cabe destacar,
como se vera en la seccién 2, la relevancia de las distribuciones de confianza,
pues éstas constituyen la base de la inferencia en la estadistica clésica (ver [9]),
debido a que los intervalos de confianza para un pardametro simple son genera-
dos por percentiles de una distribucién de confianza y los valores p unilaterales
son valores de distribuciones de confianza acumuladas; siendo los intervalos de
confianza y los valores p la forma bésica, en la tradicién frecuentista, de pre-
sentar los reportes estadisticos. La relacién cercana entre los valores p y los
intervalos de confianza nos permite verlos de forma unificada a través de una
distribucién de confianza. Volviendo a la versién del lema de Neyman—Pearson
obtenida por SCHWEDER y HJORT [9], ésta esencialmente dice, como se vera en
la seccién 3, que la distribucién de confianza basada en una estadistica sufi-
ciente del pardmetro de interés con razon de verosimilitudes creciente, es menos
dispersa en promedio que cualquier otra distribucién de confianza basada en
otra estadistica de la muestra. De esta manera, esta generalizacion nos permite
obtener mejores procedimientos para probar hipdtesis estadisticas compuestas
unilaterales, esto es, si se utiliza una distribucién de confianza basada en una
estadistica suficiente con razén de verosimilitudes creciente, las posibilidades
de cometer errores tanto del tipo I como del tipo II son menores a las que se
obtendrian utilizando una distribucién de confianza basada en otra estadistica.
Debido a la importancia ya senalada de la versiéon de SCHWEDER y HJORT del
lema de Neyman—Pearson, en este trabajo de divulgacién, en la seccién 3, se
enuncia y demuestra este resultado, junto con otro resultado optimal, y am-
bas demostraciones se enriquecen con detalles omitidos en [9]. Por tltimo, en
la seccién 4 presentamos varios ejemplos numéricos que ilustran con claridad
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las propiedades de tales resultados; damos ademés un algoritmo para hacer
pruebas de hipétesis unilaterales y encontrar intervalos de confianza.

2. Distribuciones de confianza, pruebas de hipétesis e intervalos
de confianza

Como ya se sefialé en la introduccién, las distribuciones de confianza cons-
tituyen la base de la inferencia en la estadistica clédsica, debido a que como se
vera en esta seccién, las distribuciones de confianza nos permiten ver de forma
unificada las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza. Por otra parte,
mientras més angostos sean los intervalos de confianza, mejores son, siempre
y cuando mantengan la confianza que se afirma. De esta manera, es siempre
deseable que la distribucién de confianza tenga tan poca dispersion como sea
posible.

2.1. Distribuciones de confianza. En la siguiente definicién el contexto
es un modelo paramétrico de una poblacién descrita por una variable aleatoria
X con distribucién de probabilidad P(z;1),w), donde % es un pardmetro real
de interés primario que pertenece a un intervalo finito o infinito, y w es un
vector formado por los deméas parametros reales referidos como de ruido.

Definicién 1. Sean X = (X, ..., X;,) una muestra aleatoria de la distribucién
continua P(z;%,w) y £ una observacién de X. Una funcién de distribucién
continua C(¢; z) de 1, es una distribucién de confianza de 1 si

P(C(¥3X) < a:(w) =a, con 0<a<l,
para cualquier par (¢, w).

Observacion 1. La definicién 1 se centra en el hecho de que la variable aleato-
ria C(v; X) tiene distribucién uniforme cuando los pardmetros verdaderos son

(¥, w).

Observacion 2. El término distribucién de confianza es la interpretacién de
EFRON (ver [5]) de la distribucién fiducial de FISHER (ver [6] y [8]).

Si0d<a<l,sea
C™Hesz) = mf{y: C(4h;2) > a}.

Para intervalos de confianza unilaterales (—oo, 1), donde 1, = C~!(a; X), la
probabilidad de cobertura (o cobertura frecuentista) es «, porque

P <o) = Ppo(C(; X) < Ctha; X)) = Pyo(C(¥; X) < o) = o
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De igual modo, para intervalos de confianza bilaterales (1,1 3) la probabilidad
de cobertura es 8 — a, porque

P(ha <¢ <tp) = Ppu(Ca;X) < C(¥; X) < CYp; X))
= Ppola<C@;X) <P)
= [f—a.
Definicién 2. Una familia de funciones de densidad de probabilidad o de

funciones de probabilidad {g(¢;0) : 0 € © C R} de una variable aleatoria T,
tiene razon de verosimilitudes mondtona si, siempre que 67 < 05,

g(t; 02)

g(t;61)
es mondtona como funcién de ¢ en {t: g(¢;61) > 0 6 g(t;02) > 0}, donde por
definicién § = oo si ¢ > 0.

Proposicion 1. Sea T una variable aleatoria cuya familia de densidades de
probabilidad o de funciones de probabilidad es {g(t;0) : 0 € © C R}, tal que
para 0, < 6o,

g(t; 62)

g(t;61)

es creciente como funcién de t. Entonces

Py, (T < t) < Py, (T <t).

Demostracion. Sean t1 < t < to. De aqui
g(t1;602) _ g(tz;02)
g(t1;601) = g(t2;01)

Integrando primero sobre t; de —oo a t y después sobre to de t a co se tiene

Pp, (T <t)(1 =Py, (T <t)) < Py, (T <t)(1— Py, (T <t)),
de donde,

= g(t1;02)g(t2;01) < g(t1;01)g(t2;02).

Py, (T < t) < Py, (T < t).

Corolario 1. Si para 61 < 05,
g(t;02)
g(t;01)

es decreciente como funcion de t, entonces

Py, (T < t) < Py, (T <t).

Corolario 2. Sean T una variable aleatoria continua como en la proposicion
1, Py(T <t) continua como funcién de 0, y © = (O, Osup). SI Po(T <t) — 1
cuando 0 — 0w y Pp(T < t) — 0 cuando 6 — 0g,p, entonces C(6;t) =
1 — Py(T < t) es una distribucién de confianza de 6.
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Definicién 3. La familia {g(¢;6) : 6 € © C R}, de funciones de densidad de
probabilidad o de funciones de probabilidad, se llama una familia exponen-
cial si g(t; 0) se puede expresar en la forma

k
g(t;0) = h(t)c(0) exp <Z wi(f))qi(t)) ;
i=1
donde h(t) > 0y g1, ..., qx son funciones de valor real que no dependen de 6, y
¢(0) >0y wi,...,wy son funciones de valor real que no dependen de ¢.

Proposicion 2. Sea

k
g(t:;0) = h(t)c() exp (Z wi(ﬁ)qi(t)> , €O CR,
i=1

una familia exponencial. Si todas las funciones w; son monétonas crecientes o
todas son mondtonas decrecientes, y si todas las funciones ¢; son mondtonas
crecientes o todas son mondtonas decrecientes, entonces ¢(t; ) tiene razén de
verosimilitudes monétona.

Demostracion. Sean 61 < 0. Entonces

g(t;02) _ c(b2) k
g(t;@j) - 6(9?) €xXp (;(wz(QQ) - U)z(@ﬂ)%(lf))

es monotona como funcion de t. ]

Ejemplo 1. Sea Xj,..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién gama
n

con s6lo el pardmetro de forma a > 0 desconocido, 5 conocido. Sea S = > X;.
i=1
Entonces S tiene una distribuciéon gama con parametro de forma na y

conocido. Si f es su funcién de densidad,

1 —1 — 3
flsina) = Fo g™ e 7
la cual se puede escribir en la forma
1 s _
flsima) = g e

es decir, {f(s;na) : a > 0} es una familia exponencial. Puesto que na — 1 es
creciente como funcién de «, y logs es creciente como funcién de s, por la
proposicién 2, f(s;na) tiene razén de verosimilitudes creciente. Si F(s;na) es
su funcién de distribucién, entonces F'(s;na) — 1 cuando @ — 0, y F(s;na) —
0 cuando a — oo. Por el corolario 2

C(a;s) =1— F(s;na)
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es una distribucion de confianza de «. La funcién de densidad de confianza de
«, una vez que se observo s, es

c(ass) = ~(d/da)F(sina) =n [ (v(na) ~log(t/8)) 1 (t:na)dt,

0

donde ¥ () es la funcién digama, (o) = (%)(log I(w)).

Ejemplo 2. Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacién N (u, 0?),

con 4 desconocida y o2 conocida. Sea T = Z X;. Entonces T' ~ N(u, Z- )7

la cual es una familia exponencial. Si f(t; ) es la funcién de densidad de T,

resulta que ;Et T; es creciente como funcién de ¢ si pq < po. De aqui, si F(¢; p)

es la funcién de distribucién de T, se tiene que F(t; ) es mondtonamente
decreciente como funcion de p. Por otro lado, si ® es la funcién de distribucion

normal estandar, F(t;p) = P(T <t) = ® (@), de donde también se
ve que la funcién de distribucién de T es mondétonamente decreciente como

funcién de p. Puesto que F'(¢; ) — 1 cuando p — —oo, y F(t; ) — 0 cuando
1 — 00, entonces la distribucién de confianza de p es

t —
Clpst) =1-F(t;p) =1-90 <M> :
o
Una vez que se observo t, la densidad de confianza de p es

n n —t)?
cit) =~/ ) i) = S exp (200200

es decir, pu ~ N(t,02/n).
2.2. Pruebas de hipdétesis e intervalos de confianza.

Definicién 4. Sean © C R el conjunto de valores posibles del pardametro 6,
Op C O, y OF el complemento de Og en ©. En un problema de prueba de
hipdtesis
Hy:0€0y vs H;:0€0g,

un valor p es un estadistico de prueba p(X) que satisface 0 < p(z) < 1, para
toda observacién z de X; de modo que valores pequetios de p(X) den evidencia
de que H; es cierta. Se dice que p(z) es el nivel de significancia alcanzado por
la prueba.

La siguiente proposicion muestra que las distribuciones de confianza permi-
ten ver de forma unificada las pruebas de hipdtesis y los intervalos de confianza.

Proposicion 3. La confianza de la afirmacion ¢ < g es el grado de confianza,
C(tpo; z) del intervalo de confianza (—oo7 C'_l(C’(wo;g))), v es igual al valor p
observado de la prueba de hipétesis

Hy :9p <apg vs Hy 1 9p > 4y
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Demostracion. Puesto que C(1;x) es creciente como funcién de v, entonces
C(tho; X) es un estadistico de prueba para probar

Hy:y <y vs Hy:p >,

de modo que valores pequetios de C(¢p; X) dan evidencia de que H; es cierta;
como 0 < C(v;z) < 1, entonces C(1; X) es un valor p de la prueba de hipétesis.
Si z es una observacién de X, el nivel de significancia alcanzado por la prueba
de hipdtesis, o la confianza de la afirmacién ¢ < 1), es

p(z) = C(Yo;z) = P (C(¢; X) < C(¢o; z)) .-
Ademis,
Py <CHCWoi X)) = P(Cs5X) < C(CH(C(vo; X))
P(C(ih; X) < Cltho; X)),
o sea, C(1o;z) también es el grado de confianza del intervalo de confianza

(=00, CH(C(tho; 2))). v

Ejemplo 3. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién N (u, 0?),
donde los pardmetros i y o son desconocidos, j es el pardmetro de interés y
n n

o es de ruido. Sean X = 1 ;Xi y S2_; = -5 Y (X; — X)?. Para realizar

=1
la prueba de hipétesis

Hoy:p<po vs Hy:p> o,
W. En este caso el valor p es

p(X)=1—=Fppy <ﬁ(§7__1“°)> = C(p0; X),

donde F; ;1 denota a la funcién de distribucién ¢ de Student con n — 1 grados
de libertad, y C'(p; x) es la distribucién de confianza de p.

el estadistico de prueba es

Ejemplo 4. Sea z = (21, ..., 2,) una observacién del vector X = (X7, ..., X,,),
donde X7, ..., X,, es una muestra aleatoria de la distribucién N (u,o?) con los
pardmetros p y o2 desconocidos, i es el pardmetro de interés y o2 es de ruido.
Sean X y S2_; definidas como en el ejemplo 3. Si F},,_1 denota a la funcién
de distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad, sabemos que,

Clpsz) =1 Frpus (M)

Sn—1
es una distribucion de confianza para p. Podemos determinar un intervalo de
(1 - a)100 % de confianza para p como sigue: Sean pa y p1—g tales que
@

[0
Clugiz) =5 v Clm-g52)=1-1,

LR, (M) —2 Y 1R (M) 18

Sp—1
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De la primera de estas dos ultimas igualdades tenemos
_ Sn—1

He =T — t17%,n71W7
y de la segunda
Sn1
\/ﬁ Y
donde l1—g n—1 €8 el percentil (1 — %)100 de la distribucién ¢ de Student con
n—1 grados de libertad. Por lo tanto, un intervalo de (1 —«)100 % de confianza
para p es

pi—e =T +ti—2n

Sp—1 _ Sp—1

e SHS T hgan e

el cual coincide con el intervalo de confianza respectivo que se obtiene usando
el método comun de estimacién por intervalo.

T—ti—g.n

2.3. Lema clasico de Neyman-Pearson. Como referencia, enunciamos en
esta ultima subseccion de la presente seccion, el lema de Neyman—Pearson clasi-
co, cuya demostracién puede ser consultada en varios textos sobre estadistica
matematica, como por ejemplo [2] y [7].

Definicién 5. Dada una prueba de hipétesis con regién de rechazo R, la fun-

cién B : © — [0,1] dada por 3(f) = Py(X € R) se llama la funcién potencia de
la prueba.

Definicién 6. Consideremos el problema de prueba de hipétesis Hy : 6 € O
vs Hy : 0 € ©.

(a) Para 0 < a < 1, una prueba con funcién potencia 3(6) es una prueba de
tamafio a si supycg, 3(0) = a.

(b) Para 0 < a < 1, una prueba con funcién potencia 3(#) es una prueba de
nivel a si supgeg, 5(0) < .

(c) Sea C una clase de pruebas para probar Hy : 0 € ©g vs Hy : 6 € Of. Se
dice que una prueba en la clase C, con funcién potencia 8(6), es una prueba
uniformemente més potente (UMP) si para cada funcién potencia 3 (6) de cada
prueba en C se cumple que 3(0) > B (9) para toda 0 € ©§.

Teorema 1. (Lema de Neyman—Pearson) Sea la prueba de hipétesis Hy : 6 =
0o vs Hy : 6§ = 61, donde f(z;0;), i = 0,1, es la funcién de densidad o de
probabilidad, con regién de rechazo R tal que

reR si f(z;01) >kf(z:00) vy € R si flz;0h) <kf(z:i) (1)
para algun k >0, y
a =Py, (X € R). (2)
Entonces,

(a) (Suficiencia) Cualquier prueba que satisface las condiciones anteriores es
una prueba de nivel o uniformemente mas potente.



Lecturas Matemaéticas, vol. 34 (2) (2013), pags. 205-223 213

(b) (Necesidad) Si existe una prueba que satisface las condiciones anteriores
con k > 0, entonces toda prueba de nivel o uniformemente mas potente es una
prueba de tamano «, y toda prueba de nivel « uniformemente mas potente
satisface las dos primeras condiciones, excepto quizd en un conjunto A que
satisface Py, (X € A) = Py, (X € A) =0.

3. Lemas de Neyman—Pearson para valores p y distribuciones de
confianza

Cuando probamos las hipdtesis Hy : ¢ < g vs Hip : ¥ > g, y la dis-
tribucién de confianza de 1 es C(v), rechazamos H al nivel de confianza «
si C(¢g) < a. La potencia de la prueba es Py (C(¢g) < o). Cuando se utiliza
una distribucién de confianza basada en una estadistica suficiente con razén de
verosimilitudes creciente, el siguiente teorema establece que cuando ¥ < g es
menos probable rechazar Hy, que cuando se utiliza una distribucién de confian-
za basada en otra estadistica; y cuando ¥ > 1y es mas probable rechazarla.
Es decir, afirma que si el estadistico de prueba es C'(1g; S), donde C(1); s) es la
distribucién de confianza de 1) basada en la estadistica suficiente S con razén
de verosimilitudes creciente, entonces la prueba tiene errores de tipo I y IT me-
nores que los respectivos errores que se tienen cuando el estadistico de prueba
es C(vo;T), donde C(¢;t) es la distribucién de confianza de ¢ basada en otra
estadistica T'. Asi pues, este teorema es una generalizacion no sélo del lema de
Neyman-—Pearson, sino también del teorema de KARLIN RUBIN (ver [2]).

Los conceptos y resultados de esperanza condicional que se usan a continua-
cién pueden ser consultados, por ejemplo, en [1] y [4].

Teorema 2. (Lema de Neyman—Pearson para valores p). Sea S una estadistica
L(%2;s)
L(%13s)
funcién de s, siempre que 1, < 5. Sea C*° la distribucién de confianza basada
en S, y sea CT la distribucién de confianza de v basada en otra estadistica T.

FEntonces

creciente como

suficiente unidimensional con razén de verosimilitudes

Py(C% (o) < u) < Py(CT (1ho) < w), si v < 1ho,

Py (CT (o) <u) < Py (C*(0) < w), si tho <.
Demostracion. Sea ¢ < 1py. Supongamos que

(CT (o) <) = (T € Ay,),
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donde (T' € Ay, ) es Borel-medible. Se tiene

Py (CT(yo) Su) = Py(T € Ay,) = Ey (1 (TEAW)
= /Pw(T € Ay, |S = 5)dP§ (s)
= [Preagls =9 ars )
_ /Pwo (T € Ay, |S = S)LL(%;Z)) dP$ (s).

Por hipétesis, puesto que u = Py, (CT(d)o) < u) = Py, (Cs(d)o) < u),

Py (CT(0) S 1) = Poy(T' € Auy) = [ Po(T' € Ay = )P (5)
- Pwo(s = 51/20)7
donde, dado que igi?zg es creciente como funcién de s si 11 < 12, entonces
por el corolario 2,

(C% (o) < u) = (S > sy,).
L(v;s)

Como T(hois) 8 decreciente en s, la funcién g tal que 0 < g < 1y que minimiza

sujeta a

/ 9(5)dPS () = Py (S > 50

es la indicadora | ,00)> Para la que el minimo es

(Swo

L(v;
/1(%,00) L(ibo;ss))deO(S) 2/1(%,00) AP} (s) = Py(S = sy,),

de donde,
Py (CT (o) < u) > Py (C¥(3ho) <w),
0 sea,
Py (C%(to) < u) < Py (CT (o) <u), st ¥ < o

Andlogamente se prueba que
Py (CT (o) <u) < Py (C%(vo) <), si tho <.
v

En el sentido clasico de Neyman—Pearson, el enfoque consiste en rechazar
0 no rechazar una hipdtesis, lo cual equivale a usar para C una medida de
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dispersién de tipo indicadora. Més generalmente, diremos que v(C) es una
medida de dispersiéon de C, alrededor del valor verdadero 1y del pardmetro, si

o0

wm:/rwﬂmww»

—0o0

donde T'(0) = 0, T" es decreciente en (—o0,0) y creciente en (0, 00),

Jm (1= CY))L (Y — o) =0,

Jim C(=)T (= = o) = 0.

En el teorema 3, el cual establece, como ya se mencioné en la introduccién,
que la distribucién de confianza basada en una estadistica suficiente con razén
de verosimilitudes creciente es menos dispersa en promedio que cualquier otra
distribucién de confianza basada en otra estadistica, utilizaremos la proposicién
siguiente, cuya demostracion se puede ver en [3].

Proposicién 4. Si X es una v.a. no - negativa absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue, entonces

oo

B(X) = / (1 — F(x))dz,
0
donde F' es la funcién de distribucion de X.

Teorema 3. (Lema de Neyman—Pearson para distribuciones de confianza).
Si S es una estadistica suficiente unidimensional y la razén de verosimilitudes
% es creciente en s siempre que ;1 < 19, entonces la distribucién de
confianza basada en S es uniformemente mas potente en promedio, es decir,
se cumple Ey, [y(C%)] < Ey, [y(CT)] para toda funcién de dispersién ~ y en
todos los valores verdaderos del parametro .

Demostracion. Notemos que

b
LFW—wwaw

b
j/PW—wma—aw>
(1= CB) T — o) — (1 — C(40))T(0)]

b
+/‘u—cwwdmw—ww
o

b
—a—amwmwwa/u—aWMW—%x
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y

o Yo
/ Ly —10)dC(¥) = C(o)L'(0) = C(=b)L(=b—tho) = [ C()dl' (¢ — o).

—b —b
Asi, puesto que blim (I1=CO®)T(b—1y) = bh’m C(=b)T'(=b—1p) =0,
— 00 — 00

/ "D - 0)dC(w) = | a=cwpinw - v)
Yo o

Yo Yo
/_ T — 0)dCW) = — [ CW)AT(W — o).

—0o0

Sea a = 1) — ¥y. Entonces

/ P — o)dC(w) = / (1= O + vo)dr(®)
o 0

Yo 0
[ D (1) — )dC () = —[ C (¢ 4 1ho)dT ().

Por lo tanto,

o 00
+C) = / T — $o)dC() + /w T — 0)dC()

0 (e
_ / b + do)dI () + / (1— O + ¢0))dr(¥)

| cw s+ [ (1= O + o)L ().

Ahora,
Ewo [V(CS)}
[ [ vt = wactwir, (5w <)

0 %)
/ { | S+ wlaerwn + / (1= C5 (4 + 140))dT (1)
4Py, (O5() <)

X

Por el teorema de Fubini,
0
B (@) = [ [ eSwur, (€50) < w)d-Tw)

> S s u
+ / / (1= CS (i +10))dPy, (C5 () < ) dT(8).
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Por el teorema 2 y la proposicién 1,

/ C5 (6 + do)dPy, (C5 () <) < / C7 (4 + )Py, (CT(8) < ),

siy <0,y
[0 cswrgyar, (@ < <
[ =T w))ar, (€ w) < ).

si 0 < #. Por lo tanto,

0
Eyy [4(C%)] < / / CT (4 + 0)dPy, (CT (1) < u) d(—T())

+f h [ 0= CT @+ v, (C70) <) drw) = B, [CT)].
0
¥

4. Ejemplos numéricos de las nuevas versiones del lema de
Neyman—Pearson

En esta seccion X7, ..., X,, serd una muestra aleatoria de la distribucién gama
con sélo el parametro de forma « desconocido. Del ejemplo 1 sabemos que la
distribucién de confianza de a basada en S = X7 +... + X, es

Cla;s) =1— F(s;na), (3)

donde F es la funcién de distribucién gama(na, ), con 8 conocido.

Por otro lado, la funcién de verosimilitud de « es

n 2% Lexp -~ ” ;
flayze, . zn) = W (I ;) ) < 3 Z Z) ,

de donde se tiene que
T=17,X; (4)

es una estadistica suficiente (minimal) de «. Se puede demostrar que la fun-
cién de densidad de T tiene razon de verosimilitudes creciente, y aunque esta
densidad es dificil de manipular, al ser T una estadistica suficiente de «, si
observamos un valor pequeno de T' entonces se espera que el valor del parame-
tro o también sea pequeno, y si observamos un valor grande de T entonces
se espera que el valor del pardmetro a también sea grande. Esto nos permite
afirmar que si a; < asg, entonces

Po, (T < 1) < Po, (T <),
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de donde se tiene que la distribucion de confianza de a basada en la estadistica
suficiente T es
Clast) =1 = Po(T <t) =P, (T > 1). (5)

Una vez que observamos un valor ¢ de T', de (5) tenemos el siguiente algorit-
mo para estimar C'(a,t), el valor en « de la distribucién de confianza basada
enT'.

Algoritmo 1

a) Se generan m observaciones, (Z11,...,Z1n); -+, (Tml,-- -, Tmn), de una
muestra aleatoria de tamafio n de la distribucién gama(a, ).
C R s L
b) Paraj=1,...,m, seat; =II7"  x;;.

¢) Sea k = cardinalidad {j : t; > t}. Entonces

C(a;t)zﬁ.

m

Observacion 3. Puesto que C(ay,t) es el valor p de la prueba de hipétesis
Hy:a<ayg vs Hp:a>ag,

el algoritmo 1 es un algoritmo para llevar a cabo esta prueba de hipdtesis.
También se puede emplear para probar las hipdtesis

Hy:a>ap vs Hi:a<ag,

Este algoritmo se puede utilizar siempre que se tenga una estadistica suficiente
cuya distribucion sea dificil de obtener o de manipular.

Observacion 4. Con el algoritmo 1 también se pueden construir intervalos de
confianza del pardametro de interés, una vez que se observé un valor de la
estadistica suficiente.

Ejemplo 5. Para ilustrar numéricamente el lema de Neyman—Pearson para
valores p (Teorema 2), sea o; = 3 +¢(1/10), ¢ = 0,1,...,40. Para cada «;
generamos 10000 muestras de tamafio 10 de la distribucién gama(a;, 8), con g
constante. Dado i € {0,...,40}, para cada muestra generada de la distribucién
gama(a;, 8), de (3) obtenemos el valor correspondiente de C(av, s), donde ag =
5y s es la suma de las observaciones de la muestra, y de (5), a través del
algoritmo 1, obtenemos el respectivo valor de C(«ap,t), donde ¢ es el producto
de las observaciones de la muestra. Asi, si u € (0,1), la proporcién de valores
C(a, s) tales que C(ap, s) < u nos da una estimacién de P,, (C(ag; S) < wu),y
la proporcién de valores C(ap,t) tales que C(ap,t) < u nos da una estimacién
de P,,(C(ao;T) < u). Obtenemos estas estimaciones para cada a; = 3 +
1(1/10), i« = 0,1,...,40, y para cada u = 0.3,0.4,0.5,0.6. Los resultados se
ilustran en las figuras 1, 2, 3 y 4, respectivamente, en las que la curva continua es
la grafica de Py, (C(ao;T) < u), y la otra curva es la grafica de Py, (C(ap; S) <
u), u = 0.3,0.4,0.5,0.6; en este caso T es la estadistica suficiente. En cada
figura se observa que antes de cg = 5 la curva continua esta abajo de la curva
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segmentada, y que después de ap = 5 la curva continua esta arriba de la curva
segmentada. Asi, vemos claramente que se cumple lo que establece el Lema de
Neyman-—Pearson para valores p.
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FiGUurA 1. Gréficas de Po(C(a0;T) <u) y Pa(Cla; S) < u), u =0.3.
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FI1GURA 2. Griéficas de Po(C(ao;T) < u) y Pa(Claw; S) < u), u=0.4.
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FiGurA 3. Graficas de Po(C(ao0;T) < u) y Pa(Cla; S) < u), u = 0.5.
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Del algoritmo 1 se tiene el siguiente algoritmo para obtener una estimacién
de la distribucién de confianza de a.
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3 35 4 45 5 55 6 65 7

FiGURA 4. Gréficas de Po(C(a0;T) < u) y Pa(Cla; S) < u), u = 0.6.

Algoritmo 2

1. Dadas las observaciones 1, ..., z, de la muestra aleatoria X1,..., X,,

sea
to = H;’lei.

2. Generar una particién ams = ap < a1 < ... < Q& = Qgup; d€ [Qnf, Asup],
donde, por ejemplo, ai,¢ es el alfa tal que el area bajo la densidad de
confianza a la izquierda de ag,¢ es un valor predeterminado, por ejemplo
0.01, y asup es el alfa tal que el drea bajo la densidad de confianza a la
derecha de ayyp, es un valor predeterminado, por ejemplo 0.01.

3. Obtener estimaciones de C(a;;tg), i=0,...,7.

4. Obtener una estimacién de la densidad de confianza c(o; to).

En el siguiente ejemplo ilustramos numéricamente el lema de Neyman—
Pearson para distribuciones de confianza (teorema 3).

Ejemplo 6. Sea la estadistica S = X; + ... + X,,. Por el ejemplo 1, sabemos
que la densidad de confianza de a basada en S, una vez que se observé s, es

c(035) = ~(d/de)F(sina) =n [ (vna) = log(t/ ) F(t . (6)

Aunque la integral en (6) no la podemos resolver en forma cerrada, la pode-
mos aproximar numéricamente. Para n = 5,10, 15 y 30 se simularon muestras
21, ..., T, de la muestra aleatoria X1, ..., X, de la distribucién gama(a = 3,5 =
5). Para cada tamafnio de muestra por medio de (6) se estimaron (asumiendo
B =5) las densidades de confianza de a basadas en el estadistico S; la grafica
de cada una de ellas es la punteada en las figuras 5, 6, 7 y 8, respectivamente.
Asimismo, por medio del algoritmo 2 se estimaron (también suponiendo 8 = 5)
las densidades de confianza de « basadas en el estadistico suficiente T'; la grafica
de cada una de ellas es la continua en las mismas figuras. En éstas observamos
que las gréaficas de las densidades de confianza de « basadas en la estadistica
S, que en este caso no es suficiente, son mas dispersas que las gréficas de las
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densidades de confianza de « basadas en el estadistico suficiente T', de acuer-
do a como lo establece el teorema de Neyman—Pearson para distribuciones de
confianza.

0.7

15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

FIGURA 7. Gréficas de c(a;s) y c(a;t): « =3, 8=5,n=15
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FIGURA 8. Graficas de c(a;s) y c(a;t): a =3, 8 =5, n =30

5. Conclusiones

Las distribuciones de confianza son muy importantes porque nos permiten

ver de manera unificada y clara la estrecha relacion que hay entre las pruebas de
hipdtesis y los intervalos de confianza, hecho que comunmente queda poco claro
cuando se utiliza el procedimiento frecuentista tradicional. Ademas, a través de
ellas es directo y claro llevar a cabo pruebas de hipétesis unilaterales y obtener
intervalos de confianza. Fn este contexto, las generalizaciones aqui consideradas
del lema de Neyman—Pearson obtenidas por SCHWEDER y HJORT cobran rele-
vancia, porque la primera nos dice cémo llevar a cabo las mejores pruebas de
hipétesis unilaterales, y la segunda cémo obtener los mejores intervalos de con-
fianza, tareas para las cuales proporcionamos un algoritmo. Incluimos ademéds
varios ejemplos numéricos que ilustran con claridad los resultados referidos.
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