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El problema del espacio, formas de rango
superior y geometria de rango superior
The space problem, higher—rank forms and higher-rank geometry
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Hieraus entsteht die Aufgabe, die einfachsten
Thatsachen aufzusuchen, aus denen sich die
Massverhdltnisse des Raumes bestimmen lassen.

Der ndchst einfache Fall wiirde wohl

die Mannigfaltigkeiten umfassen, in welchen sich
das Linienelement durch die vierte Wurzel

aus einem Differentialausdrucke

vierten Grades ausdriicken ldsst.

RIEMANN, 1854

RESUMEN. Las formas de rango superior son generalizaciones de las
formas cuadraticas, mientras que la geometria de rango superior es
una generalizacién de la geometria riemanniana (la cual estd basada en
una forma cuadratica: el tensor métrico). Hasta el momento existen
pocos resultados mateméticos que permitan caracterizar las formas y la
geometria de rango superior y sus propiedades. Se presentan las moti-
vaciones, matematicas y fisicas, para considerar estas generalizaciones
y algunos resultados obtenidos hasta el momento.

Key words and phrases. Higher-rank forms, higher-rank geometry.
ABSTRACT. Higher-rank forms are generalisations of quadratic forms,
while higher-rank geometry is a generalisation of Riemannian geometry
(which is based on a quadratic form: the metric tensor). Until now
there are few mathematical results allowing a complete characterisation
of higher-rank forms, higher-rank geometry and their properties. We

present the mathematical and physical motivations in order to consider
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these generalisations and some of the results obtained up to the mo-
ment.
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1. Introduccion

El problema del espacio consiste en determinar cudl es la geometria del es-
pacio fisico, y por qué se da tal geometria y no otra.

El problema del espacio ya habia sido abordado, en forma técita, en la
antigua Grecia,dado que se afirmaba que la geometria del espacio fisico era la
geometria euclideana. Durante la Edad Media y el Renacimiento la formulacién
axiomatica de la geometria euclideana comenzé a ser objeto de debate, lo cual
concluyé en la apariciéon de la geometria no—euclideana a principios del siglo
XIX. La conclusion fue que existian dos tipos de geometria: la geometria fisica,
la que se da en la naturaleza, y la geometria matemdtica, la cual se puede
formular en forma puramente axiomatica, légica y no necesariamente tiene una
contraparte en la naturaleza.

En 1854 RIEMANN [30] trat6 de responder a la pregunta de por qué todas es-
tas geometrias eran logica y matematicamente posibles. Aunque RIEMANN no
logré dar una respuesta definitiva a la pregunta, si logré formular la pregunta
en un lenguaje mateméatico més preciso y, ademas, elaboré los fundamentos de
lo que posteriormente seria la geometria riemanniana. Asimismo, una obser-
vacién importante hecha por RIEMANN es que la geometria fisica se tiene que
determinar por medios puramente empiricos, experimentales y observacionales,
y no se puede decidir a priori.

En 1868 HELMHOLTZ [45] intent6 determinar cudl de todas las posibles geo-
metrias riemannianas es la que se da en la naturaleza. La conclusiéon de su
argumento, basado en la existencia de cuerpos rigidos, fue que la unica geo-
metria fisica posible era la euclideana. El trabajo de HELMHOLTZ tiene el
mérito de ser el primero en el cual se aborda en forma explicita el problema
del espacio. No obstante, el argumento de HELMHOLTZ es falaz dado que se
presupone justamente aquello que se desea demostrar; por lo tanto, no se puede
considerar como un argumento valido.

Aun cuando el problema del espacio no habia sido resuelto en forma satis-
factoria, éste fue olvidado hasta principios del siglo XX cuando EINSTEIN en
1915 [10] desarroll6 la teorfa de la Relatividad General, la cual afirma que la
geometria fisica es riemanniana. La pregunta entonces ya no era determinar
cudl geometria riemanniana se da en la naturaleza, sino determinar por qué tal
geometria es riemanniana, es decir, basada en formas cuadraticas.

El problema del espacio fue reformulado por WEYL en 1923 [46], quien
ademsés le dio el nombre das Raumproblem, es decir, el problema del espacio,
con el cual se conoce desde entonces. Para WEYL, un problema més importante
que explicar por qué la geometria fisica es riemanniana era el de explicar el
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caracter pitagorico, es decir, cuadratico, de la geometria fisica. Sin embargo,
WEYL estaba realmente mas interesado en justificar la geometria que él habia
introducido recientemente. La geometria de Weyl, que posteriormente llevé al
concepto de teorias de gauge, estd basada en el concepto de grupo, en el cual
una operacién de composicién binaria es fundamental. De ahi el interés de
WEYL por el caracter pitagérico de la geometria fisica.

El problema del espacio se traduce en el problema de determinar las rela-
ciones métricas que existen entre los distintos puntos del espacio fisico, lo cual
es una tarea que corresponde a la fisica y a la cosmologia. De hecho, SANDAGE
[34] se refiere al problema como geometria experimental.

La fisica tedrica tuvo grandes desarrollos durante el siglo XX. Ademas de la
Relatividad General, se desarrollé la mecéanica cudntica, la cual fue capaz de
explicar los procesos atémicos y moleculares. La cuantizacién del campo elec-
tromagnético dio origen a la electrodindmica cuantica, cuyas predicciones son
hasta ahora las mas precisas de la fisica. Los intentos por abordar el problema
del espacio se enmarcan dentro de los marcos tedricos de la Relatividad General
y de la mecénica cudntica. Sin embargo, los argumentos de la fisica tedrica que
buscan dar respuesta al problema del espacio también son falaces.

Por otra parte, a pesar de los grandes éxitos de la fisica tedrica durante el
siglo XX, la cuantizacién de la gravitacion, debido a varias inconsistencias ma-
tematicas, no ha sido posible. Esto ha hecho que en fisica tedrica se empiecen
a considerar teorias en las cuales el campo gravitacional aparece ya cuantizado,
lo cual llevd, entre otras, al desarrollo de la teoria de cuerdas. La necesidad
de reconciliar la renormalizabilidad, la invariancia de escala y la integrabilidad
obliga a que esta teoria se deba formular en un espacio de dos dimensiones.
Sin embargo, dos es bastante diferente de cuatro, la dimension aceptada del
espacio-tiempo. Este hecho y la falta de un sustento experimental de la teoria
de cuerdas han obligado a nuevas consideraciones tedricas.

Debido a un notable teorema [40], la integrabilidad se puede obtener en
cuatro dimensiones si se considera una geometria de cuarto rango, es decir,
una geometria en la cual la distancia estd definida por una forma cudrtica.
Otros desarrollos independientes en la fisica teérica de altas energias también
han mostrado la necesidad de considerar una geometria de rango superior. En
forma concomitante se deben considerar campos de spin superior, campos de
spin fraccionario y gravedad de cuarto rango. Por lo tanto, se hace necesario
el estudio de las formas de rango superior y de la geometria de rango superior.

El estudio de la geometria de rango superior, y de las formas de rango
superior, es reciente. De hecho, gran parte de las matematicas esta basada en
el concepto de formas cuadréaticas y de operaciones binarias. Pero, cuando se
intenta ir a formas cubicas, cudrticas o de algin orden superior, y a operaciones
de una aridad superior, aparecen grandes dificultades técnicas. El propdsito de
este articulo es describir algunos de los desarrollos alcanzados en esta direccién.
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En la primera parte se muestran los desarrollos convencionales relacionados
con las formas cuadraticas, la geometria riemanniana y los resultados béasicos
de la fisica. La seleccion de temas y de enfoques se ha hecho de manera tal que
sean evidentes las diferencias que aparecen cuando se consideran las formas y
la geometria de rango superior. La segunda parte de este trabajo estd dedicada
a presentar algunos resultados para formas y geometria de rango superior y sus
aplicaciones a la fisica.

2. Geometria euclideana

Las primeras referencias a la geometria se pueden encontrar en Babilonia
y Egipto. Pero fueron los griegos quienes comenzaron el estudio sistemético
de objetos tales como lineas, planos, poligonos, circulos, secciones cénicas y
esferas, y lograron, a partir de muy pocas suposiciones acerca de estos objetos,
obtener un gran nimero de resultados.

Las suposiciones de los griegos acerca de puntos, lineas y planos, involu-
craban una doble idealizacién de las relaciones entre puntos, barras rigidas y
superficies planas. En primer lugar, se despreciaba la extensién de los puntos
como también el grosor de las barras y de las superficies. En segundo lugar, se
suponia que la longitud de las barras, rectas, se podia hacer tan grande como
se quisiera.

Los resultados de los estudios geométricos en la antigua Grecia fueron re-
sumidos por EUCLIDES en Los Elementos, en el siglo III antes de nuestra era.
Por muchos siglos Los Elementos de EUCLIDES fueron el paradigma del rigor
matematico y los mejores textos de geometria estaban escritos siguiendo el
estilo de la obra de EUCLIDES.

EUCLIDES estructurd su geometria de acuerdo con el método deductivo en el
cual las definiciones, axiomas y postulados sirven de base para los teoremas.
Entre ellos el Postulado de las Paralelas® es especial en el sentido de que es
uno de los aspectos mas polémicos de la geometria euclideana. De acuerdo con
el Postulado de las Paralelas, dos lineas son paralelas si se encuentran en un
mismo plano y, si se prolongan en forma indefinida en ambas direcciones, nunca
se intersectan en ninguna de las dos direcciones. El Postulado de las Paralelas
no es suficientemente evidente como para ser aceptado en forma intuitiva, como
sucede con los otros postulados, y de ahi los multiples intentos de demostrarlo
a partir de otros postulados y teoremas de la geometria.

La epistemologia mejor formulada en esa época era la de ARISTOTELES, en
la cual se hace una clara distincién entre conceptos “primitivos” y “derivados”.
De la misma manera se hace una distincién entre los postulados (afirmaciones
primitivas) y los teoremas (afirmaciones derivadas). Los teoremas se debfan
demostrar, mientras que los postulados simplemente se suponian y aceptaban

I Este postulado también se conoce como ‘postulado de Euclides’ o ‘quinto postulado’.
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tal como eran. Los postulados de EUCLIDES estaban elegidos de manera tal
que garantizaban la existencia de los conceptos geométricos usuales.

Los griegos intentaron desarrollar la geometria a partir de supuestos que
no involucraran suposiciones a priori acerca de la naturaleza de la geometria.
Pero, una teoria deductiva, tal como lo es la geometria, contiene conceptos que,
dentro de la teoria misma, quedan indefinidos, y de proposiciones que, dentro
de esta misma teoria, no se pueden demostrar. Es este enfoque axiomatico el
que se encuentra en la estructura légica de Los Elementos de EUCLIDES.

Desde una perspectiva contemporédnea la geometria euclideana se puede ca-
racterizar como una geometria en la cual es véalido el Teorema de Pitdgoras,
el cual afirma que la distancia entre dos puntos se obtiene como la suma de
los cuadrados de las distancias a lo largo de direcciones independientes. La
férmula correspondiente es

=a®+ b2 (2.1)
Es esta propiedad pitagérica de la geometria euclideana la que marca todo el
desarrollo posterior, no sélo de la geometria, sino que también, en general, de
gran parte de las matematicas.

3. La geometria en el Renacimiento

Durante el Renacimiento, uno de los problemas que seguia preocupando a
los gedmetras era la presunta dependencia del Postulado de las Paralelas de los
otros postulados.

En 1773 (ano de su muerte) SACCHERI [33] publicé el tratado Euclides
ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima
ipsa universae Geometriae Principia [Euclides reiwindicado de toda mancha)
en donde por primera vez no se supone la validez del Postulado de las Parale-
las.

SACCHERI habla de tres hipétesis: la del dngulo obtuso, la del angulo recto y
la del angulo agudo, de las cuales una y sélo una puede ser valida. Todas las de-
mostraciones son correctas y en consecuencia todos los teoremas de SACCHERI
son vélidos. Hoy se sabe que estas geometrias tienen la misma consistencia
légica que la geometria euclideana. SACCHERI demostré rigurosamente sus
teoremas, pero nunca creyo que su nueva geometria estuviera exenta de alguna
contradiccién.

La fuerza de la intuiciéon hacia parecer irreal la geometria no—euclideana, lo
cual impidi6 que SACCHERI creyera lo que su razén habia descubierto.

La caracteristica distintiva de los escritos geométricos de SACCHERI se en-
cuentra en su método de demostracion légica, el cual es simplemente un método
particular de razonamiento, ya usado por EUCLIDES, el cual consiste en suponer
como hipdtesis que la proposicién que se va a demostrar es falsa, llegar a una
contradiccién, y de esta manera llegar a que la proposicién original debe ser
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verdadera. Adoptando esta idea SACCHERI supone que el Postulado de las
Paralelas es falso y busca algiin resultado que le permita afirmar la verdad del
postulado.

El aporte mas valioso y profundo de SACCHERI a la resolucién de la pro-
blematica planteada por el Postulado de las Paralelas fue su descubrimiento
de un método adecuado para asegurar que se lograria el esclarecimiento de la
cuestion propuesta.

Tanto en el Fuclides ab omni naevo vindicatus como en Los Elementos se
encuentra un sistema axiomatico en el cual los términos o conceptos se toman
del mundo fisico y cuyos sucesivos teoremas enuncian proposiciones verdaderas
del espacio fisico. Hay que tener en cuenta esta filosofia de las matematicas si
se quiere evaluar histéricamente el avance obtenido con la creacién de la geome-
tria no—euclideana. Las actuales teorias de sistemas axiomaéticos y el concepto
mas abstracto de una geometria matematica, se basan en conceptos que no son
exclusivamente tomados del mundo fisico (aunque no prescindan totalmente de
él) y sus teoremas enuncian proposiciones vélidas, aunque no necesariamente
verdaderas. Por otra parte, la geometria no estd necesariamente supeditada a
la geometria fisica.

La influencia de SACCHERI en la creacién de la geometria no—euclideana es
sustancial en el sentido de que hizo una contribucién decisiva en el desarrollo y
separacion de las geometrias. La importancia del Fuclides ab omni naevo vindi-
catus es que contiene un comienzo notablemente exacto y extenso del desarrollo
posterior de la geometria no—euclideana llevado a cabo casi simultaneamente
por GAUSss, BOLYAI y LOBACHEVSKI. Una de las consecuencias inevitables del
método introducido por SACCHERI es que a la larga los matematicos estable-
cerian una nueva geometria que entraria en competencia con la geometria de
EUCLIDES en el sentido de determinar cudl es verdadera, y no sélo vélida.

4. Coordenadas

Hubo que esperar hasta el siglo XVII para que empezaran a aparecer cambios
en el estudio de la geometria. DESCARTES y FERMAT introdujeron métodos
basados en el uso de coordenadas. Por otra parte, la aplicacién del calculo difer-
encial e integral a la geometria dio origen a la descripcién de las propiedades
locales de las curvas, tales como sus pendientes, radios de curvatura, etc. Esta
geometria diferencial es un desarrollo que va mas alla de la formulacién usual
de la geometria euclideana, aunque sin cuestionar sus fundamentos.

Con la introduccién de las coordenadas por parte de DESCARTES y la in-
vencion del calculo infinitesimal el Teorema de Pitagoras se reexpresa como

ds* = da* + dy? . (4.1)
Esta expresion se extiende facilmente a tres dimensiones como

ds? = dz* + dy® + d2* . (4.2)
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Las dos expresiones anteriores corresponden a formas cuadraticas. Por lo tanto,
lo que ahora caracteriza la pitagoricidad de la geometria fisica son las formas
cuadraticas.

La relacién contenida en el Teorema de Pitdgoras es una forma cuadratica
(o binaria). Es dificil decidir cudnto este hecho haya determinado el que gran
parte de las matematicas esté basada en operaciones y relaciones binarias.

Por otra parte, la geometria no—euclideana (la cual se desarroll6 a principios
del siglo XIX) también estd basada en formas cuadriticas.

5. Geometria no—euclideana

La geometria no—euclideana tiene su origen en los intentos de los gedmetras
por dilucidar la independencia del Postulado de las Paralelas de los otros pos-
tulados de la geometria euclideana.

Hasta antes de GAUSS, el concepto de geometria era bastante sencillo en dos
aspectos. En primer lugar, no hacia distincién, como se hace ahora, entre la
geometria matemédtica y la geometria fisica. En segundo lugar, debido a que
la geometria estaba todavia en sus comienzos y a la identificacién mencionada
anteriormente de los dos conceptos de geometria, sélo se consideraba la nocion
de geometria que se obtenia a partir del espacio fisico.

Al parecer, GAUSS fue el primero en tener una visién clara de una geometria
independiente del Postulado de las Paralelas. GAUSS comenzé sus investiga-
ciones acerca del Postulado de las Paralelas en 1792. Probablemente en 1808,
y quizds ya en 1799, GAUss habia ido mucho mas lejos que SACCHERI en
los desarrollos de la geometria no—euclideana. En 1821, GAUSS se enfrenté a
problemas de geometria diferencial y publicé los resultados de su trabajo en
1827 en Disquisitiones generales circa superficies curvas [Investigaciones ge-
nerales de superficies curvas| [11]. Para esa época, ya estaba convencido de
que el Postulado de las Paralelas no se podia demostrar y que otra geometria,
no—euclideana,? era matematicamente posible. GAUSS fue el primero en darse
cuenta de que tenia en sus manos una geometria no—euclideana consistente y
bastante completa, la misma desarrollada por SACCHERI casi cien anos antes.
Sin embargo, GAUSS publico sus resultados treinta anos después, es decir, des-
pués de LOBACHEVSKI en 1826 [20] y BOLYAI en 1832 [4] habian ya publicado
los suyos.

La nueva geometria fue descubierta en forma independiente por el matemati-
co hiingaro JANOS BOLYAT (1802-1860). Su investigacién original del problema
de las paralelas fue publicada en 1832 [4] en la forma de un apéndice, el cual
contiene una exposicién elemental de los fundamentos de la nueva geometria, al
primer volumen de un curso de matemaéticas escrito y publicado por su padre
FARKAS BOLYAI (1775-1856).

2 El término “geometria no—euclideana” fue acuiiado por (GAUSS en 1824.
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La geometria no—euclideana fue en gran parte una curiosidad para la mayor
parte de los estudiosos de la primera mitad del siglo XIX. A diferencia de SAC-
CHERI, GAUSS crefa en la realidad de la geometria no—euclideana y propuso
métodos para medir la curvatura espacial [11].

La necesidad de determinar la geometria fisica llevé a GAUSS a realizar en
1827 un experimento: la triangulaciéon en las montanas Harz de los picos Ho-
henhagen, Inselsberg y Brocken. La intencion del experimento era determinar
la suma de los angulos internos del tridngulo, es decir, medir desviaciones con
respecto a la geometria euclideana de un espacio plano y determinar cual de
las geometria no—euclideanas apenas descubiertas describia mejor el resultado
que se obtuviera. El resultado de las mediciones fue que los dngulos internos
sumaban (dentro del error de las mediciones)180°, y por lo tanto la geometria
fisica (al menos en las montanas Harz) es euclideana. Recientemente, la expe-
riencia de GAUSS ha sido reinterpretada [36] y al parecer la intencién de GAUSs
de determinar la desviacién con respecto a la geometria euclideana es sélo un
mito.

SCHWARZSCHILD en 1900 [37], adelantdndose en forma notable a los de-
sarrollos de la Relatividad General, realizé6 mediciones que permitian colocar
limites, a escalas cosmoldgicas, al valor de la curvatura usando la distribuciéon
de paralajes estelares.

6. Geometria riemanniana

El desarrollo de las geometria no—euclideana mostré que existian dos tipos
de geometrias:

1. la geometria fisica, que es la que se da en la naturaleza; y

2. la geometria matematica, la cual se puede formular de manera pu-
ramente axiomdtica, légica, y no necesita de una contraparte en la
naturaleza.

La idea de separar los dos conceptos de geometria y admitir que ambas
geometrias son igualmente validas aparece por primera vez en el trabajo de
RIEMANN.

Por una parte, GAUSS estudié las superficies definidas en forma intrinseca
—esto es, sin ninguna referencia al espacio en el cual estaban inmersas— y
las consideré como generalizaciones del plano. Estas superficies estan carac-
terizadas por el tensor métrico, cuyas componentes, por su mismo caracter,
dependen del sistema de coordenadas considerado. La gran contribucién de
GAuss fue el haber descubierto la existencia de un invariante diferencial que
caracterizaba las propiedades de tal superficie y que no dependia de las coor-
denadas. Este invariante corresponde a lo que hoy en dia se llama curvatura.
En el caso de una superficie definida en forma extrinseca (un caso especial del
caso intrinseco), es decir, a través de su inmersién en un espacio euclidiano,
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el invariante descubierto por GAUSS es sélo el producto de los inversos de los
radios de curvatura maximo y minimo, y por lo tanto es una medida de la
curvatura de la superficie.

Los desarrollos iniciados por GAUSS culminaron con el trabajo de RIEMANN,
quien extendio la descripcién de GAUSS a espacios de n dimensiones. El trabajo
que marco este cambio radical es la tesis de RIEMANN Acerca de las hipdtesis
en las cuales se basa la geometria, de 1854 [30)].

Con este trabajo de RIEMANN la pregunta cambia. La pregunta es ahora:
jpor qué todas esas geometrias son légicamente posibles? Al intentar responder
esta pregunta RIEMANN llega a los siguientes resultados:

1. Determinacion de los requisitos minimos para que una estructura ma-
tematica se pueda considerar como una geometria. Esencial en estos
desarrollos es el concepto de distancia.

2. Desarrollo de la geometria riemanniana, basada en un elemento de linea
de la forma:

ds? = g;j da* da? . (6.1)

3. La geometria fisica se debe, y puede, determinar sélo por medios em-
piricos, experimentales u observacionales, y no se puede determinar a
priori (lo anterior es una cita casi textual del trabajo de RIEMANN).

A continuacién se describen algunas de las propiedades béasicas de la geome-
tria riemanniana. El determinante de un tensor de segundo rango (una matriz)
esta dado por

g= det(g) = al €t el d Girjr " Yiaja - (6'2)

La matriz inversa (o tensor métrico contravariante) estd dada por

1 9y IR R
— _ — —€ 1°%d—1 6]]1'“](171 e e . X 6.3
g 39@' (d* 1)] g Girja Gia—1ja— ( )
Esta matriz (o tensor) satisface la relacién

9% gk = 0}, (6.4)

j

es decir, es la matriz inversa.

A partir del tensor métrico es posible construir una conexién, a saber, el
stmbolo de Christoffel

{ZI;} (g) = %gu (0igje + 0;9ic — Ougij) - (6.5)
El tensor de Riemann—Christoffel estd dado por
R'wj(g) = ai{fit(e) —9;{i}(e)
+Him @) {7 ) — {5 @) (i} (e). (6.6)
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Con el tensor métrico g se puede construir un tensor de Riemann—Christoffel
completamente covariante como

Ririj(8) = gem R™0ij(g) - (6.7)
En forma explicita se tiene
1
Rijie(g) = B (Oikgje + Ojegir — Oiegjr — Ojrgic)
+gmn ({1 @) {Ji} (@) — {7} @ {i}@)] . (638)

La tinica contraccién no trivial del tensor de Riemann—Christoffel con el tensor
métrico es el tensor de Ricci

Rij(8) = g" Ruwij(g) - (6.9)

Por medio de una contraccién adicional del tensor de Ricei con el tensor métrico
se obtiene el escalar de Ricci

R(g) = g" Ri;(g). (6.10)
7. Helmholtz y el caracter euclidiano del espacio fisico

Después del desarrollo de la geometria riemanniana se hizo claro que existian
muchas geometrias posibles, de las cuales la geometria euclideana era sélo una
de varias posibilidades. Una pregunta que surgié en forma natural era por qué,
de todas las posibles geometrias riemannianas, la geometria fisica es euclideana,
y no alguna de las otras geometrias riemannianas o no—euclideanas que, desde
un punto de vista légico y matematico, estaban en igualdad de condiciones.

La primera formulacién sistematica de este problema es debida a HELM-
HOLTZ en 1868 [45]; véase también [19]. La argumentacién de HELMHOLTZ se
basa en la existencia de cuerpos rigidos, y con esta suposicion es posible de-
mostrar que la tnica posibilidad es la geometria euclideana, lo cual excluye a la
geometria no—euclideana y a todas las otras posibles geometrias riemannianas.

Que un cuerpo sea rigido significa que las distancias entre sus partes per-
manecen invariantes, no cambian, bajo traslaciones y rotaciones. Esto significa
que el elemento de linea debe ser invariante bajo traslaciones

r = z+a, (7.1)
y rotaciones
r — xTtay,
y — y—ax, (7.2)
junto con relaciones similares para las otras coordenadas. La solucién es
ds® = da® + dy? + dz*. (7.3)

Es decir, el elemento de linea depende de los diferenciales sélo a través de la
combinacién que se muestra en (7.3), y por lo tanto se obtiene la geometria
euclideana.
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Sin embargo, el argumento de HELMHOLTZ no es completamente satisfactorio
dado que se ha supuesto lo que se pretende demostrar (peticidon de principio).
Un cuerpo rigido se define como un cuerpo que no cambia de forma con re-
specto a traslaciones y rotaciones, operaciones que existen sélo en un espacio
euclidiano.

La argumentacion de HELMHOLTZ y la verificacién experimental indirecta
de GAuss son validas para la escala de distancias macroscépicas de la vida
diaria y, debido a estos hechos, se considerd que el caricter euclidiano de la
geometria fisica era un principio de la naturaleza.

8. La Relatividad General

Aun cuando el problema del espacio no habia sido resuelto en forma sa-
tisfactoria, el problema fue casi olvidado hasta la aparicién de la Relatividad
General.

Intuitivamente, la geometria que los sentidos observan en el mundo exterior
parece ser euclideana. Las dreas, usando la definicién intuitiva de r, aumentan
como 72 y los volimenes como 3. El concepto de curvatura espacial es ajeno
a la intuicién e irreal para quien no esté familiarizado con las matematicas.

No obstante, si se considera la estructura de la Relatividad General como
una definicién de la realidad, entonces la materia realmente curva al espacio.
Las particulas se mueven a lo largo de geodésicas (lineas rectas) en un espacio
curvo en vez de a lo largo de trayectorias curvas en un espacio plano. Las
componentes del tensor métrico quedan determinados por la distribucién de
materia. Es en este sentido que la Relatividad General ha geometrizado la
dindmica.

La Relatividad General estd basada en el lagrangiano de Einstein—Hilbert
en el vacio, a saber,

Lpu(g) = R(g)g"*. (8.1)

A partir de una variacién de este lagrangiano con respecto al tensor métrico se
obtienen las ecuaciones de campo de EINSTEIN

1
Ri;(g) — 5 R(g)gi; = 0. (8.2)
Las predicciones de las ecuaciones de campo de EINSTEIN estan en muy buen
acuerdo con las observaciones y dan un soporte a la Relatividad General. No
obstante, debido a varias razones tedricas y observacionales, es necesario con-
siderar modificaciones de esta teoria.

Con el desarrollo de la Relatividad General el problema del espacio volvid
a tomar importancia. De acuerdo con la Relatividad General la geometria del
espacio—tiempo es riemanniana.
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9. La conexion

En 1917 LEVI-CIviTA [18] introdujo el concepto de conexidn como una
manera de definir la derivada covariante.

La conexion I' es un objeto geométrico con componentes Fkij tal que la
derivada covariante de un vector estda dada por

avi
oI

A partir de la conexién es posible construir el tensor de Riemann

Vjv; = — iji Vg (9.1)

RFpii (D) = 0,T% 0 — 0;T% iy 4+ T% T 50 — T4, T, (9.2)
A partir de una contraccién se obtiene el tensor de Ricci
Rij (r) == Rkikj(r) = akrkji - 8j1“kki + Fkkm iji — ijm kai . (93)

En el caso en que la conexién es igual al simbolo de Christoffel, el tensor de
Riemann se reduce al tensor de Riemann—Christoffel.

10. El método de Palatini

En 1919 PALATINI [27] desarrollé una formulacién variacional alternativa y
equivalente de la Relatividad General.

El punto de partida de PALATINI es el lagrangiano

»CPal(gv F) = gij Rij (F) 91/2 . (101)
A partir de una variacién de este lagrangiano con respecto al tensor métrico se
obtiene

1,
Ri;(T) = 5 " Rie(T) gi; = 0. (10.2)

A pesar del parecido, éstas todavia no son las ecuaciones de campo de EIN-
STEIN (8.2). A partir de una variacién del lagrangiano (10.1) con respecto a la
conexién se obtiene

Vigi; =0. (10.3)

Esta ecuacién es una relacién entre la conexién I' y el tensor métrico g y se
conoce como ‘condicién de metricidad’. Su solucién es

Iy =1{5}(g). (10.4)

Es decir, la conexién es el simbolo de Christoffel del tensor métrico g. En este
caso el tensor de Riemann se reduce al tensor de Riemann—Christoffel y las
ecuaciones (10.2) se reducen a las ecuaciones de campo de EINSTEIN (8.2).
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11. El problema del espacio

En 1923 WEYL [46] replanted el problema del espacio. El problema ya no
era determinar por qué de entre todas las posibles geometrias riemannianas la
geometria euclideana es la que se da en la naturaleza, sino mas bien por qué
la geometria que se da en la naturaleza es precisamente riemanniana, es decir,
pitagorica.

WEYL se acerca bastante a una enunciacién correcta del problema del espa-
cio, de hecho, el nombre que WEYL da a sus estudios, das Raumproblem, que es
el nombre con el cual se lo conoce desde entonces, hace pensar que el problema
haya sido estudiado con un enfoque adecuado. Sin embargo, en sus estudios
posteriores WEYL se aleja de su propdsito original. En primer lugar WEYL se
limita a estudiar como las propiedades de grupo restringen las posibles geome-
trias. Aqui es necesario recordar que el concepto de grupo aparece del estudio
de las simetrias de las formas cuadraticas. Por lo tanto, WEYL se limit6 a
estudiar las geometrias que pueden servir de soporte a simetrias descritas por
la teorfa de grupos. No es extrafio que WEYL concluyera (cayendo en un er-
ror similar al de HELMHOLTZ) que la geometria fisica debe estar descrita por
una forma cuadratica. Entre las geometrias que sobreviven estdn la geometria
riemanniana y lo que hoy se conoce como geometria de Weyl. Alrededor del
trabajo de WEYL se ha formado la creencia de que el problema fue resuelto.
No obstante, aqui se tiene un mito historico bien establecido debido sélo a su
frecuente repeticién.

En conclusién, la formulacién de WEYL del problema del espacio, es decir,
por qué la geometria del espacio debe ser riemanniana, pitagérica, sigue abierta.

12. El aporte de la fisica

En 1949 ROBERTSON [31], en un volumen dedicado a EINSTEIN, publica
un articulo titulado Geometry as a branch of physics. Este provocativo titulo
significé una clara toma de posicién de la fisica con respecto al problema del
espacio.

Posteriormente, SANDAGE [34] elabor6 el concepto de ‘geometria experi-
mental’ estudiando la aplicaciéon de la Relatividad General a situaciones de
caracter cosmolégico. De acuerdo con este concepto, la geometria fisica es un
problema que concierne a la geometria experimental, es decir, a la fisica y a
la cosmologia. Ligado con la fisica, esta el concepto de geometria tedrica. En
este caso la fisica intenta predecir cudl es la geometria que se debe dar en la
naturaleza. Las teorias fisicas que han intentado responder a esta pregunta (no
siempre en forma consciente) son la Relatividad General, la Mecdnica Cudntica
y la Electrodindmica Cuantica. Esta tltima teorfa es particularmente notable
dado que es una teorfa exitosa (en sus predicciones) y es consistente (en el
sentido de que es renormalizable).
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Por otra parte, existen algunos fenémenos fisicos que se pueden identificar
con aspectos cuanticos de los fenémenos gravitacionales. Se esperaria que éstos
fueran descritos por una versiéon cuantica de la Relatividad General, es decir,
por lo que mas generalmente se conoce como gravedad cudntica. Desafortu-
nadamente no ha sido posible desarrollar tal teoria. Se debe enfatizar que esto
no ha sido posible tedricamente, lo cual no quiere decir que el fenémeno fisico
no exista.

El problema de la pitagoricidad del espacio-tiempo ha sido reconsiderado
desde el punto de vista de la fisica tedrica. La situacion aqui es dificil pues
de las pocas contribuciones que han aparecido la mayoria de ellas ignora que
la pregunta hace parte del problema del espacio, y por lo tanto desconocen
los intentos anteriores por responderla por parte de HELMHOLTZ, LIE, WEYL
y otros. Por otra parte, estos enfoques, de una u otra manera, se reducen a
argumentos circulares en los cuales se supone lo que se desea demostrar, a saber,
la pitagoricidad del espacio; es decir, son explicaciones a posteriori [9, 2, 15].

Quizas una de las propuestas mas serias desde el lado de la fisica es la que esta
implicitamente sugerida en el trabajo de KAPLUNOVSKY y WEINSTEIN [14]. La
idea es construir una teoria en la cual no se haga referencia a un espacio—tiempo.
Las ecuaciones de campo correspondientes tendran un grupo de simetria. Si
se considera el limite de bajas energias, definido convenientemente a través de
algunos parametros de la teoria, entonces el grupo de simetria debiera ser el de
las formas cuadraticas. De esta forma una teoria en la cual no se ha incorporado
el concepto de espacio-tiempo puede dar origen al concepto de espacio-tiempo
riemanniano para bajas energias.

Uno de los ideales de la fisica tedrica es acercarse cada vez mas a una des-
cripcidn unificada de los fenémenos que se observan en la naturaleza. En los
intentos para conseguir este propdsito es necesario desarrollar teorias que satis-
fagan ciertos criterios que posibilitan esta unificacién. También, muchas veces
es necesario desarrollar nuevas matematicas para describir estas propiedades.
Los ejemplos clésicos en este sentido son la supersimetria y la teoria de cuerdas.

La necesidad de conciliar varios requisitos de consistencia, tal como la renor-
malizabilidad, la integrabilidad y la invariancia conforme, llevaron al desarrollo
de la teorfa de cuerdas. Sin embargo, esta conciliacién se puede lograr sélo en
dos dimensiones. Para desarrollar una teoria fisica algo mas realista, es decir,
en cuatro dimensiones, es necesario considerar espacios descritos por elemen-
tos de linea de rango superior, en particular, de cuarto rango. En este caso,
ademds, es necesario considerar la geometria de cuarto rango como responsable
por los fenémenos gravitacionales.

En trabajos anteriores [40, 42] se ha considerado la geometria asociada con
un elemento de linea de rango superior. Debido a un notable teorema [40] las
teorias de campo basadas en este tipo de geometria son integrables més alla de
la restriccién d = 2 impuesta por la geometria riemanniana; véase [40] para los
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detalles. En consecuencia, se ha desarrollado una teoria gravitacional basada
en la geometria de cuarto rango. Resultados preliminares [42] muestran que
este modelo puede acomodar varios resultados observacionales, tal como una
constante cosmolégica A [26] y una anisotropia del universo [25].

13. El concepto de distancia

Al parecer, el concepto de distancia, aunque en forma implicita, fue conside-
rado por vez primera por RIEMANN en 1854 [30]. A continuacién se presenta
una recreacion libre de los argumentos de RIEMANN.

Antes de comenzar el anélisis es necesario advertir que el concepto de distan-
cia que se usa en geometria diferencial es distinto del concepto mas tradicional
de distancia que aparece en el andlisis para el cual es vélida la desigualdad tri-
angular. De hecho, la desigualdad triangular es valida en espacios euclidianos
y otros espacios con propiedades similares, pero es sélo una propiedad de estos
espacios mas que una condicién que permita elaborar una definicién adecuada
del concepto de distancia.

Sea M un espacio vectorial y sea x un sistema de coordenadas locales.
Sean A y B dos puntos cualesquiera sobre M, y sean z'; y 2/; sus respectivas
coordenadas. A continuacién se considera una curva -y que une estos dos puntos.
En coordenadas, la curva estd dada por z#(t), donde ¢ es algin pardmetro afin
a lo largo de la curva ~, tal que

at(ta) = iy,
M(tg) = ol5. (13.1)

A continuacién se exige que la distancia sea aditiva. Esto significa que la
distancia entre los dos puntos A y B, medida a lo largo de la curva -, se puede
descomponer como la suma de las distancias entre A y un punto intermedio C'
y la distancia entre ese punto intermedio C'y el punto final B, de modo tal que

dap =dac +dcg. (13.2)

Si se itera este procedimiento se concluye que dap se puede considerar como la
suma de elementos infinitesimales de distancia y la expresion final debe estar
dada por una integral

daplt] = /A Flat))d, (13.3)

donde f[x(t)] es una funcién que depende de la curva ~, es decir de las co-
ordenadas z*, y posiblemente de las derivadas de z* con respecto a t, ¥ =
dxt /dt, i = d?x*/dt?,---. En este caso es mas adecuado hablar de un fun-
cional y este hecho es el que se indica a través del paréntesis cuadrado.

El problema, por lo tanto, se traduce en determinar la funcién f que se
debe usar en (13.3). En otras palabras, se debe determinar cémo la funcién
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f depende de la curva 7. Para hacer esto se debe imponer algunas restric-
ciones sobre f. Se supone que la distancia entre A y B no depende de la
parametrizacién que se use a lo largo de la curva . Para esto se considera una
segunda parametrizacion de la curva 7 en términos de un pardmetro 7 tal que
7 =7(t) y ¥ = z*(7). Entonces, se tiene

B
daplr] = /A fla(r)] dr . (13.4)

La condicién de independencia con respecto a la parametrizacién, dag[t] =
daglT], se escribe como

B B
/ flz(r))dr = / flz(t)] dt. (13.5)
A A

Para que 7 sea una parametrizacién vélida de la curva v es necesario que
7 = 7(t) sea una funcién suave y monétona de ¢. Esto permite escribir

/AB fla(r(t))] (Z) dt:/AB fla(t)] dt . (13.6)

Dado que el intervalo de integracion es arbitrario, se debe tener

atr)] (5 ) = flatol. (137)

Para determinar la forma de f se debe recordar la manera explicita en que
x* y sus derivadas transforman bajo un cambio de parametrizacion. Para las
primeras derivadas se tiene

ah(t) = at(r),
(F)o - (&) (F)o
<d;f;>(t) _ <(Z>2 <d;f2#>(T)+<(Z;'> <dd$:> (r). (13.8)

Las derivadas de orden superior de x* involucran derivadas de orden superior
de 7 con respecto a t. Dado que en la condicién (13.7) sélo aparecen primeras
derivadas de 7 con respecto a t se podria concluir que f depende a lo mas de
las primeras derivadas de x*.® Se tiene

r=r (z CZ) : (13.9)

3 La condicién (13.7) se puede satisfacer incluso si f depende de derivadas de orden
superior de z#. Se llega entonces a los invariantes de Zermelo [47].
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(o (5) (2))
(o () @) (%) s
Esta condicién se reescribe como

flx, X&) =X f(z, ), (13.11)

lo cual significa que f es una funcién homogénea de primer orden en .

Entonces
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Ahora la relacién (13.3) se puede reescribir como

B B
dap = /A flx, ©)dt :/A f(z, dz). (13.12)

La tltima relacién expresa el hecho de que la distancia es independiente de
la parametrizacién de la curva y depende sélo de los puntos extremos y de la
curva. La relacién anterior permite introducir la distancia infinitesimal

ds = f(z, dx), (13.13)

o elemento de linea, €l cual es una funciéon que satisface la condiciéon de homo-
geneidad

f(z, Ndx) = X f(z, dx) . (13.14)
Un requisito adicional es que la distancia sea una cantidad definida positiva
f(z, dz) > 0. (13.15)

La condicién anterior fue escrita en un momento histérico en el cual las distan-
cias todavia eran, por asi decirlo, positivas. Sin embargo, la condicién (13.15)
estaba més orientada a garantizar que la distancia medida en una direccién a
lo largo de una curva fuera igual a la distancia medida en el sentido opuesto.
La condicién anterior se puede relajar para permitir distancias negativas con la
condicién de que se mantengan siempre negativas. Entonces se puede imponer
la condicién mas débil

flz, —dx) = f(z, dx). (13.16)
Una manera de conciliar las relaciones (13.14) y (13.16) es
F(z, Adz) = A f(z, da), (13.17)

ahora sin ninguna restriccién sobre el signo de \. Esta iltima condicién es la
forma més general en que se puede definir una distancia o elemento de linea.*

Por supuesto, existen muchas soluciones a la condicién (13.17) anterior. Para
fijar las ideas se consideran funciones monomiales de la forma

ds =[Gy (x) datt - daie )T (13.18)

r

4 Los elementos de linea en los cuales f puede cambiar de signo se pueden usar en la
descripcién de fenémenos de histéresis y teorfa de catdstrofes; véase ASANOV [1].
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donde r es un entero positivo. La homogeneidad estd garantizada por cons-
truccién. Para satisfacer la condicién (13.17) es necesario que 7 sea un nimero
par. La posibilidad mas sencilla es » = 2, y en este caso se obtiene

ds? = g, (x) dzt dz” | 13.19
%

lo cual corresponde a la geometria riemanniana. El ‘2’ que aparece en (13.19)
es el mismo ‘2’ que aparece en (2.1), (4.1) y (4.2).

14. Formas cuadraticas

Antes de seguir adelante es necesario realizar algunas consideraciones de tipo
algebraico.

En aritmética las operaciones fundamentales de adicién y multiplicacién son
ambas operaciones binarias. Este hecho se refleja en desarrollos posteriores del
algebra en la cual conceptos tales como el de grupo se basan en operaciones
binarias.

Los determinantes de matrices cuadradas ordinarias ya estaban en uso en
el siglo XVIII. Sin embargo, la teoria de matrices, tal como se conoce hoy, fue
desarrollada sélo a principios del siglo XIX. A principios de 1800 CAYLEY [6]
desarrolld la teoria de matrices y de formas cuadraticas.

Otra de las propiedades algebraicas interesantes para matrices y tensores
de segundo rango es el teorema de Cayley—Hamilton. Sea A una matriz y sea
(A) = tr(A) su traza. En forma andloga, las trazas de potencias de la matriz
se denotan por (A") = tr (A™). El teorema de Cayley—Hamilton establece que
no todas las potencias de A, y por lo tanto no todas las trazas de A, son
independientes.

Por ejemplo, para d = 2 se tiene
1
A?—(A) A+ (<A>2 - <A2>) I=0. (14.1)

Las algebras de divisién también estdn basadas en relaciones binarias y, de-
bido al teorema de Hurwitz, s6lo son cuatro: los niimeros reales, R, los nimeros
complejos C, los nimeros cuaterniénicos, Q, y los nimeros octoniénicos, O.
Una de las condiciones del teorema de Hurwitz es la binariedad de la operacién
de multiplicacion.

15. Formas de rango superior

El concepto de formas de rango superior y de operaciones de una aridad
superior aparecen, principalmente, junto con el desarrollo de la teoria de ma-
trices.
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CAYLEY en 1845 [7] publicé una generalizacién de los determinantes de ma-
trices cuadradas de dimensién n x n a matrices de rango superior. Los deter-

minantes de matrices de rango superior se conocen como hiperdeterminantes;
una exposicién actualizada se encuentra en [12].

En 1851 SCHLAFLI [35] publicé un método alternativo para obtener hiperde-

terminantes. Usualmente este método da un invariante polinomial més grande,
del cual el determinante de Cayley es sélo un factor.

Posteriormente, el concepto de hiperdeterminante ha adquirido un significado

mas general que ya no estad relacionado sélo con matrices de rango superior,
sino que mas bien se acerca al concepto de invariante.

Se puede obtener un teorema de Cayley-Hamilton para matrices de rango

superior [41]. Aqui se ilustran los resultados para el caso de cuarto rango.

Los resultados son generalizaciones directas de las definiciones para el caso de
segundo rango.

Sea G una matriz de cuarto rango con componentes Gjr¢. El determinante
se puede definir, forzando la analogia con (6.2), como

G = det(G) =

y ehrtd gJida kika Lol oy

iikrts * Giajakata - (15.1)
La matriz inversa (o tensor métrico contravariante) estd dada por
Gijk@ — l oG
G 9G e
B 1 1

d-11G"

i1 td—1 Jj1ja—1 kkika—a 6551'“[(1—1

X Gi1j1k1f1 Gid—ljd—lkd—lzd—l (152)
Esta matriz (o tensor) satisface la relacién

ikfm 7
G Gikem = 05,
es decir, es la matriz inversa.

(15.3)

Con estos ingredientes es posible formular un teorema de Cayley—Hamilton
para matrices (y tensores) de cuarto rango. La expresién explicita es bastante
compleja [41]. Pero el resultado importante es que existen identidades alge-
braicas para matrices de cuarto rango.

Otra situacién en la cual también aparecen relaciones de aridad superior es
en las algebras de divisién. Una de las condiciones del teorema de Hurwitz es

la binariedad de la operacién de multiplicacién. Si se levanta este requisito se
obtienen otras dlgebras de divisién de aridad superior [28].

Una geometria de rango superior lleva necesariamente a considerar opera-

ciones de una aridad superior. Un concepto de grupo generalizado siguiendo
estas lineas fue desarrollado por DICKSON [8], que hoy se conoce como dlgebras
de Dickson.
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Otro aspecto de las matematicas en el cual se manifiesta el cardcter binario
fundamental es en la teoria de niimeros. Por ejemplo, los nimeros imaginarios
se obtienen como la raiz cuadrada de nimeros negativos. Nuevamente, la raiz
cuadrada estd relacionada con el caracter binario fundamental de las matemé-
ticas. En una aritmética de rango superior se deben considerar raices de rango
superior de los nimeros negativos. Aun cuando los nimeros que aparecen de
este modo se pueden expresar en términos sé6lo de nimeros complejos, éstos, en
un sentido laxo, se pueden considerar como nuevos numeros. Si se considera a
los nimeros complejos como una gradacién Z, de los nimeros reales se llega
inmediatamente al concepto de gradaciéon Z, de los nimeros reales. Por otra
parte, en fisica tedrica una gradacién de tipo Zs estd asociada con spin 1/2.
En forma anédloga una gradacién de tipo Z, estd asociada con spin 1/r. Esto
lleva al spin fraccionario, el cual ha sido ampliamente estudiado en la literatura
[29].

El uso de formas de rango superior presenta algunos problemas de caracter
técnico como los siguientes. El primer problema es la construccién de invarian-
tes algebraicos. Para las matrices cuadradas existe un producto natural que
es el producto cartesiano en el cual se multiplican filas por columnas. Esto se
puede extender facilmente a tensores, donde filas y columnas son representadas
por indices covariantes y contravariantes. Sin embargo, para tensores de or-
den superior esta analogia con el calculo matricial ya no es posible. Para tal
construccién es necesario utilizar cuadrados semimagicos, los cuales permiten
contar el nimero de posibles invariantes para cada orden. Entre los invariantes
algebraicos se puede considerar el determinante y la matriz inversa.

Las formas diferenciales més familiares son las formas de segundo rango y
éstas en general estdn asociadas con la geometria riemanniana. Estas estén
tan profundamente enraizadas en la manera de pensar que es sélo matemati-
camente, y no en forma intuitiva, que se puede identificar lo que es propio de
una forma de segundo rango y cudles son propiedades de un tipo general. Esto
es evidente cuando se hace uso de rotaciones y otros trucos mecanicos para
excluir el uso de formas de rango superior.

El enfoque que se considera a continuacion estd basado en formas y elementos
de linea de rango superior. Aunque en este caso no es necesario desarrollar
una matematica esencialmente nueva no ha sido posible describir estos objetos
debido a dificultades técnicas que hacen de este problema algo “prohibitivo”.

16. Geometria de rango superior

Al final de la seccién 11 se mencioné que la posibilidad més sencilla para r
en (13.18) era r = 2. La siguiente posibilidad es 7 =4 y en este caso se tiene

ds* = Gijre(x) da’ da? dz® dz’ . (16.1)
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Esta posibilidad fue mencionada por RIEMANN en su tesis, pero no la consideré
con mayor profundidad dado que no contenia el Teorema de Pitdgoras. A pesar
de que en la misma tesis RIEMANN habia afirmado que la geometria fisica se
debia determinar por medios empiricos, aqui se confunde y excluye la geometria
de cuarto rango como légicamente imposible dado que no contiene el Teorema
de Pitdgoras. Sin embargo, la exclusién de esta posibilidad debe hacerse a
través de una argumentacién mas rigurosa.

El objeto fundamental de la geometria de cuarto rango es el tensor “métrico”
G con componentes Gji¢. Para mayores desarrollos es necesario caracterizar
tanto las propiedades algebraicas como las propiedades diferenciales de este
tipo de geometria. El método mads sencillo es la construcciéon de invariantes
algebraicos y diferenciales.

Para construir una geometria diferencial similar a la geometria riemanniana
es necesario construir invariantes diferenciales para el tensor G.

La geometria riemanniana estd basada en el tensor métrico g, el cual es un
tensor de segundo rango. El hecho de que el tensor métrico sea un tensor de
segundo rango hace posible obtener versiones covariantes y contravariantes, del
mismo rango, de cualquier objeto geométrico a través de las operaciones de
‘subir’ y ‘bajar’ indices. Esta sencilla propiedad es la que hace posible que la
construccién de invariantes diferenciales de la geometria riemanniana (tensor
de Riemann-Christoffel, etc.) sea una tarea relativamente sencilla.

En la geometria de rango superior, con el sélo uso del tensor métrico de rango
superior, no es posible obtener versiones covariante y contravariante, del mismo
rango, para un mismo objeto geométrico. Es decir, no existen operaciones
analogas a las de ‘subir’ y ‘bajar’ indices tipicas de la geometria riemanniana.
Este hecho dificulta, y a veces impide, la generalizaciéon de la mayoria de las
construcciones familiares en geometria riemanniana. Una de las principales
construcciones imposibles es la condicién de metricidad, es decir, una condiciéon
que relacione la conexién y el tensor métrico, la cual simplemente no existe (no
puede existir) para tensores métricos de rango superior.

Por lo tanto, la construccion de invariantes diferenciales, y de una geometria
diferencial concomitante, ha resultado técnicamente intratable con las herra-
mientas y conceptos usuales del analisis tensorial. Se espera, en el futuro, poder
desarrollar algin algoritmo alternativo que permite obviar estas obstrucciones.

A continuacién se muestran los avances obtenidos hasta ahora en este pro-
blema abierto. Hasta el momento no ha sido posible desarrollar una geometia
diferencial asociada con el tensor de cuarto rango que aparece en (16.1). Una
de las primeras dificultades en este sentido son las propiedades algebraicas
de Gijre.- A continuacién se describe uno de los pocos resultados algebraicos
obtenidos hasta ahora.



136 Victor Tapia. El problema del espacio, formas de rango superior . ..

La integrabilidad de una teoria de campos depende criticamente de la di-
mension del espacio—tiempo en que se estd trabajando. Este resultado se ob-
tiene mas especificamente de la ecuacién de Killing conforme:

d
9i 0;6% + gi; 0:€" — 3 (0€) gij = 0. (16.2)

la dimensién critica para esta ecuacion, es decir, la dimensién para la cual se
obtiene un numero infinito de soluciones, es d = 2.

La siguiente pregunta natural es si existe una ecuacion diferencial andloga a
(16.2) cuya dimensién critica sea d = 4. La respuesta es positiva y fue dada en
[40]. Sea la ecuacién diferencial

GijkmOeE™ + GijmeOk€™ + Gimpe0;€™ + Grjre0i£™
d
~1 (Om€™) Gijke = 0. (16.3)
Esta ecuacién diferencial admite un ntimero infinito de soluciones si d =4 y si

el tensor métrico es plano con direcciones nulas, es decir, si es de la forma
G1234 = 4! d.]?l d$2 d.]?g d$4 . (164)

Es este notable resultado el que hace necesario considerar seriamente la geo-
metria de cuarto rango como una manera de solucionar varios de los problemas
de la fisica tedrica actual.

El dltimo paso es el desarrollo de una geometria de rango superior. En el
caso de la geometria riemanniana, a partir del tensor métrico se puede obtener
el tensor de curvatura de Riemann—Christoffel. Lo anterior corresponde a un
invariante diferencial. En el caso de un tensor métrico de cuarto rango (o
tétrica) Gijke se esperarfa obtener un invariante andlogo.

La teoria de invariantes diferenciales fue desarrollada por THOMAS en 1934
[44]. En el caso de tensores de rango superior, los resultados de THOMAS
permiten determinar el nimero de componentes de los invariantes diferenciales,
pero no los simetrias de tales tensores.

Por lo tanto, es necesario determinar una descomposicién irreducible, una
particién, de los tensores de rango superior utilizando grupos simétricos. Este
es un problema que todavia no ha sido resuelto.

17. Viabilidad fisica de la geometria de cuarto rango

Posibles indicaciones acerca de la estructura geométrica del espacio se pueden
obtener a partir de la fisica de altas energias. Varios requisitos de consistencia,
tales como la renormalizabilidad, la integrabilidad y la invariancia conforme,
fijan el tipo de geometria que ‘deberia’ darse en la naturaleza, y para distancias
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microscépicas la geometria se podria comportar de una manera completamente
distinta a la geometria riemanniana.®

Un ejemplo de la situacién anterior es la teoria de cuerdas. En este caso se
supone que la geometria es riemanniana y entonces se obtienen resultados con-
sistentes sélo si el espacio es de dos dimensiones. Dado que el espacio—tiempo
de la fisica tiene cuatro dimensiones se puede invertir el planteamiento del
problema e intentar determinar la geometria en la cual se obtienen resultados
consistentes en cuatro dimensiones. Es posible mostrar [40] que una posibilidad
es una geometria de cuarto rango.

Las divergencias que aparecen en la teoria cudntica de campos se podrian
evitar si el tensor métrico fuese un tensor de cuarto rango, es decir, un tensor
G con componentes G;jre. A continuaciéon veremos que la introduccién de un
tensor métrico de este tipo para la descripcion del espacio—tiempo no es del
todo bizarra, y que su uso en la formulaciéon de una teoria gravitacional puede
ser adecuado.

En la formulaciéon de la teoria cuantica de campos existen varios requisi-
tos importantes, tales como la renormalizabilidad, la invariancia conforme y
la integrabilidad. La renormalizabilidad y la invariancia conforme imponen
restricciones sobre la manera en que se construye el lagrangiano en términos
del tensor métrico, de otros campos (como el campo electromagnético A) y de
sus derivadas. Generalmente esta fase de la construccion de un lagrangiano
es sencilla. Sin embargo, cuando se intenta incorporar la integrabilidad se en-
cuentra que esto es posible sélo en un espacio—tiempo de 2 dimensiones. Esta
dimension critica es de origen puramente geométrico, ya que esta determinada
por el rango del tensor métrico. En el trabajo anterior [38, 39, 40] fue posi-
ble establecer un resultado muy importante en este sentido, el cual se puede
resumir como sigue.

Teorema. La dimension critica para la cual una teoria de campos es inte-
grable es igual al rango de la geometria.

Por lo tanto, si usamos geometria riemanniana, en la cual el rango del tensor
métrico es 2, una teoria integrable se puede obtener sélo para dimensién 2, y
esto explica el éxito de la teoria de cuerdas. Si deseamos obtener una teoria
integrable en cuatro dimensiones, debemos usar geometria de cuarto rango, es
decir, una geometria en la cual el elemento de linea sea una forma cuartica. Una
geometria de este tipo puede parecer bizarra en nuestro mundo fisico, dado que
no se cumple el familiar Teorema de Pitdgoras. Sin embargo, esta geometria
es necesaria so6lo a altas energias, un régimen en el cual estas diferencias con la
fisica de cada dia estdn, por asf decirlo, permitidas.®

5 En relacién con esta posibilidad, véanse los tltimos comentarios de la tesis de RIEMANN
[30].
6Aqu1’ nuevamente son pertinentes los iltimos comentarios de la tesis de RIEMANN.
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Para obtener un acuerdo con la geometria riemanniana observada es nece-
sario que en algunas situaciones se pueda recuperar la geometria riemanniana.
Esto es posible si

ds* = (ds*)? (17.1)

donde ds? = gijdxidxj . En este caso el tensor métrico esta dado por

1
Gijke = 9(ij Ike) = 3 (9ij 9ke + Gik 9je + Gie Gjk) - (17.2)
Los espacios con esta propiedad son los espacios separables.

La propiedad de separabilidad es 1util en desarrollos posteriores como un
control de calidad. Dado que ds? corresponde a un elemento de linea de la geo-
metria riemanniana, las formulas y los desarrollos posteriores para un tensor
genérico G se deben reducir al caso riemanniano cuando se aplican a un tensor
separable.

La dimension critica para un tensor métrico de cuarto rango es cuatro, mien-
tras que para un tensor métrico de segundo rango es dos. Por lo tanto, como
un corolario de la propiedad anterior se tiene que los espacios planos con direc-
ciones nulas no son separables.

Por consiguiente, se llega al siguiente esquema: para altas energias, la geo-
metria es de cuarto rango, mientras que a bajas energias, el tensor métrico es de
segundo rango. Esto se puede obtener a través del mecanismo de separabilidad
descrito con anterioridad. Por lo tanto, este mecanismo de separabilidad debe
estar contenido en la teoria.

Altas energias Bajas energias
Gijre — 9(ij9ke)
ds* — (ds?)?

18. Teorias de campo en espacios de cuarto rango

Una de las maneras més sencillas de estudiar la viabilidad fisica de la geo-
metria de cuarto rango es estudiar los distintos tipos de teorias fisicas en que
ésta puede aparecer. Para poder comparar los resultados es necesario que,
en algunas situaciones, el espacio sea riemanniano; en este caso el espacio de
cuarto rango es separable. El tensor métrico de cuarto rango puede aparecer
de varias maneras: como un campo de fondo o como un campo dindmico en
un fondo riemanniano. En primer lugar consideramos teorias de campo en un
fondo de cuarto rango. Se considera el campo escalar y el campo vectorial. El
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lagrangiano correspondiente se elige de manera tal de satisfacer renormalizabi-
lidad, invariancia conforme e integrabilidad.

Finalmente, en la siguiente seccién se desarrolla una teoria gravitacional
en la cual el tensor métrico de cuarto rango estd acoplado con una conexién
afin. Para construir teorias autointeractuantes es necesario construir primero
invariantes diferenciales, lo cual, como se mostré en la seccién anterior, es dificil
de realizar.

Empecemos considerando un modelo simple para un campo escalar no—
masivo, a saber,

Ly =G ;i pp G (18.1)
La ecuacién de campo asociada con este lagrangiano es
9; (G””“E b; dr br G1/4) =0. (18.2)

Creemos que no existe un algoritmo general para encontrar soluciones de este
tipo de ecuaciones, aunque existen varias soluciones particulares.

Consideremos el modelo anterior en cuatro dimensiones en un espacio plano
con direcciones nulas. En este caso las ecuaciones de campo se reducen a

O1 G2 P34 + P1 P3 P2s + D1 D4 a3

+¢2 3 P14+ G2 pa P13 + P3P 12 = 0. (18.3)
Un conjunto de soluciones es de la forma
¢ =d1(2") + d2(2%) + 63(2%) + gu(2?) . (18.4)

A pesar de la no—linealidad de las ecuaciones de campo, el nimero de soluciones
es infinito.

La siguiente posibilidad es un campo vectorial A. El invariante més sencillo
que se puede construir en este caso es

<F4> = GQiiikily rizjakals Filig Fj1j2 Fklkz Féléz ) (18.5)
El lagrangiano mas sencillo estd dado por
L= (FH"? g, (18.6)

Pero la teoria resulta no—polinomial.

La variacién del lagrangiano (18.6) con respecto a A; da

d 1 o .
= <<F‘4>1/2 G11J1k1€1 Glz]zkz@z Fj1j2 Fklk‘g F£1£2 G1/4> —-0. (187)

La variacién con respecto a Gyji; da

o 1
Gz2]2k242 Fyi, Fjj2 Firy Fo, — Z <F4> Gijké =0. (188)
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Consideremos el caso separable G = g - g. En este caso el invariante (18.5)
se puede escribir, aparte de un factor numérico, como

» 1 g
(F*) = (Fy F”)z + E971 (€% Fy; er)2 : (18.9)
El lagrangiano se reduce a
1/2
L= (F” Fl])2 + igfl (Eijkl Fz] Fk[)Q gl/2 . (1810)

16

Cuando eF'F' = E - B = 0, el lagrangiano se reduce al lagrangiano de Maxwell

usual. Las ecuaciones de campo se reducen a las ecuaciones de Maxwell usuales.
En el limite -

€ Fr

—— =0 18.11

P 0 (18.11)

el lagrangiano (18.6) se reduce a

o IR B Fy)
Fz_] F’Lj + 7971 ( J ké)

L= 32 Fy; F

g'7?. (18.12)

19. Gravitacién de cuarto rango a la Palatini

Siguiendo una sugerencia de EDDINGTON (1924), algunos autores estudiaron
la geometria de cuarto rango en la década de 1950 [16, 17]. Otros autores se
han interesado en esta geometria mds general [32, 1].

Una posible manera de reconciliar, en cuatro dimensiones, la renormalizabi-
lidad, la invariancia conforme y la integrabilidad es suponiendo que el espacio—
tiempo esté descrito por una geometria de cuarto rango. En la secciéon ante-
rior se desarrollaron modelos simples que exhiben estas propiedades; en forma
explicita se mostro el papel del tensor métrico de cuarto rango G para lograr
la integrabilidad.

En la geometria de cuarto rango el elemento de linea estd dado por (16.1).
Dado que G esté directamente relacionado con la geometria del espacio—tiempo,
el siguiente paso natural es usar esta geometria para describir el campo grav-
itacional.

A continuacién mostraremos un modelo renormalizable conformemente in-
variante para el campo gravitacional, a la Palatini, basado en la geometria de
cuarto rango.

El modelo resulta ser, en ausencia de materia, la Relatividad General con
una constante cosmolégica no—nula acoplada a un vector de Weyl. En el pro-
ceso de obtener las ecuaciones de campo correspondientes, el modelo incorpora
el tensor métrico riemanniano usual g, una constante cosmoldgica no—nula A
y un vector de Weyl W. Lo que resulta es una teoria equivalente a la Rela-
tividad General con constante cosmolégica acoplada a un campo vectorial de
Weyl. Esta resulta ser una propiedad genérica de nuestras ecuaciones de campo
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heredada de la invariancia de escala. Es importante enfatizar que tanto la con-
stante cosmoldgica como el vector de Weyl aparecen a partir de la estructura
del modelo y no han sido introducidos arbitrariamente.

Ademis, los resultados anteriores tienen soporte observacional dado que las
observaciones cosmoldgicas sugieren una constante cosmoldgica no—nula [26] y
la presencia de una anisotropia en la estructura a gran escala del universo [25].

Discutamos, por lo tanto, las principales caracteristicas de este modelo. El
lagrangiano maés sencillo que se puede construir para la descripciéon del campo
gravitacional, que satisface renormalizabilidad, invariancia conforme e integra-
bilidad, es

Lic = (R?) GY*, (19.1)
donde
(R?) = G R;;(T) Rye(T) (19.2)

y G es el determinante de G. R;;(TI") es el tensor de Ricci para una conexién
genérica I' y, dado que G es completamente simétrico, sélo la parte simétrica del
tensor de Ricci R;;(I") aparece en (19.2); por lo tanto, también consideraremos
sélo conexiones simétricas. El modelo contenido en (19.1) tiene las dimensiones
necesarias para la renormalizabilidad en cuatro dimensiones, a saber, L™%, y
es invariante bajo la transformacién conforme

Gijk£ — €2¢(x) Gijkéa (193)

y también es integrable, como se mostré anteriormente.

Ahora procedamos a obtener las ecuaciones de campo. Primero se debe
considerar la variacién del lagrangiano (19.1) con respecto al tensor métrico de
cuarto rango G. Entonces se obtiene

R(;;(T) Riyy (T') — i (R*) Gijre = 0. (19.4)

Esta ecuacién implica que G es el producto simétrico de algtin tensor de se-
gundo rango h. Entonces se tiene ds* = (ds?)?, donde ds? = hijdxidxj. Clara-
mente, si deseamos hacer contacto con la geometria de la experiencia cotidiana,
se debe identificar h con el tensor métrico riemanniano g, a saber, h = g; es
decir (17.2). De este modo, la descomposicién de G en términos de un tensor
métrico riemanniano se sigue en forma natural y todos nuestros resultados se
pueden escribir en términos de la geometria riemanniana. Observemos que la
descomposicién de G en términos de g no es una suposicién sino que se sigue
de (19.4), es decir, de las ecuaciones de campo, y por lo tanto es un resultado
dindmico. Entonces, se tiene

R (T) = agij, (19.5)

donde « es un coeficiente de proporcionalidad el que, sin embargo, no se puede
determinar a partir de (19.4) dado que, debido a la invariancia conforme, esta
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ecuacion tiene traza nula. A lo mas podemos considerar la parte de la relacién
(19.5) anterior que tiene traza nula y escribir

Rij () = % (R) 9i; =0, (19.6)

donde (R) = g R;;(T'). La ecuacién (19.6) anterior se debe ahora considerar
como la ecuacién de campo correspondiente a (19.4).

La variacién del lagrangiano (19.1) con respecto a la conexién da la condicién
de metricidad

2VpAYT — VLA™ 6 — VA8 =0, (19.7)
donde VT denota la derivada covariante con respecto a la conexién T, y
4 = G Ry (T) GM*. (19.8)
Tomando la traza de la ecuacién (19.8) se llega a que
(d=1) V7™ =0, (19.9)
Por lo tanto, para d # 1, la ecuacién (19.8) se reduce a
VA =0. (19.10)
Expandiendo la ecuacién (19.10) se obtiene
GYAVEAT 4 4 VE(GYYY =0, (19.11)
donde
v =GR Ryy(TD). (19.12)

1

Ahora, un algebra sencilla nos muestra que el tensor vy~ * estd conformemente

relacionado con el tensor métrico g~!. De hecho

» g 1 »

7 =G Ri(T) = 7 (R) g (19.13)
Si (R) = 0, entonces v = 0y R;;(T) = 0, y todas las ecuaciones colapsan a
identidades inttiles; no hay dindmica. Por lo tanto, se debe tener (R) # 0y
entonces es posible definir un tensor directo ~.

La ecuacién (19.10) se reescribe como

vr (<R> g 91/2) -0. (19.14)
Expandiendo se tiene
g/2 (R) Vg +g"/2 ¢V (R) + (R) ¢V VEg"2 =0, (19.15)
Contrayendo con g;; se obtiene
g2 (R) gi; Vg +4g2 VL (R) +4 (R) Vig'/? =0. (19.16)

Usando la relacién )
Vig'/? = —§g1/2 9ij Vg™, (19.17)
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la ecuacién anterior se reduce a
2912 VE(R) + (R) Vig'/? =0, (19.18)
lo cual se puede escribir en forma condensada como
Vi((R)? g% =0. (19.19)
Reemplazando (19.18) en (19.15) se obtiene
(R) V39" — g VI (R) =0, (19.20)

lo cual se escribe en forma condensada como

vi ((1{3 gij) =0, (19.21)

La condicién anterior significa que
Tk, = {5} ((R) g)

+m g™ (9; (R) gje + 0, (R) giv — 90 (R) gij) , (19.22)

donde {Z;} (g) es el simbolo de Christoffel asociado con el tensor g.

Ahora sdlo se necesita evaluar las ecuaciones de campo (19.9) y (19.13) para
la conexién (19.22). Las ecuaciones de campo resultante son

1 1
Rij(g) — 5 (ViW; + ViWi) + 5 Wi W

1 1
1 R(g) — (VW) + 3 W2 gi

0,

R(g) — 3 (VW) — §W2 = 4A, (19.23)

donde V es la derivada covariante usual con respecto al tensor métrico g. Las
ecuaciones de campo (19.15) y (19.16) ahora se escriben completamente en
términos del tensor métrico riemanniano g; por lo tanto, se pueden comparar,
interpretar y verificar en situaciones fisicas familiares.
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Para los propdsitos siguientes, es adecuado reescribir las ecuaciones (19.15)
y (19.16) como una sola ecuacién

1 1
Rij(g) — 3 (ViW; + V;W;) + 3 W; W;

5 (W) + W] g

~5 [B@ -3(vm) -3

5 W2 —-2A|g; = 0. (19.24)

La contraccién de (19.17) da (19.16), de manera que las ecuaciones son equiv-
alentes.

Se debe enfatizar que (19.15) y (19.16) son conformemente invariantes y que
se siguen del principio variacional (19.1) en geometria de cuarto rango. La con-
stante cosmoldgica A no puede ser cero en estas ecuaciones o el tensor métrico
se anularfa a partir de (19.4) y (19.12). Esta es una propiedad interesante de
la teoria, dado que predice una constante cosmoldgica necesariamente no—nula.
Ademsds, no hay nada que restrinja el valor de W; por lo tanto, es posible
considerar el caso W = 0. En este caso la ecuacién (19.17) se reduce a

1

Rij(g) — 5 [R(g) —2A] g5 =0. (19.25)

Es interesante observar que (19.18) se puede obtener a partir del lagrangiano
Lerac = [(R) —2A] g'/2, (19.26)

de la geometria de segundo rango usual. Se debe enfatizar, no obstante, que
se debe tener A # 0; en caso contrario la construccién anterior colapsa, dado
que en ese caso la ecuacién (19.4) requeriria v~ = 0. Por lo tanto, nuestro
modelo requiere que la constante cosmoldgica sea distinta de cero. Este tltimo
resultado es muy importante dado que, a pesar del ‘prejuicio tedrico comin’ de
que A = 0, la evidencia observacional muestra que muy probablemente A # 0.
Esta evidencia apoya la Relatividad General con una constante cosmolégica y a
nuestro modelo. Sin embargo, este tiene una ventaja clara sobre la Relatividad
General con una constante cosmoldgica, ya que la constante cosmoldgica es
predicha por nuestro formalismo y no se introduce como un pardmetro cuyo
valor se deba fijar a posteriori.

También existe evidencia observacional que apunta a la existencia de una
anisotropia en la estructura de gran escala del universo. Nuestras ecuaciones
de campo (19.23) y (19.24) ofrecen una manera de acomodar esta anisotropia;
en este caso se debe considerar W # 0. A continuaciéon veamos si es posible
obtener las ecuaciones de campo (19.17) a partir de un lagrangiano sencillo, en
geometria de segundo rango, que se parezca a (19.19). La eleccién mds sencilla
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es
Lic =[e7V g7 (Rij(T) + aVEW, + BW; W) —2A] 2 g1/2,  (19.27)

Sin embargo, es posible mostrar que no hay valores de o y 3 capaces de repro-
ducir las ecuaciones de campo (19.17). De este modo, la geometria de cuarto
rango juega un papel crucial, ya que las ecuaciones de campo (19.17) se pueden
obtener a partir de un principio variacional en geometria de cuarto rango, pero
no de un principio variacional en geometria de segundo rango.

En resumen, hemos construido una teoria gravitacional que es renormaliz-
able, conformemente invariante e integrable. Esta es la primera teorfa grav-
itacional en la cual se encuentran juntas todas estas condiciones. Ademaés,
contiene la geometria riemanniana en forma natural. La solucién esféricamente
simétrica puede reproducir los éxitos observacionales de la Relatividad General
(los cuales se basan todos en un espacio de Schwarzschild sin materia) si la con-
stante cosmoldgica resulta ser suficientemente pequena, como es el caso. Por lo
tanto, las soluciones de la Relatividad General con constante cosmoldgica estan
aqui contenidas en forma natural sin la necesidad de introducir la constante
cosmoldgica en forma arbitraria.

20. Mecéanica de Nambu

Hasta ahora las formas de rango superior que se han considerado son com-
pletamente simétricas. También existen formas de rango superior con otras
simetrias, tales como las asociadas con las formas simplécticas de rango supe-
rior, los grupos de Lie de rango superior, etc. Como primer ejemplo se puede
considerar la mecénica de Nambu, que involucra formas antisimétricas de tercer
rango.

Se debe recordar que las formas simplécticas de segundo rango estan dadas
por
{2, Z;} = Jiy (20.1)
donde los Z; son coordenadas simplécticas y J;; son las componentes de la
matriz simpléctica J. Esta forma satisface la identidad de Jacobi

{Fu. {F2, F5}} =0, (20.2)
donde los F} 2 3 son funciones de las coordenadas simplécticas.
En el caso de la mecénica de Nambu, se tiene una relacién simpléctica de la
forma
{Z;, Z;, Zy} = Jijie - (20.3)
Tal como en el caso anterior los Z; son coordenadas simplécticas y J;;z son las
componentes de la forma simpléctica de tercer rango J.

En este caso existen varias identidades de Jacobi que no es el caso enumerar
aqui..



146 Victor Tapia. El problema del espacio, formas de rango superior . ..

Los grupos de Lie estan caracterizados por

{Gi, Gj} = Cii" Gy (20.4)
En este caso también se satisface una identidad de Jacobi
{Gp. {G2, Gy} =0. (20.5)

Los grupos de Lie de aridad superior estan caracterizados por

{Gy, Gy, G} = Cijn* Gy (20.6)
En este caso también existen varias identidades de Jacobi.

21. Estados entrelazados

Entre las aplicaciones que han encontrado las formas de rango superior se
tiene a los estados entrelazados.” En mecénica cuantica el estado de un sistema
se puede describir a través de un vector de estado de la forma

W= ai i) @ 1) (L)

En el caso en que |[¢) = |i) ® |j) los estados no estdn entrelazados, lo cual se
puede caracterizar por det(a;;) = 0. Pero si det(a;;) # 0, entonces los estados
estan entrelazados.

En el caso de més bits (qubits) el estado estéd caracterizado por el vector de
estado

W)=Y ajliy @) @@ l0). (21.2)
0,450 5L
El entrelazamiento esté caracterizado por la condicién

22. Conclusiones

Hemos presentado las formas de rango superior tanto en sus aspectos alge-
braicos como diferenciales. Las formas de rango superior tienen gran poten-
cialidad en matematicas y en fisica. No obstante, la manipulacién algebraica
de estos objetos es extremadamente complicada, lo cual se ha traducido en
la existencia de pocos resultados concretos. Sin embargo, la alta potenciali-
dad matematica y algunas razones conceptuales obligan a continuar con este
esfuerzo.

Los resultados descritos anteriormente han sido presentados en forma ex-
tensa en el libro Formas y Geometria de Rango Superior [43]. Los resultados
mas importantes son los siguientes.

"La palabra original en inglés es entanglement, la cual resulta de dificil traduccién. Otra
traduccion que se utiliza en la literatura es ‘estados enredados’.
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En primer lugar se debe mencionar la elaboracién de un marco conceptual
unificado para la descripcién de las posibles geometrias diferenciales. Entre
los aspectos algebraicos se debe mencionar la introduccién de los tensores de
permutacién, los cuales permiten construir los discriminantes en un lenguaje
tensorial; la introduccién de los cuadrados semimdagicos como una manera de
representar los invariantes algebraicos tensoriales; y el desarrollo de un método
grafico para la construccién de los invariantes algebraicos tensoriales.

Entre las propiedades algebraicas se debe mencionar la introduccién de una
definicién invariante de hiperdeterminante y de tensor inverso, la introduccién
de los tensores de permutacién, la formulaciéon de un teorema de Cayley—
Hamilton y la introduccién de identidades polinomiales para tensores de rango
superior. Se han aplicado los cuadrados semimdgicos y el método grafico, de-
sarrollado anteriormente, en la construccién de los invariantes algebraicos para
tensores de rango superior. Por tltimo, se ha realizado la construccion de
hiperdeterminantes e identidades algebraicas para tensores de rango superior
impar.

Entre los resultados diferenciales para la geometria de rango superior, se
debe mencionar la construcciéon de invariantes diferenciales. Se introducen los
conceptos de norma, producto interno, angulo, invariancia conforme, simetria,
ecuaciones de Killing y de Killing conforme para la geometria de rango superior.
Se introducen los conceptos de direccién nula y de espacio plano con direcciones
nulas para la geometria de rango superior. En esa misma seccion, se elabora
un teorema que permite construir espacios con un nimero infinito de simetrias.

Finalmente, se debe mencionar algunos de los desarrollos en fisica de cuarto
rango. En primer lugar, se tiene la introduccién del concepto de espacio se-
parable, el cual permite pasar de geometrias de cuarto rango a geometrias de
segundo rango. Se presenta un estudio de las teorias de campos formuladas en
geometrias de cuarto rango. Finalmente, se desarrolla un modelo para la inte-
raccion gravitacional que da origen a una constante cosmolédgica necesariamente
no—nula y a una anisotropia del espacio—tiempo.
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