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Introduccién

La teoria de representaciones de algebras ha avanzado bastante, hasta el
punto en que hoy es una de las areas méas activas de investigacién matematica.
En Colombia esta teoria comienza a desarrollarse en el ano 2001 con la llegada
del profesor ALEXANDER ZAVADSKIJ al Departamento de Matemaéticas de la
Universidad Nacional de Colombia, Bogota. El profesor ZAVADSKIJ murié el 3
de febrero de 2012 en Bogotd, Colombia, y este trabajo es en su memoria. Mas
detalles de su trabajo realizado en Colombia y una breve biografia del profesor
Z AVASKIJ pueden ser consultados en [9].

1E] autor fue apoyado parcialmente en la Universidad de Antioquia por el CODI y Estra-
tegia de Sostenibilidad 2014-2015 y por COLCIENCIAS-ECOPETROL (Contrato RC. No.
0266-2013).
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Uno de los problemas que mas impulsé la teoria fue decidir algo respecto a
las conjeturas de Brauer—Thrall, que datan de la década de los anos cuarenta
del siglo pasado y son las siguientes:

Brauer—Thrall I. Si A es una k—4élgebra (k campo) de tipo infinito (es
decir, existe un ndmero infinito de A—mddulos inescindibles no isomorfos).
Entonces las dimensiones sobre k£ de los A—mddulos, inescindibles finitamente
generados, no es acotada.

Brauer-Thrall IT. Si A es una k—algebra de tipo infinito (k campo infinito).
Entonces existe un nimero infinito de k—dimensiones y para cada dimensién
existe un namero infinito de médulos inescindibles no isomorfos.

La primera conjetura fue probada por ROITER (véase [24]. NAZAROVA y
ROITER (véase [20]) afirmaban haber probado la segunda conjetura. Sin em-
bargo, al parecer, solo ellos comprendian dicha prueba. Pero luego se desrrolla-
ron técnicas para su demostracion en [25] y [6] y se considera que R. BAUTISTA
[5], fue el primero en presentar una demostracién para esta conjetura en el caso
de un campo algebraicamente cerrado con caracteristica diferente de 2.

El principal objetivo de la teoria de representaciones de algebras es estudiar-
las por via del estudio de la categoria de los médulos inescindibles. A partir
de las décadas de los anos sesenta y setenta fueron introducidas nuevas técni-
cas en la teoria. El objetivo de estas notas es mostrar dos de las técnicas més
utilizadas.

Por un lado, P. GABRIEL (véase [16]), utilizando los métodos diagramaticos,
mostré una correspondencia entre las dlgebras de dimensién finita sobre cam-
pos algebraicamente cerrados y carcajes (grafos orientados). Con base en estas
técnicas logré una caracterizacién de las algebras hereditarias de tipo de repre-
sentacion finito (esto es, con apenas un numero finito de médulos inescindibles)
en términos de carcajes.

Por otro lado, AUSLANDER y REITEN, utilizando técnicas homoldgicas, in-
trodujeron los conceptos de sucesiones que casi se dividen (o sucesiones de
Auslander—Reiten), homomorfismos minimales que casi se dividen y homomor-
fismos irreducibles (véase [3]). Con esto fue posible probar de forma corta la
conjetura de Brauer-Thrall I. A fines de la década de los setenta RINGEL,
utilizando estas ideas, desarrolld la nocién de carcaj de Auslander—Reiten muy
utilizada actualmente. El desarrollo de la teoria de representaciones de algebras
se basa en estas herramientas principalmente cuando se utilizan conjuntamen-
te. Partiendo de ellas tenemos toda una ramificaciéon de técnicas tales como:
teoria inclinante, cubrimientos, utilizacién de formas cuadraticas, “Boc’s”, par-
ticiones pre-proyectivas entre otras, que ayudan al estudio de la categoria de
modulos. Estas también han logrado resultados en otros problemas de algebra
(véase [22]).

Este trabajo estd basado en algunos apartes dados en [12] y [4] y se es-
tructura de la siguiente forma: En la primera seccién se definen algunos de
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los conceptos basicos tales como algebras, algebras basicas, mdédulos, médu-
los simples, médulos proyectivos, mddulos inyectivos, tipos de algebras, tipos
de representaciones y sucesiones exactas cortas. También se enuncian los teo-
remas de Krull-Schmidt, Jordan—-Holder y Morita. En la segunda seccién se
definen algunos conceptos tales como carcajes, algebras de caminos y carcajes
con relaciones. Finalmente se demuestra el teorema de Gabriel. En la tercera
seccién se introducen las representaciones de médulos sobre A = kI'/ < p >,
el dlgebra de caminos de un carcaj con relaciones (I, p). Esto permite obtener
una descripcion concreta de los médulos en términos de espacios vectoriales
junto con aplicaciones lineales. Después se muestra la equivalencia que existe
entre las representaciones y los médulos sobre A. Para terminar, se describen
las representaciones de los A—mddulos proyectivos e inyectivos. En la cuar-
ta seccién se definen conceptos tales como sucesiones de Auslander—Reiten,
morfismos fuente, morfismos sumidero y morfismos irreducibles. Se enuncia el
teorema de Existencia de las sucesiones de Auslander—Reiten y se finaliza con
la construccién de carcajes de Auslander—Reiten para un dlgebra A.

A lo largo del trabajo se presume cierta familiaridad con conceptos béasicos
de &lgebra lineal y de dlgebra abstracta al nivel de [1] y [10]. La parte de
categorias y funtores la restringimos a lo minimo necesario.

Aqui solo se describen resultados béasicos de la teoria de respresentaciones
de dlgebras y se recomienda al lector interesado referencias mas amplias como:
[4], [23], [18], [19], [21], v [22]. Adem4s, de una de las referencias clésicas dentro
de la teorfa, el libro de C. M. RINGEL (véase [23]), en el que se hace una exce-
lente descripcién del carcaj de Auslander—Reiten e incluye otra gran variedad
de temas importantes como: formas cuadraticas, representaciéon de conjuntos
parcialmente ordenados, teoria inclinante y categorias vector espaciales.

1. Conceptos Basicos.

En esta seccion se definen algunos de los conceptos béasicos tales como alge-
bras, algebras basicas, médulos, médulos simples, médulos proyectivos, médu-
los inyectivos, tipos de algebras, tipos de representaciones y sucesiones exactas
cortas. También se enuncian los teoremas de Krull-Schmidt, Jordan-Hélder y
Morita. Los detalles pueden ser encontrados en [14], [15] 6 [11].

1.1. Algebras. Sea k un campo. Una k—algebra (o simplemente dlgebra)
es un anillo con identidad A (1 € A) que posee tambien estructura de k—espacio
vectorial tal que a(ab) = a(ab) para todo a € k y para todo a,b € A. Si la
dimensién de A como espacio vectorial es finita se dice que el dlgebra A es de
dimension finita. Un homomorfismo entre k—algebras es una aplicaciéon
k—lineal que también es un homomorfismo de anillos.
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Ejemplo 1.1.

(a) Son ejemplos de dlgebras de matrices:

k0o k0o
<ZZ> 0k 0 0k 0
k ok ok 0k k

(b) Dado un grupo finito G el dlgebra de grupo kG es un ejemplo de dlgebra
de dimensién finita sobre k.

(c) Otros ejemplos de k—é&lgebras son las dlgebras de polinomios sobre un
campo k en varias variables, o cocientes de estas, es decir:

k‘[x]/(x"), k[m,y]/(x,y)2 6 k[xlv T ,(En].

Proposicién 1.1. Sean A una k—4&lgebra de dimension finita e I un ideal de
A. Son equivalentes:

(a) I es ideal maximal nilpotente.
(b) I es interseccién de todos los ideales maximales.

(c) I es el menor ideal tal que A/I es semisimple.

Un ideal de un dlgebra A con una de estas propiedades se llama un radical
de A y se denota con rad A.

1.2. Moédulos. Sea A una k—algebra de dimensién finita. Un A—mddulo
izquierdo es un k—espacio vectorial My - : A x M — M, (a,m) — am, es
una operacion binaria satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. a(m+n) = am + an,
2. (a+b)m = am+ bm,
3. (ab)ym = a(bm), y

4. 1m =m,

para todom, n € M y a, b € A.

De forma dual se definen A—mddulos derechos. Un subconjunto N de un
A—médulo M es un submdédulo cuando N es también un A—mdédulo. Dado
un A—mdédulo M, el radical de M indicado por rad (M), es el submédulo
(rad A)M.

Teorema 1.1. (Krull-Schmidt): Todo A—mddulo finitamente generado es
la suma finita directa de A—mddulos finitamente generados inescindibles (esto
es que no se descomponen trivialmente como suma directa de dos médulos
diferentes de cero). Tal descomposicién es dnica.

Homomorfismos entre A—mddulos son transformaciones lineales que pre-
servan la accién de A sobre estos médulos. Monomorfismos, epimorfismos
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e isomorfismos son homomorfismos entre A—moddulos que son respectivamen-
te inyectivos, sobreyectivos y biyectivos. Indicamos por A —mod (resp., modA)
la categoria cuyos objetos son los A—méddulos izquierdos finitamente generados
(resp., a derechos) y cuyos morfismos son los homomorfismos entre A—médu-
los. Por A —ind (indA) indicamos la subcategoria plena de A — mod (modA)
de los A—moédulos inescindibles y finitamente generados.

En adelante todos nuestros médulos serdn A—mddulos izquierdos, pero por
simplicidad hablaremos simplemente de A—modulos. En nuestro estudio de la
categoria A — mod, destacaremos las siguientes tres clases médulos:

(a) Mdédulos simples. Un A—mdédulo S es simple si no posee submdédulos no
triviales. Dado un A—médulo M, se denota con zocM al zécalo de M, esto es
la suma de todos los submédulos simples de M. Nétese que M /rad M es suma
de simples, es decir, un médulo semisimple.

(b) Médulos proyectivos. Un A—médulo P es proyectivo si cumple una de
las siguientes propiedades equivalentes:

(i) Para todo epimorfismo M LN —o0 y todo homomorfismo P -4+ N
existe P -2 M tal que fg' = g.

(ii) P es sumando directo de A" = A®--- @ A (r veces), para algin nimero
natural 7 .

Los médulos inescindibles que aparecen en la descomposicién de A vista
como A—mddulo forman una lista de todos los proyectivos inescindibles y todos
los otros proyectivos son sumas directas de estos.

(¢) Médulos Inyectivos. Un A—mdédulo I es inyectivo si para todo mono-
morfismo 0 — M L5 N y todo M %5 I existe N 5 I tal que ¢'f = g.

Un A-médulo M es de longitud finita si existe una secuencia finita de sub-
médulos de M de la forma M = My D My D -+ D M,, = 0 tal que M;/M;11 es
cero 6 simple para i = 0, ...,n— 1. Una secuencia de submoédulos M de este tipo
la llamaremos serie de composicion generalizada de M y la denotaremos
por F. En el caso de M;/M; 1 # 0 para i =0,...,n — 1 se denomina serie de
composicién de M y los médulos cociente M; /M, 1 # 0 se llaman factores
de composicién de F.

Para un A—médulo simple S, definimos mE (M) como el niimero de fac-
tores de composiciéon de la serie de composicion F' los cuales son isomorfos a
S y definimos Ir(M) = > mE(M) donde la suma se toma sobre todos los
A—moédulos simples.

La longitud de M es el minimo de los Ig(M), donde F varia sobre las
posibles series de composiciéon de M, este se denota por I[(M). De igual manera,
se define mg(M) como el minimo de los m& (M).

El siguiente teorema afirma que los nimeros m% (M) y (M) son indepen-
dientes de la serie de composicién F'.
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Teorema 1.2. (Jordan—-Holder) Sean B un A—mdédulo de longitud finita, F’
v G dos series de composicién para B. Entonces para cada A—mddulo simple
S, tenemos m% (B) = m§(B) .= ms(B) y Ir(B) = lg(B) := l(B).

Dado un A—médulo finitamente generado M existe un epimorfismo P —»

M — 0 donde P es proyectivo (si mq,- -+ ,m, es un conjunto generador de M
entonces el epimorfismo A" — M que lleva (a1, ,a,) en > a;m;, serfa tal
epimorfismo).

Si la longitud de P es la menor posible en estas condiciones decimos que P
es la cubierta proyectiva de M, que es tnica salvo isomorfismo.

También existe un A—mddulo inyectivo I y un monomorfismo 0 — M —
1. Si I es el inyectivo de menor longitud en estas condiciones decimos que I es
la envolvente inyectiva de M.

Proposicién 1.2. Sea A una k—adlgebra de dimensién finita. Entonces existe
una correspondencia biunivoca entre los simples y los proyectivos inescindibles y
otra entre los simples y los inyectivos inescindibles. En particular, el niimero de
simples es igual al numero de proyectivos inescindibles y al nimero de inyectivos
inescindibles.

1.3. Tipos de Algebras.

1. Tipos de algebras y teorema de Morita.

Un algebra A es inescindible si no puede ser escrita como suma di-
recta de otras dos algebras no triviales. Toda k—4&lgebra de dimension
finita se descompone como una suma directa de k—&lgebras inescindi-
bles.

Sea A = P/' @ --- @& P/"* la descomposicién de A en A—médulos
inescindibles donde P; 2 P; si i # j. En el caso de r; = 1 para todo
1 = 1,...,t decimos que A es bésica. El préoximo teorema nos permi-
te restringirnos al estudio de las categorias de mdédulos sobre dlgebras
bésicas.

Teorema 1.3. (Morita) Si A una k—4lgebra de dimensién finita, en-
tonces existe un algebra basica B tal que las categorias de A — mod y
B — mod son equivalentes.

El lector podra encontrar el teorema de Morita de forma més general
en [11] 6 [15].

2. Tipos de representaciones.
Sea A un algebra de dimension finita. Para el estudio de la categoria
A — mod es conveniente clasificar las dlgebras a partir de su tipo de
representacién, es decir, queremos clasificar A a partir del tamano de
la categoria A — ind. Cuando A — ind tiene un nimero finito de obje-
tos (salvo isomorfismo) decimos que A es de tipo de representacién
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finito. Caso contrario serd de tipo infinito. Sin entrar en mucho de-
talle, vamos a decir que las dlgebras de tipo infinito se diven en dos, de
tipo manso o salvaje. Las de tipo manso son aquellas en las cuales
la categoria A — ind puede ser agrupada en familias monoparamétri-
cas y las de tipo salvaje son aquellas en la cual A — ind “contiene”, en
cierto sentido, los médulos sobre las dlgebras libres en dos variables. La
clasificacién del tipo mansa y salvaje fue dada por Y. DROZD en [13],
alli pueden ser entrados los detalles de este tipo de dlgebras.

3. Sistema de Idempotentes.
Sea A una k—algebra bésica inescindible de dimensién finita y sea
AP @& P la descomposicién de A en A—mddulos inescindibles.
En particular,

t
1= E €i,
i=1

con e; € P;. Los elementos ey, -+ ,e; tienen las siguientes propiedades:
(i) Para cada i, e; es un idempotente, esto es, e? = e;.
(ii) {e1,--- , e} es un conjunto ortogonal, esto es, e;e; = 0 se i # j.

(i) Para cada i, e; es primitivo, es decir, si e; = ¢/ + ¢’ donde €’ y
e son idempotentes ortogonales, entonces ¢’ = 0 6 ¢” = 0.

Un conjunto {ey,- - ,e;} C A como antes se denomina sistema com-
pleto de idempotentes primitivos ortogonales de A (véase [10]).
En este caso A = Ae; @- - -® Ae; donde t indica el niimero de proyectivos
inescindibles.

4. Sucesiones exactas cortas.
Una sucesién exacta corta es una sucesién de A—moédulos y homo-

morfismos 0 —s L 2+ M -3 N — 0 donde f es un monomorfismo,
g es un epimorfismo y Im f = ker g. En particular {(M) = I(L) + I(N).

Proposicion 1.3. Sea0 — L Ly M % N — 0 una sucesién exacta
corta. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() M=N&L

(2) f es un monomorfismo que se divide (es decir, existe M L L tal
que f'f =1z).

(3) g es un epimorfismo que se divide (es decir, existe N <+ M tal
que gg' = 1y).

. ‘s f g
Se dice que la sucesién exacta corta 0 — L — M — N — 0,
es una sucesion exacta corta que se divide si cumple una de las
afirmaciones de la proposicién anterior. Notese que si N es proyectivo o
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si L es inyectivo, entonces 0 — L T M 25 N — 0 es una sucesion
exacta corta que se divide.

2. Algebras de caminos y el teorema de Gabriel.

En esta seccién se definen algunos conceptos tales como carcajes, algebras de
caminos y carcajes con relaciones. Se demuestra el teorema de Gabriel, el cual
permite caracterizar todas las dlgebras, inescindibles y bésicas de dimension
finita sobre un campo algebraicamente cerrado k, como algebras de caminos
dadas por carcajes con relaciones.

2.1. Carcaj.

Definicién 2.1. Un carcaj I' es una cuadrupla T' = (T'o,T'1, s,€), donde Ty y
T’y son conjuntos, Iy lo llamaremos el conjunto de vértices yI'; el conjunto
de flechas (entre los vértices) y s,e : Ty — T son funciones definidas por
s(a) =1 y e(a) = j para toda flecha « : i — j, es decir, o es una flecha del
vértice i al vértice j.

Esta nomenclatura sugiere diagramas o grafos orientados (carcaj). Esto
se ve en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1.
(a) 1—_207) 3—2=4
B

Para este carcaj 1,2, 3,4 forman el conjunto de vértices, a, 3,7, forman el
conjunto de flechas y s(a) =1y e(a) = 2.

(b)
TN

SN
NN,

Dado un carcaj I', llamamos al carcaj subyacente I' de I, al grafo deter-
minado por el carcaj I', es decir, T es el diagrama de I" pero considerando solo
las aristas (no se considera la direccién de las fechas). Un camino en I es una
secuencia de flechas p = «ay, - - - a7 tal que e(ay) = s(ay41) para 1 <t <n—1.
Denotaremos I(p) = n la longitud del camino p. Por convencién, un camino
de longitud cero (o camino trivial) es un camino sin flechas asociado para
cada vértice i € T'g, se denota por ¢;, tal que s(e;) = e(e;) = i.
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Dado un camino p = «, - - - a1 denotaremos por s(p) = s(«) el vértice inicial
de py por e(p) = e(ay,) el vértice final de p. Cuando p no es un camino trivial y
s(p) = e(p) diremos que p es un ciclo orientado. Algunas veces para enfatizar
el punto inicial y final de un camino usaremos la notacién p = (j|a, - - a1|i)
para p = ay, - - - a entendiendo que s(p) =iy e(p) = j.

En el ejemplo anterior en (a) tenemos que «, afa y yaByy (6 (2|all),
(2lafall) v (2|yaByvy]2)) son ejemplos de caminos de longitud 1, 3 y 5 respec-
tivamente, siendo el 1ultimo un ciclo orientado. Y los caminos triviales serian
€1,€2,€3 Y €4.

Decimos que dos flechas « y S tienen un vértice en comun si:

{s(a),e(a)} N{s(B),e(B)} # 0.

Un paseo entre dos vértices ¢ y j se define por una sucesion de flechas
a1, ..., o donde ¢ € {s(a1),e(a1)}, j € {s(an),e(a,)} yparal <t <n-—-1, oy
y aq41 tienen un vértice en comun.

Un subcarcaj del carcaj I' es un carcaj IV donde Iy C Ty, T} C Ty y las
restricciones de s y e a I'} son iguales respectivamente a s’ y e¢’. Un subcarcaj
se llama pleno si para cada flecha « : ¢ — j con vértices i, j € I'{y entonces
aeTlf.

Dado un vértice i € T'y, sea I'; el subcarcaj pleno de I' formado por todos
los vértices j tales que existen paseos entre i y j. I'; se denomina componente
conexa de I' conteniendo 4. Finalmente, el carcaj I' se dice conexo si I'; =T’
para algin vértice ¢ € T'g. En el ejemplo anterior parte (b) el carcaj es conexo
y el carcaj de la parte (a) no lo es.

Una relacién o en un carcaj I' sobre un campo k es una combinacién lineal
de caminos o = a1p; + -+ + appn con a; € k, e(p1) = -+ = e(pn), s(p1) =
-+ =8(pn) ¥ U(p:;) es al menos 2, para cada p;. Si p = {0+ }ter €s un conjunto
de relaciones en I' sobre k, el par (I', p) se denomina carcaj con relaciones
sobre k.

Ejemplo 2.2.

NS
NANYN

un carcaj. Son ejemplos de relaciones en este carcaj Soca — Bra, YP1, N3N2m1,
NeM1Msnen1 entre otras, pero vf51 + B2 no es una relacion. Podemos tomar
conjuntos de relaciones, por ejemplo, p1 = {faca — fran} 6 pa = {faca —
Bra, mnsnz, 6P}
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2.2, Algebras de caminos. Sean k£ un campo y I" un carcaj finito, es
decir, los conjuntos I'g y 'y son finitos. A partir de k y de I' definiremos un
algebra que denotaremos por kI'. Consideremos el conjunto B formado por
todos los caminos de I', incluidos también los caminos triviales. Se considera
ahora kI' el k—espacio vectorial con base B. Esta base B se llama base usual
de kI'. Demos la estructura de algebra a kI' definiendo la multiplicacién en
los elementos de la base B. Dados dos caminos de I', p1 = (jlan -+ aali) y
p2 = (7|Bm - - - B1]l) definimos:

pl-pgz{ (Glom - a1Bm -+ Bu|l)  sii=r }

0 caso contrario

y luego extendemos por linealidad tal multiplicacién a todos los elementos.
Dejamos al lector la verificar que kI" es k—algebra. Esta algebra kI' se denomina
algebra de caminos de I'.

Ejemplo 2.3.
(a) Sea T': 1—%=2. Como espacio vectorial kI" tiene base B = {e, e, 0} ¥
por tanto dimikl' = 3. La multiplicacién de los elementos de B es €1e5 = 0,

€€ =€ parai = 1,2, ae; = eca = a'y aa = e;a = aey = 0. No es dificil ver
que kT" es isomorfa al dlgebra de matrices

(i ¥)

(b) Sea I': 1—a>2Q 8 . En este caso dimgkl' = oo puesto que,

B = {61;62;aa6a6a762vﬂ2aa63ﬂ }a

es una base con infinitos caminos.

ave

%

Se deja a cargo del lector verificar que dimgkl’ = 22.

(c) Sea I':

Observacion 2.1.

1. Si I" es un carcaj finito entonces el algebra kI" es de dimension finita
sobre k si y sé6lo si I' no posee ciclos orientados.
2. kI es inescindible como dlgebra si y sélo si I' es un carcaj conexo.
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3. kI' es un algebra asociativa con elemento identidad

1= Z € (suma de caminos triviales de I)
i€l

4. El édlgebra kI" no es necesariamente conmutativa.

kI es un algebra bésica.

6. El conjunto {¢; }ier, es un sistema completo de idempotentes ortogonales
primitivos de kT'.

7. Sea J el ideal de kI" generado por las flechas de I'. Entonces J = rad kI"
si y sélo si I no posee ciclos orientados. Ademds el nimero de flechas
de i hasta j es igual a dimy/(e;Je;).

ot

Cuando tenemos (I", p) un carcaj con relaciones podemos también considerar
la k—algebra k(T', p) = kI'/ < p >, donde < p > denota el ideal en kI" generado
por un conjunto de relaciones p. Por las condiciones sobre las relaciones tenemos
que < p >C J2.

Por ejemplo, sea A la k—algebra dada por

VN
U
N
con fa =~y np=0.

Esto significa que A = kI'/ < p >, donde < p > es el ideal de kI" generado
por las relaciones fa — vé y nS.

2.3. Teorema de Gabriel. El objetivo principal de la seccién es el teore-
ma 2.1. En vista de éste podemos caracterizar una gran clase de algebras en
terminos de carcajes. Tal resultado es bésico a lo largo de estas notas.

Definicion 2.2. Sea I' un carcaj y k£ un campo. Denotamos por J el ideal de
kI generado por todas las flechas de I'. Un ideal I de kI' es admisible si existe
un n > 0 tal que J* C I C J2.

Observacién 2.2. Sea I' un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces todo
ideal de kI' contenido en J? es admisible.

Teorema 2.1. Si A es un dlgebra inescindible, bésica y de dimension finita
sobre un campo algebraicamente cerrado k, entonces existe un carcaj I'4 y un
epimorfismo de algebras ¢ : kI'y4 — A tal que ker ¢ es un ideal admisible de
kL.
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Para facilitar la demostracién de este resultado, ella se va a dividir en cuatro
partes. En la primera parte se define el carcaj I' 4 a partir del algebra A; en la
segunda parte se concreta el homomorfismo de algebras ¢ : kI'y — A; en la
tercera parte se muestra que ¢ es sobreyectiva; y por ultimo, en la cuarta parte
se prueba que el ker ¢ es un ideal admisible de kL' 4.

1. Carcaj ordinario.

Por ser A baésica, es de la forma A = P, @ --- ® P, con P; 2 P;
para i # j. Ahora consideremos 1 = Z?zl e;, con e; € P; para todo
i = 1,---,n, luego ey, - ,e, un sistema completo de idempotentes
ortogonales primitivos de A, con este orden fijo. Tal sistema existe ya
que A es de dimensién finita sobre k. Definimos el carcaj 'y por n
vértices {e1,- - ,€,} enumerados en correspondencia con {ey, - ,e,}.
El nimero de flechas que comienzan en €; y terminan en €; sera

dimy e; (rad A/rad *A) e;.
Este carcaj I'4 asi definido se denomina carcaj ordinario de A.
Observacion 2.3.

(1) I'4 esta bien definida, es decir, no depende del sistema de idem-
potentes ortogonales primitivos escogidos (a menos de la enumeracién
de los vértices).

(2) T'4 es conexa ya que A es inescindible. (Véase la observaciéon 2.1
(2).

(3) Sea I' un carcaj y A = kI el élgebra de caminos de I'. Entonces
I'y=rT.

2. El homomorfismo ¢ : kI'y — A.

Fijando un sistema completo de idempotentes ortogonales primiti-
vos {e1, - ,e,} de A y usando las notaciones de antes, definiremos
en primer lugar una transformacién lineal ¢ entre los espacios vecto-
riales kI'4 y A. Se denota con [e;,¢€;] el conjunto de las flechas de
€, a ¢, por definicién el nimero de elementos de [e;,¢;] es igual a
dimye; (rad A/rad2A) e;. Considere el conjunto {y, : a € [e;, €]} es-
cogido de tal forma que {yq : @ € [€;, €;]} sea una k—base de

ej (rad A/rad?A) e; .
(Nétese que (T'a); = U

;.;l€i:€;].) Estas bases las escogemos de esta

forma, para cada par de vértices [e;, €] coni=1,--- ,nyj=1,---,ny
finalmente escogemos z,, € ej(rad A)e; C A, tal que T, = Yo para toda
o € (FA)l-

Definimos ahora ¢(¢;) = e;, (o) = zq paraaw € (T'a)1, dp(an -+ 1) =
Ta, ' Ta, y €xtendemos por linealidad a todos los elementos de kI 4.

Para mostrar que ¢ es un homomorfismo de dlgebras basta probar
que ¢(v0) = ¢(v)d(d) para cualesquier dos caminos v y 6 en la base
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usual de kI' 4. Haremos el caso en que I(y) > 1y I(§) > 1, los otros son
similares. Consideremos v = c, - --a1 y § = B -+ P1.
Si s(vy) = e(d) entonces:

Vo=an-a1fme b1y (V) = Ta,  Tay T, T = (7)0(0).
En caso contrario, si s(y) = ¢ # j = e(d) tendremos que v6 = 0y
¢(y6) = 0. Por otro lado ¢(y) = xq, - Tay, CON To, € (rad A)e; y
é(y) =z, - -, con xg,, € ej(radA). Como e;e; = 0 para i # j sigue
que o, g, = 0y por tanto ¢(v)¢p(d) = 0. Con esto ¢ : kI'a — A es
un homomorfismo de dlgebras.

3. ¢ es sobreyectiva.

Sea R = {zo : o € |, ;[€:, €;]} como antes. Por construccién,

{e1,++,enf URCIm¢.

Para mostrar que ¢ es sobreyectiva basta mostrar que cada elemento de
A es un polinomio en los elementos de {e1, - ,e,} U R o equivalente-
mente que cada elemento de rad A es un k—polinomio en los elementos
de R (ya que A = rad A ® @, ke; como espacio vectorial), es decir,
rad A =< R >.

Lema 2.1. Con la notacién anterior, si s > 1, entonces
rad®A =rad A+ < R >° .

Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre s. Conside-
remos la sucesién exacta corta

0 — rad?4 — rad A — rad A/rad 2?4 — 0

Definamos ahora un monomorfismo que se divide g : rad A/rad?4 —
rad A dado por ¢(Ta) = za (recordemos que {Zo : o € |, ;[€i, €5} es
una base de rad A/rad?A). Como espacios vectoriales rad A = rad 2A @
Img C rad?A+ < R >.

Sea ahora s > 1y x € rad®A, x = x1---x5 con x; € rad A. Por
induccién tenemos que para ' = x1---Ts_1 ¥ Ts tenemos que existen
y' €rad®Ay 2 €< R >"1tal que ' = ¢ + 2’ y tambien y, € rad2A
y zs €< R > tal que x5 = ys + 2.

Asi que z = 2’z = y'ys + y'2zs + 2y, + 2'25. Como < R >C rad A,
Yy +y'zs + 2y, €rad Tt Ay 'z, €< R > tenemos que

rad’A=rad*"'+ < R>°. ™

Corolario 2.1. (1)rad A=< R >.
(2) & es sobreyectiva.

Demostracion. (1) Sabemos que < R >C rad A. Por otro lado si
x € rad A, entonces para todo m > 2, z = z,, + y con z,, € rad™A
y y €< R >. Como rad A es nilpotente (por la proposicién 1.1) luego
re< R >.
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(2) Es claro de lo anterior. &

4. ker ¢ es un ideal admisible de kT 4.

Falta mostrar que ker ¢ es un ideal admisible, es decir, debemos mos-
trar que existe un n > 2 tal que J” C ker ¢ C J? donde J es el ideal de
kI 4 generado por todas las flechas de T'4.

(i) ker¢ C J2

Sea x € kI'4. Es claro que un dlgebra de caminos se puede escribir
como espacio vectorial, como la suma directa de los espacios vectoriales
generados por los caminos de longitud cero, longitud uno, longitud dos,

etc., por tanto
r= > Neit+ > daaty,
e; €l a€ely

donde y es combinacién lineal de caminos de longitud mayor que dos, en
particular, y € J2. Si x € ker ¢, necesitamos mostrar que \; = A, = 0.

Tenemos
[Tol
0=¢(@) =Y Nei+ > Aaza+o(y) (1)
i=1 a€el’y
Luego
[Tol
D Xiei =—=(> Aata +6(y)) Erad A
i=1 a€ely
lo que implica que \; = 0 para todo i, ya que rad A es nilpotente.

Tomamos ahora en (I) médulo rad2A, luego 0 = > cp AaTa. Pero
{Ta : a € U; ;lei: €]} es una base de rad A/rad2A. Por tanto A\, = 0
para todo a. Asi z € J2. ™

(ii) ker ¢ contiene alguna potencia de J.

Notemos que ¢(J") C rad"A para todo r > 0. Por tanto J" C
¢~1(rad"A) para cada r. Como rad A es nilpotente se sigue que exis-
te un m tal que rad™A = 0 y por tanto J™ C ¢~ !(0) = ker ¢ como
queriamos. ]

De los items (i) y (ii) anteriores queda demostrada la parte 4.

Con esto se termina la demostracion del teorema 2.1, sélo para simplicar
un poco el lenguaje se reformula como sigue.

Teorema 2.2. Toda dlgebra, inescindible y basica de dimensién finita sobre
un campo algebraicamente cerrado k, es un algebra de caminos dada por un
carcaj con relaciones.
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3. Equivalencia entre representaciones de carcajes y moédulos
sobre algebras de caminos.

En esta seccién se introducen las representaciones de médulos sobre el alge-
bra de caminos de un carcaj con relaciones (T, p), es decir A = kT'/ < p >.
Esto permite obtener una descripcién concreta de los A—mddulos en términos
de espacios vectoriales junto con aplicaciones lineales. Después se muestra la
equivalencia que existe entre las representaciones y los médulos sobre A. Pa-
ra terminar se describen las representaciones de los A—mddulos proyectivos e
inyectivos.

3.1. Representaciones de carcajes. Sea C' un médulo sobre un édlgebra
de caminos kI'. Entonces C = ®jer,€;C es una descomposicién de C en una
suma finita de espacios vectoriales sobre k. Si « es una flecha de i a j, entonces
la multiplicacién a izquierda por a induce una aplicacién lineal de €;C a ¢;C.
Esto nos lleva a la siguiente definicién, la cual nos da una forma concreta de
ver los médulos sobre dlgebras de caminos.

Definicién 3.1. Una representacién (V, f) de un carcaj I sobre un campo
k es un conjunto de espacios vectoriales {V (i)|i € T'g} junto con aplicaciones
k—lineales f, : V(i) — V(j) para cada flecha o : i — j.

La anterior definicién nos permite también usar la notaciéon para una re-
presentacién de un carcaj I', asi (V, f) = ((Vi)iero: (fa)acr,) o simplemente
(V7 f) = (‘/;7](04)'

Se asume que las representaciones son finito dimensionales, es decir, cada
V(i) es de dimensién finita sobre k.

Un morfismo h : (V, f) — (V’, f’) entre dos representaciones de I' sobre k
es una coleccién {h; : V(i) — V(i) }ser, de aplicaciones k—lineales tal que
para cada flecha « : i — j en I el diagrama siguiente conmuta

V(i) —= V()

fal ;
h

V(i) —= V().

RS

Sih:(V,f) — (V,fYyg: (V' f)— (V" f”) son dos morfismos entre
representaciones entonces la composicion se define por la colecciéon de aplica-
ciones g;h; : V(i) — V" (i) para todo i € T.

Asi, se obtiene la categoria de representaciones de I' sobre k, la cual se
denota por Repl'.

Se dice que un objeto (V, f) es un subobjeto de un objeto (V' f’) en
RepT si V(i) C V'(i) para todo i € Tg y fo = filvu) para cada flecha
a : i — j. Para un morfismo h : (V, f) — (V’, f') definimos el kernel, ker h
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como el subobjeto (W, f”) de (V, f) definido por W (i) = kerh; parai € Ty y
[ = falw() para cada flecha o : i — j. Es facil ver que fq(kerh;) C kerh;
para cada flecha « : i — j. Ademas se define la imagen Im h como el subobjeto
(U, g) de (V', f') definido por U (i) = Im h; parai € I'o y go = fi|u(i) para cada
flecha o : i — j. El objeto (V, f) donde V(i) = 0 para todo i € Tgy fo =0
para todo a € I'; es el objeto cero en RepI'. Es facil ver que un morfismo
h:(V,f) — (V', f') es un monomorfismo en RepT siy sélo si kerh = 0y que
h es un epimorfismo si y s6lo si Imh = (V’, f). Asi h es un isomorfismo si sélo
si h; : V(i) — V'(i) es un isomorfismo para todo i € T'.

Una suma de dos objetos (V, f) y (V’, f') en RepT es el objeto (W, g) donde
WE) =V (@)@ V(i) parai €Tg y go = fo ® fL, para todo a € T';. Un objeto
(V, f) se llama inescindible si no es isomorfo a la suma de dos representaciones
diferente de cero. Un objeto (V, f) es simple si no tiene subobjetos propios
diferentes de cero. Es claro que un objeto simple es inescindible.

Para cada vértice i € Ty tenemos un objeto simple (.5;, f) dado por S;(i) = k,
Si(j) =0parai#jy fo =0 paratodo a € I';.

Es fécil probar que RepI es una k—categoria.

Ejemplo 3.1.

1
(a) Sea k un campo y I el carcaj 1=—=%2. Sea V la representacién k——=k
ﬂ a

-1

y W la representacion ka:;k, donde a # 0 € k y las aplicaciones a y a™!
1

1

estan dadas por la multiplicacién a izquierda por a y a™~ " respectivamente. Es

facil ver que el morfismo h: V — W dado por hy = 15 y ho =k a—1> k, es un
isomorfismo.

(b) Sea k un campo y I' el carcaj 1@. Para cada A € k existe una re-
presentacién simple (Sy, f2) dada por Sy(1) = ky f2 : k — k la aplicacién
multiplicacién por A. Se puede ver facilmente que si A # A’ entonces (Sy, f2)
y (Sx, f2') no son isomorfas en RepT.

3.2. Equivalencia entre f.d.(k[') y RepT'. Se muestra que las categorfas
RepT' y f.d.(k") son equivalentes, donde f.d.(kI') denota la categoria de
kI'~mdédulos de dimensién finita sobre k. Se comienza definiendo los fun-
tores F': Repl' — f.d.(kI") y H : f.d.(kI') — RepT.

Para (V, f) en RepT se define F(V, f) = ®;er,V (i) como k—espacio vecto-
rial. Para cada flecha « : ¢ — j tenemos una aplicacién lineal f, : V(i) —
V(j), denotemos por m; : F(V, f) — V(i) la proyeccién y por & : V(i) —
F(V, f) la inclusién, con base en la descomposicién se obtiene la aplicacién in-
ducida por f, definida por f,, = &; fom; : F(V, f) — F(V, f). Para un camino
trivial €; se tiene la aplicacién inducida f. = & fe,m @ F(V,f) — F(V, f)
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donde f., = 1y : V(i) — V(i). Entonces f : kI'y — Endp(F(V, f))
es un morfismo de k—algebras y f : kI'y — Endy(F(V, f)) un morfismo
de kI'g—bimédulos. Se puede ver facilmente (véase [4]) que existe un unico

morfismo ? : kI’ — Endy,(F(V, f)) extendiendo f, asi F(V, f) adopta estruc-
tura de kI'—modulo.

Sea h : (V,f) — (V', f') un morfismo en RepT. Entonces se tiene las
aplicaciones h; : V(i) — V(i) para cada i € I'g y por tanto la aplicacién
inducida de espacios vectoriales h:F (V,f) — F(V', f"). Para cada flecha
a:i —> jen I'y se tiene que hjfy = fih; : V(i) — V(j). Por tanto T
?a = ?(y R y asi R ?U = ?g T para cada o € kT'. Es decir, ﬁ(av) = Uﬁ(v) para
ve F(V,f), asi que T es un kT —homomorfismo. Se define entonces F(h) = R
Es sencillo probar que F : RepT" — f.d.(kT") es un k—funtor.

Se define ahora H : f.d.(kI') — RepT'. Sea C en f.d.(kI'). Como 1 =
€1 + - + €, es una suma de idempotentes ortogonales en kI', se tiene que

C = ®@jer,6C. Para cada o € kI se obtiene la aplicacién f:C — C definida

por f(c) =oc. Si a:i — j es una flecha en I" tenemos a(e;C) = ¢;aC C ¢€,;C,
asi que « induce por restricciéon una aplicacion k—lineal f, : ¢,C — ¢€;C.
Definimos H(C') por la representacién dada por los k—espacios vectoriales ¢;C
para cada i € I'g junto con las aplicaciones f, : ¢,C — €;C para cada flecha
i — .

Si h: B — C es un morfismo en f.d.(kI') se tiene h(¢;B) C €;h(B) C
€;C, asi se tiene por restricciéon una aplicacién k—lineal h; : ¢,B — ¢,C.
Para una flecha « : i — j tenemos ah(b) = h(ab) para b € B, y por tanto
ah;(b) = h;(ab) para b € €;B, esto es, fihi(b) = hjfa(b), definiendo entonces
H(h) = {h;}ier, se obtiene H(h) : H(B) — H(C) en RepT. Es ficil probar
que H : f.d.(kT') — RepT es un k— funtor.

Se puede ahora probar la equivalencia entre f.d.(kI') y RepT.

Teorema 3.1. Sea k un campo y I' un carcaj finito. Entonces los funtores
F:Repl — f.d.(kT') y H : f.d.(kT') — RepT son equivalencias inversas de
k—categorias.

Demostracion. Sea (V, f) en RepT. Entonces

F(V,f) = ®ier, V(i) v &F(V,f) =T (F(V, ) = &(V(0)).

Si o : 4 —> j es una flecha en I, la aplicacién k—lineal f, : V(i) — V(j)
induce una aplicacién k—lineal f, : F(V, f) — F(V, f). La restriccién de f,
a &(V (7)) da una aplicacién k—lineal f/, : &(V (7)) — &;(V(j)). Para cada
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flecha « : i — j tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Usando que HF(V, f) es la representacién dada por la coleccién &;(V (4)), te-
nemos que & = {§;} es un isomorfismo £ : (V, f) — HF(V, f). Es facil probar
que es un isomorfismo funtorial de 1z, a HF'.

Sean ahora By C'en f.d.(kI") y f : B — C un kI'—homomorfismo. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

B c

l [1@-Dfn l

EBiEF0€iB —— @iel—‘oe’ic-

Donde f; : ¢,B — ¢;C son la aplicaciones restriccién. Por tanto tenemos un
isomorfismo funtorial de 15 4 (xry a F'H. ]

Para un carcaj con relaciones (T, p) sobre un campo k definimos la cate-
gorfa Rep (T, p) de representaciones como la subcategoria plena de RepT' cuyos
objetos son de la forma (V, f) donde f, = 0 para cada relacién o en p. Asi ob-
tenemos la siguiente versién del teorema anterior.

Proposicién 3.1. Sean k un campo y (T, p) un carcaj con relaciones sobre
k. Entonces el funtor F : Repl' — f.d.(kT") induce una equivalencia de
k—categorias entre Rep (I', p) y f.d.(k(T, p)).

Demostracion. Si (V, f) esta en Rep (T, p), por definicién la aplicacién f,
es cero para todo o en p. Por tanto oF(V,f) = 0 asi que F(V, f) es un
k(T, p)—mdbdulo. Reciprocamente, si F'(V, f) es un k(T', p)—mddulo, entonces
oF(V, f) = 0 para todo o en p, asi que f, es cero para todo o en p. Por tanto
(V, f) esta en Rep (T, p). Y por el teorema 3.1 finalizamos la prueba. &

Ejemplo 3.2. (a) Sea I 1—>=2. Vamos a describir todas las representa-

ciones inescindibles de I'. Sea k™ —— k™ una representacién y consideremos

V1, , Uy una base de k™ donde ker f =< vg = 0,v1,---,v; >, j > 0. Note
que {f(vj41), -+, f(vm)} es linealmente independiente en k™. Si n = m enton-
ces ademads es una base, en caso contrario puede ser completada una base de
k™
{f(Wj+1), -, f(om),u1, -+ ,Un—m+j}. Asi podemos escribir en relacién a
estas bases:
Lk = (k-5 0) @ (k5 k)T @ (0 -2 k)n—mtd
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Por tanto toda representacién se puede escribir como una suma de copias
(k N 0), (k BRI k)y (0 N k), que son inescindibles, a menos de isomorfismo.

Nétese por ejemplo que Vi = (k BRI k) es isomorfo a Vo = (k N k) con f
una aplicaciéon k—lineal no nula. De hecho, si f : kK — k es no nula entonces
f(z) = xf(1) = A, 0 # X € k y por tanto las representaciones Vi y Va son
isomorfas via el isomorfismo h = (hy, h2), h1 : k — k dado por hy(z) = A"z
y hay = Id.

(b) Sea (T, p) dada por 1 a con a? = 0. Dar una representacién V =
(V, f) de (T, p) es dar un espacio vectorial V' y un operador lineal f:V — V
nilpotente de indice 2. Si V' 2 k entonces f = 0 y por tanto (k,0) es la tinica
representacién con dimyV = 1. Si f es un operador sobre k? sabemos que f es
0 0
10
nilpotente y por tanto no puede ser diagonalizable. En otras palabras, cualquier
representacién V. = (k2,f), con f : k2 — k% un operador nilpotente, es

diagonalizable o f tiene forma de Jordan ( . En nuestro ejemplo f es

10
k2. Dejamos al lector la verificacién de esto dltimo, ademds de verificar que si

dimV > 3 entonces la representacién (V, f) es suma directa de copias de (k,0)

y (K2, ( ? 8 )) Luego (k,0) y (k2, ( (1) 8 )) son las clases de isomorfismos

de las representaciones inescindibles.

isomorfa a la representacién dada por W = (k?, h) con h = ( 00 ) (k2 —

(c) Sea I' el carcaj 1—a>2—6>3. Dejamos al lector verificar que Vi =
k—50-20),Vh=0-5k-0,V%=(0-0-"k,V =
k5 k-250),V=0-Skk-"kyV=(k— k—> k) forman una
lista completa de representaciones inescindibles sobre I'. Si colocamos Sa = 0
entonces Vi, ..., V5 serian todas las representaciones inescindibles de (T, {Ba}).

3.3. Representaciones de médulos proyectivos e inyectivos. Sea A =
kT'/ < p > el élgebra de caminos del carcaj con relaciones (T, p).

Médulos proyectivos.

Sabemos que en la descomposiciéon de A como A—moddulos inescindibles
A= Ae & - A€, los médulos A€; son los médulos proyectivos inescindibles.
Ademés como A es béasica (por la observacién 2.1(5)), A€; 2 A€; si i # j.
Veamos como es la representacién de Ag; = P; = ((P;);, fa). Por la descripcién
dada por el funtor H,

e;jkle; e kle;
€;<p>e€; €s<p>€;

€;<p>e€;

(Py); = €A = cikle y sia:j — s entonces f, :
donde f,(¥) = @7 cuando 7 es un camino de i a j.
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Observacién 3.1. (a) Si < p >= 0 tendremos que (P;); es un k—espacio
vectorial con base formada por todos los caminos de i a j. Ademads, f, es
inyectiva para todo a.

(b) Si < p ># 0y existe una relacién de i a j entonces dim(P;); es menor
que el nimero de caminos de i a j.

Ejemplo 3.3. (a) Sea (T, p) dada por

con 6y = 0. Utilizando las relaciones no es dificil ver que los proyectivos

inescindibles son:
: k k
k—tsk 0 k, 0—2sk 0 k,
k

: k2 :
(O,V \ / \(Ll)t
00 g WO o 00k O g2

(b) Sea (T )

Pl PQZ

P3 P4

SN
A

con fa = dv y np = 0. Los proyectivos inescindibles son:

)
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Radicales de proyectivos.

Sea P; el proyectivo inescindible asociado al vértice i. Queremos describir
una representacién rad (P;) = ((rad P;);, ga). Nétese que rad (A€;) = (rad A)g;
y como < p > es adimisible entonces rad A = J, donde J es el ideal generado
por las flechas. Se tiene que:

— €jJe;

dP); =¢.(rad A)é;, = €. Je; = — 2=+
(rad P;); = €(rad A)E; =€, J¢; G<p>e
Sii # j entonces €;J¢; = ¢;kIe; y por tanto (rad P;); = (P;);. En el caso i = j
entonces

e;kl'e; €;J€;
(Pi)i iR — ke @ e
€ < p>€ € < p>€
Luego, dimy(rad P;); = dimg (P;); — 1. Es decir, para calcular la representacién
de rad P; basta con la representaciéon de P; sin tener en cuenta el camino trivial

€;-

Ejemplo 3.4. Se considera el carcaj del ejemplo 3.3 (a). Tenemos:
rad P; : k rad P : k
0—2sk 0 k, 0—2-0 0 k,
k y rad Py : k
/ \0,1) / X
WO e 02wk 0 k.

A continuacién se describen las representaciones de los médulos inyectivos.
Para esto, primero utilizaremos el dlgebra opuesta A° del dlgebra A y mostra-
remos que los inyectivos de A son los proyectivos de A°?. Como consecuencia
de esto tendremos una descripcién de los A—mddulos inyectivos.

rad P3 :

0—2-k
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Algebras Opuestas.

Definicion 3.2. El dlgebra opuesta de A, que se denota por A°P, se define de
la siguiente manera: (1) como espacio vectorial A = A°P y (2) la multiplicacién
en A°P es dada por a * b := ba.

Para A = kI'/ < p > el dlgebra opuesta de A serd A%? = kI'*/ < p* >,
donde I'* es el carcaj opuesto de I', es decir, el carcaj con el mismo conjunto
de vértices pero invirtiendo los sentidos de las flechas. M&s formalmente, I'* =
(T%,T7) es tal que T = Ty y existe una biyeccién ¢ : Ty — I'y tal que
s*(p(a)) = e(a) y e*(¢p(a)) = s(a). Ademas de esto, o = >, \javg - - vy, €s
una relacién en p siy sélo si ¢p(0) = >, Aid(aq) -~ ¢(ap,) es una relacién en

*

p*.
Ejemplo 3.5. El carcaj opuesto del ejemplo 3.3 (a) es

3
)

4N
1<2 9 0 4,

Observacién 3.2. (1) A es inescindible (bdsica) si y s6lo si A°P es inescindible
(bésica).

(2) Sea D : A—mod — A°? —mod el funtor dado por D(X) := Homy (X, k).
El funtor D es una dualidad y escribimos D? 2 1 por abuso de lenguaje. Un
A—médulo a izquierda M puede ser visto como un A°?—mddulo a derecha por
medio de D. Tenemos que D lleva epimorfismos en monomorfismos y viceversa.

(3)SiA=Pi®---®P, con P, 2 P; cuando i # j entonces D(P),--- ,D(P,)
es una lista completa y sin repeticiones de los inyectivos inescindibles de A°P —
mod (véase [15]).

con Bvyé = 0.

Vamos ahora a ver cémo podemos relacionar las representaciones de un car-
caj con relaciones (I, p) con las representaciones de su carcaj opuesto (I'*, p*).
Basta analizar la compuesta de los funtores

(T, p) — mod Fo A~ mod 25 AP — mod (T*, p*) — mod,
donde D es la dualidad Homy(—, k) y F, H son los funtores descritos en 3.1.

Sea V = ((Vi)iery, (fa)acr, ) una representacién. Calculamos HDF en V' y
tendremos HDF(V) = (V;*, g%) donde V* = Homy(V;, k) y g5 = fL. Al lector
interesado en ver tal construcciéon con maés detalles, sugerimos la lectura de
[10].

Médulos Inyectivos.

Sean (I', p) un carcaj con relacionesy A = kI'/ < p >. Queremos describir las
representaciones correspondientes a los inyectivos inescindibles. Sea Py, - - -, PX
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los proyectivos indescompnibles de A°? —mod. Entonces los inyectivos inescindi-
bles de A serdn D(FPy),--- , D(P}). Vamos a aplicar D a las representaciones de
los proyectivos P;. Consideremos I; = ((Ij)iery; (fa)aer,) := D(P}), entonces

(1) = D(P}) = D( ek e, ) o, D< €;kTe; > o~ < €;kTe; >

€ < p*>¢€; €< p>¢€ €< p>¢€
’ . R . Ejkre,‘, Ejkl"es
Ademas, si « : i — s entonces f, : (—Ej<p>61‘,> — (Ej<p>es se da por

fa(P) = p' en el caso de que exista un camino p’ de s a j tal que p = p'a y es
igual a cero en caso contrario.

Ejemplo 3.6. Sea (I, p) el carcaj del ejemplo 3.3 (a). Los inyectivos inescin-

dibles seran
Ili 0 k
VN N\
E—250 0 0, k——k ! k,
: k2 y : k2
(1V wj)t (OV \
Bk ! k PR SRS SR CL R

4. Swucesiones de Auslander—Reiten.

IQZ

I3 Iy

La teoria de representaciones de dlgebras también envuelve la descripcién de
los morfismos entre los médulos. Las principales herramientas para este estudio
son las nociones de morfismos irreducibles y sucesiones que casi se dividen (o
sucesiones de Auslander-Reiten), que fueron introducidas a mediados de la
década de los setenta por M. AUSLANDER y I. REITEN.

Posteriormente los morfismos que componen las sucesiones de Auslander—
Reiten fueron utilizados para la definicién de un carcaj, actualmente llamado
Carcaj de Auslander—Reiten del dlgebra A. Formalizados por C. M. RINGEL
(véase [23]) tales carcajes pueden ser consideradas como una aproximacién a
la categoria de los médulos inescindibles sobre A, actualmente tales carcajes
son objeto de mucho estudio. En esta 1ltima seccién se definen conceptos tales
como sucesién que casi se divide o sucesién de Auslander—Reiten y los morfis-
mos fuente, sumidero e irreducible. Se enuncia el teorema de existencia de las
sucesiones que casi se dividen y se finaliza con la construccién de carcajes de
Auslander—Reiten para un élgebra A.

Los resultados de esta seccion son mas generales que para la situacién de
k—algebras. Por esto se asume en esta seccién que A es un algebra de Artin,
es decir, A es un algebra sobre un anillo artiniano conmutativo R, donde A es
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finitamente generada como R—mddulo. En particular una k—&algebra de dimen-
sién finita es un algebra de Artin. Recordemos que todos nuestros A—mddulo
son izquierdos, pero hablamos de A—mddulos por simplicidad.

4.1. Sucesiones de Auslander—Reiten.

Definicién 4.1. Una sucesién exacta corta que no se divide (véase la propo-
sicién 1.3) entre A—médulos

0—N-LESM—0

es una sucesion que casi se divide o sucesion de Auslander—Reiten
(S.A.R.) si:

(i) Los A—mdédulos N y M de sus extremos son inescindibles;

(ii) Para todo morfismo h : X — M, X € A—mod, que no sea un
epimorfismo que se divide, existe h : X — F tal que gh = h;

(ii’) Para todo morfismo h : N — X, X € A — mod, que no sea un
monomorfismo que se divide, existe h: E — X tal que hf = h.

En realidad las condiciones (ii) y (ii’) son equivalentes (ver [3]). Se supone
aqui, que (ii) y (ii’) hacen parte de la definicién.

El préoximo resultado, el més importante de la seccién, dice en qué circuns-
tancias existen S.A.R y se asegura su unicidad.
Teorema 4.1. (Existencia y unicidad) Sea A un dlgebra de Artin y M un
A—médulo inescindible.

(1) Si M no es proyectivo entonces existe una tnica S.A.R. terminando en
M, asi0 — N LB 25 M —o0.

(2) Si M no es inyectivo entonces existe una tnica S.A.R. comenzando en

M, asi0 — M 25 B2 N —0.

La demostraciéon de la existencia de las S.A.R. escapa del objetivo de estas
notas y por tanto se omite. Tal demostracién puede ser encontrada en [3] o
en [7]. Pero para ilustrar las técnicas utilizadas se hace la demostracién de la
unicidad de las S.A.R terminando en un mdédulo inescindible.

Primero el siguiente lema.

Lema 4.1. Considere el siguiente diagrama conmutativo con los A-mdédulos
M y N inescindibles,
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donde se tienen ambas sucesiones exactas cortas que no se dividen. Entonces o
y B son isomorfismos.

Demostracion. Basta probar que « no es nilpotente. Si o™ = 0 para algtin
n > (0 entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 Nl p_ 9oy 0
lO lﬂ" llM
0 N—lsp_ 9oy 0

Como B"f = 0 sigue que existe g : M — FE tal que gg = ", y de esto,
junto con la conmutatividad del diagrama anterior tenemos que gg = gB8"g =
9999 = (99)* y continuando por induccién tendremos que (gg)* = ¢gg para todo
s > 0. Como consecuencia de que la segunda fila del diagrama anterior es una
sucesion exacta corta que no se divide, gg no es isomorfismo. Por el lema de
Harada—Sai (ver [4] VI.1.3) sigue que gg = 0 y por tanto 0 = ggg = gf" = ¢
lo cual es una contadiccion. Asi « es un isomorfismo y por tanto S también lo

€s. |Z’/

Proposiciéon 4.1. Unicidad de S.A.R. terminando en un A—mddulo inescin-
dible M.

Demostracion. Sean
0—-NLE LM —0 1)y 0o=NTEB S o0 @

dos S.A.R. terminando en M € A—ind. Necesitamos probar que existen iso-
morfismos a: N — Ny §: E — F'.

Como (2) es S.A.R. entonces existe §: E — E’ tal que ¢’ = g. Como (1)
es una sucesién exacta corta sigue que ¢’'8f = gf = 0 y por tanto tendremos
que Im (Bf) C ker g’ = Im f’. Luego para todo o’ € Im (8f), existe y’ € N’ tal
que f'(y') = 2’ y como f’ es un monomorfismo, tal 3’ es tnico. Para y € N
defino a(y) = (f)~1(Bf(y)). Es facil ver que o y 3 son tales que el siguiente
diagrama conmuta
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De forma andloga conseguimos o : N’ — N y ' : B/ — E tales que el
siguiente diagrama conmute

0 A Ry V) 0
Tk

0 N m 0
S

0 Nl oEp N 0

Por el lema anterior ac/, 33’, &’a y 3’3 son isomorfismos y por tanto o y 3
son isomorfismos.

Observacién 4.1. Es posible probar la unicidad de S.A.R. comenzando con un
A—moédulo inescindible N de manera andloga. Basta dualizar los argumentos.

Sea 0 — N i> E -2+ M —5 0 una S.A.R. El hecho importante detrés
de esta nocion es la posibilidad de poder “levantar” morfismos a M a través de
g y también morfismos que salen de N a través de f. Tales morfismos f y g
cumpliran un papel muy importante en la teoria. En las préximas dos secciones
se trata sobre ellos.

4.2. Morfismos fuente y sumidero. Se comienza el estudio de los morfis-
mos que componen las S.A.R. a partir de su propiedad de levantamiento.
Definicién 4.2. Sea M un A—mddulo inescindible.
(1) Un morfismo g : E — M es un sumidero en M si:
(i) g no es epimorfismo que se divide.
(ii) para todo h : E — E tal que gh = g, se tiene que h es automorfismo.
(iii) para todo h : X — M que no sea epimorfismo que se divide, existe
h': X — FE tal que gh' = h.
(2) Un morfismo f: M — FE es una fuente en M si:
(i) f no es monomorfismo que se divide.
(ii) para todo h: E — E tal que hf = f, se tiene que h es automorfismo.
(iii) para todo h : M — X que no sea monomorfismos que se divide, existe
h:E — X tal que h'f = h.

Observacién 4.2. (1) Originalmente los morfismos fuente (resp., sumide-
ro) fueron llamados de “minimal left (resp., right) almost split map” por
AUSLANDER y REITEN. Posteriormente simplificados por “source map”
y (resp., “sink map”).

(2) La condicién (ii) (tanto en (1) como en (2)) garantiza la minimalidad de
tales morfismos. Note que si g : E — M es un sumidero entonces (g, 0) :
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E® M — M también cumple las condiciones (i) y (iii) de la definicién

(1) 8):E@M—>E@M

es tal que (g,0)h = (g,0) y este no es un automorfismo.

pero no la condicién (ii), por ejemplo, h = <

Proposicion 4.2. Sea 0 — N L E % M — 0 una S.A.R. Entonces
(a) g es sumidero y cualquier otro sumidero en M es isomorfo a g.

(b) f es fuente y cualquier otra fuente en N es isomorfa a f.

Demostracion. (a) De la definicién de S.A.R. (Definicién 4.1) se tiene que g
satisface (1) y (iii). Sea h : B — FE tal que gh = g. Note que existe « : N — N
tal que el siguiente diagrama conmuta

f g

0 N E M 0
S
0 N—lop_ 9 0.

Por el lema 4.1, h es un isomorfismo y por tanto g es un sumidero.

Sea ahora h : X — M un sumidero en M. Entonces existe o : E — X tal
que ha = g. Completando tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 N— N 0
N
0 kerh > X — "o M 0.

Nuevamente por el lema 4.1, a es isomorfismo y por tanto & es isomorfo a g.
(b) Se prueba por dualidad. ¥

Corolario 4.1. Sea M un A—mddulo inescindible.

(1) Si M no es proyectivo y si g : E — M es un sumidero entonces g es un
epimorfismo y 0 — ker g <i> E -2 M — 0 es una S.A.R.

(2) Si M no es inyectivo y si f : M — E es una fuente entonces f es un

monomorfismo y 0 — M RN 5N coker f — 0 es una S.A.R. ™

Con esto se relacionan los morfismos sumidero y fuente con las sucesiones
de Auslander-Reiten. Se sabe que dado un proyectivo inescindible P (resp.,
un inyectivo inescindible I). Se podria preguntar si existen morfismos sumi-
dero llegando a un proyectivo o morfismos fuente saliendo de un inyectivo. El
proximo resultado responde a estas preguntas. Con esto la propiedad principal
de levantamiento de morfismos de alguna forma se generaliza a casi todos los
modulos.
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Proposicién 4.3. (1) Si P es un proyectivo inescindible no simple entonces la
inclusién i : rad P < P es un sumidero y todo otro sumidero en P es isomorfo
ai.

(2) Si I es un inyectivo inescindible no simple entonces la proyeccién natural
¢ : I — I/socl es una fuente y cualquier otra fuente en I es isomorfa a ¢.

Demostracion (1) Se prueba primero que ¢ : rad P — P es un sumidero.
Note que 7 no es epimorfismo que se divide. Si A : X —> P no es un epimorfismo
que se divide entonces tenemos Im h C rad P pues P es proyectivo inescindible.
Por tanto basta definir h : X — rad P por h(x) = h(z) y tendremos ih = h.
Sea ahora h € FEnd(rad P) tal que ih = 4. De esta relacién sigue que h es
un monomorfismo y por tanto un isomorfismo pues I(rad P) < co. Con esto
mostramos que ¢ : rad P — P es un sumidero en P.

Sea g : X — P un sumidero en P. Entoces existiran h : rad P — X
tal que gh =iy b/ : X — rad P tal que ¢/ = g. Por tanto tendremos que
ghh'/ = g y ih’h = i. Pero como ¢ y ¢ son sumideros sigue que hh' y h’'h son
isomorfismos y por tanto también lo serdn h y h'.

(2) Se prueba de forma similar. ¥

Corolario 4.2. (1) Para cada A—mddulo inescindible C, existe un tnico
morfismo sumidero f: B — C.

(2) Para cada A—mddulo inescindible C', existe un tinico morfismo fuente
f:C— E.

4.3. Morfismos Irreducibles. Se van a estudiar un poco mas los morfis-
mos que componen las sucesiones de Auslander—Reiten. Dado por ejemplo un
morfismo sumidero (g1, ,gn) : ®71 F; — M se estd interesado en estudiar
las propiedades de los morfismos g;. Se va a mostrar que tales morfismos poseen
ciertas propiedades de irreducibilidad.

Definicion 4.3. Un morfismo f : X — Y es llamado irreducible si f no
es epimorfismo ni monomorfismo que se divide y para una descomposicién de
f = gh se tiene que g es un epimorfismos que se divide é h es un monomorfismo
que se divide.

Se puede probar facilmente que, si f : X — Y es un morfismo irreducible,
entonces f es epimorfismo o monomorfismo.

Se relacionan a continuacién los morfismos irreducibles con morfismos fuente
y sumidero.
Proposicién 4.4. Sea M un A—mddulo inescindible.

(a) Un morfismo h : M — X es irreducible si y sélo si existe h' : M — X'
tal que (h,h')t : M — X @ X' es una fuente en M.

(b) Un morfismo h : X — M es irreducible si y sélo si existe h' : X' — M
tal que (h,h') : X ® X' — M es un sumidero en M.



Lecturas Matematicas, vol. 36 (1) (2015), pags. 33-67 61

Demostraccion. Solo se prueba (a) ya que (b) sigue por dualidad.

(a) Sea h : M — X irreducible y consideremos una fuente f : M — FE
(existe por el corolario 4.2). Como h no es monomorfismo que se divide entonces
existe h: E — X tal que hf = h. Como f no es monomorfismo que se divide
sigue que h es epimorfismo que se divide y por tanto existen X'y h' : M — X’
tales que X @ X' 2 Ey (h,h/)* : M — X & X’ es una fuente.

Sea (h,h')t : M — X @ X’ una fuente en M. Queremos probar que h es
irreducible. Supongamos que h se descompone como h = fg donde f : Y —
Xyg: M — Y y supongamos que g no es monomorfismo que se divide.
Como (h,h')" es fuente existe (k,u) : X & X’ — Y tal que (k,u)(h,h')t = g.
Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M
(h,h")* (o) (h,h")*
XX Yo X’ XopX'
k wu f 0
0 1x/ 0 1x

Ik

0 1x/
luego fk es isomorfismo y por tanto f es epimorfismo que se divide como se
queria.

De nuevo como (h, h')? es fuente tenemos que ( ) es isomorfismo,

Corolario 4.3. Morfismos fuentes y sumideros son irreducibles.

Se podria preguntar si todo morfismo en A—mod puede ser colocado en ter-
minos de morfismos irreducibles, por ejemplo, como una suma de compuestas
de irreducibles. Esto no es verdad en general. Para un niimero grandes de alge-
bras, van a existir morfismos que no son sumas de compuestas de irreducibles.
Se muestra que, para algebras de tipo finito esto ocurre. La demostracién se
basa en el lema de Harada—Sai (véase [4] VI.1.3).

Proposicién 4.5. Sean A un dlgebra de tipo finito y X,Y A—mddulos ines-
cindibles. Entonces todo morfismo no isomorfismo y no nulo en Hom(X,Y)
es una suma de compuestas de irreducibles entre moédulos inescindibles.

Demostracion. Suponga que exista 0 # f € Homa(X,Y), que no sea
isomorfismo. Luego Y no es simple proyectivo. Por el oorolario 4.2 existe
g : E — Y un sumidero en Y. Por tanto existe h : X — FE tal que gh = f.
Note que g es irreducible. Para las componentes de h que no son irreducibles
ni isomorfismos podemos repetir el proceso. Como el dlgebra es de tipo finito
este proceso para por el lema de Harada-Sai. M
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4.4. Carcajes de Auslander—Reiten. Se va a asociar a un édlgebra dada
A un carcaj 'y donde los vértices y las flechas representaran respectivamente
los A—mdédulos inescindibles y los morfismos irreducibles entre ellos. Tal carcaj
T' 4 se llama carcaj de Auslander—Reiten de A y fue formalizada por C. M.
RINGEL (véase [23]). Se hacen primero los siguientes comentarios.

1. Trasladado de Auslander—Reiten.

Sea M un A—médulo inescindible. En el caso de M no ser proyectivo se sabe
que existe una S.A.R. terminando en M:

0—N-E2L M —o.

Recuerde que el A—médulo IV es inescindible. Se denota tal NV por 7M. Debido
a la unicidad de la S.A.R., 7M es tnico a menos de isomorfismo. El médulo
7M se denomina trasladado de Auslander—Reiten de M.

Por otro lado, si M no es inyectivo entonces existe una tnica S.A.R. comen-

zando en M: 0 — M Top SN 0y N es un A—mddulo inescindible

que se denota por 7~ M y este tinico médulo se llama trasladado inverso de
Auslander—Reiten de M.

Observacién 4.3. (1) Por conveniencia se escribe 7P = 0 para un mdédulo
proyectivo P y 7~ I = 0 para un médulo inyectivo I.

(2) Noétese que si M es un A—mdédulo inescindible no proyectivo entonces
T (M) = M.

2. Carcaj de Auslander—Reiten.

Definicion 4.4. Sea A un algebra. El carcaj de Auslander—Reiten de A
es un carcaj I'4 definida como sigue:

(1) Los vértices estdn en correspondencia bitnivoca con las clases de iso-
morfismos de los A—mddulos inescindibles, es decir, para cada inescindible M
asociamos un vértice [M] y los vértices [M] y [M'] son los mismos si y sélo si
M= M.

(2) Sean M y M’ A—médulos inescindibles no isomorfos. Existe una flecha
[M] — [M’] siy s6lo si existe un morfismo irreducible de M a M’.

Observacién 4.4. (1) El carcaj I'y no tiene lazos ni flechas multiples. Un
lazo es una flecha que tiene inicio y final en el mismo vértice.

(2) T4 es localmente finita, es decir para cada vértice [M] de T4, existe sélo
un ndmero finito de flechas llegando y saliendo de [M].

(3) Dado un A—mdédulo inescindible M no proyectivo entonces el nimero de
flechas que salen de [TM] es igual al nimero de flechas que llegan a [M].
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(4) Si M es un proyectivo simple (resp., inyectivo simple), entonces no existen
morfismos irreducibles no nulos llegando a M (resp., saliendo de M), y por
tanto no existen flechas en I'4 llegando a [M] (resp., saliendo de [M]).

Proposicién 4.6. Si A es un dlgebra inescindible de tipo finito, entonces T 4
es conexo.

Demostracion. Por la proposicién 4.5 todo morfismo no nulo y no isomorfis-
mo es una suma de compuestas de irreducibles. En particular, si Homa(X,Y) #
0y X 2 Y, entonces existe una cadena de irreducibles de X a Y. Por otro
lado sabemos que dado cualquier médulo M existe un proyectivo P tal que
Hom (P, M) # 0. Por tanto tenemos que para todo médulo inescindible M
existe una cadena de irreducibles de un proyectivo a M. Basta mostrar que
todos los proyectivos estan en la misma componente conexa de I' 4. Pero es-
to es debido a que el carcaj ordinario de A es conexo pues A es inescindible
(observacién 2.1 (2)). ™

En los siguientes ejemplos colocaremos las representaciones de los médulos
para el carcaj y hablaremos de ellos indistintamente como los médulos sobre
el algebra de caminos, esto simplemente por el hecho de que las respectivas
categorias son equivalentes (véase el teorema 3.1 y la proposicién 3.1).

Ejemplo 4.1. (1) Sea I" el carcaj 1—>=2. Sabemos que (k N 0), (k 5 k)

y (0 N k) son todos los kI'—mddulos inescindibles (véase el ejemplo 3.2
(a)). Por la observacién 4.4 item (4), no existen morfismos no nulos llegando al

kT’ —mddulo (0 N k). Por otro lado, note que rad (k EEIN k)= (0 N k). Por

tanto (0 N k) — (k BRI k) es un morfismo fuente en (0 N k). Del corolario
4.1 sigue entonces que

0— (0 -5 k) < (k — k) —> coker (i) — 0,

es una S.A.R. Es claro que coker (i) = (k N 0). En esta S.A.R. aparecen todos
los kI"—mddulos inescindibles. Afirmammos que T'yr/, el carcaj de Auslander—
Reiten de kI, est4 dado por

[0 N k] — [k SN k] — [k N 0], o simplemente por ® — e — e.

En realidad, necesitamos ver que no existen otras flechas en el carcaj anterior.
Ya vimos que no existen flechas llegando en [0 UN k] y de forma andloga
se muestra que no existen flechas saliendo de [k SUN 0] ya que es inyectivo
simple (véase la observacion 4.4 item (4)). Por otro lado note que Homyr (0 SN

k,k SN 0), Homgr(k BN k,0 SN k) y Homyr(k SN 0,k BN k) son iguales a
cero y por tanto no pueden existir otras flechas ademas de las indicadas.

(2) Sea (T, p) dada por 122" .3 com Ba = 0.
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Dejamos al lector verificar que

011

001/ \010 100
N

110
es el carcaj de Auslander-Reiten de kI'/ < p >, donde 011, 001, 010, 100 y
110 denotan respectivamente las representaciones dadas por [0 LI LN K],
0-50-%%,0-5k-%50,k-20-50y[k-k-0.

Se termina este trabajo enunciando de manera informal el teorema de cla-
sificacién de las dlgebras hereditarias de P. GABRIEL. La demostracién y su
formalizacion se escapan de los objetivos de estas notas, pero todos los detalles
al respecto pueden ser encontrados en [16], [17], [2], [8] ¥ [11].

Un 4lgebra A, se dice hereditaria izquierda (resp., hereditaria derecha)
si todos sus ideales izquierdos (resp., ideales derechos) son proyectivos. Diremos
simplemente que A es algebra hereditaria, para referirnos a A como &algebra
hereditraia izquierda. Es bien conocido que en un algebra hereditaria A, todo
A—submoédulo de un proyectivo es también proyectivo.

Del teorema de Gabriel 2.1 se tiene que dada un algebra A inescindible, bési-
ca, hereditaria y de dimension finita sobre un campo algebraicamente cerrado
k, entonces A = kI' 4 como dlgebras, donde su carcaj ordinario I'4 es aciclico.
El reciproco también es cierto, es decir, si tomamos un carcaj I' finito, conexo
y aciclicio entonces el algebra A = kI es hereditraia y I'y = I'. Los prueba de
lo anterior pueder ser encontrada en [2] (Capitulo VII, teorema 1.7).

Teorema 4.2. Sean A un algebra inescindible, basica, hereditaria y de dimen-

sion finita sobre un campo algebraicamente cerrado k, I' 4 su carcaj ordinario

(A= kT4), T4 el carcaj subyacente de I' 4 y n el niimero de vértices. Entonces

valen las sigulentes afirmaciones.

(1) A es de tipo finito si y sélo si el carcaj subyacente T 4 es uno de los siguien-
tes diagramas de Dynkin.

A,: e

. . . e (n>1).
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]E@Z L]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]E72 °
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Es : °
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

(2) A es de tipo manso si y sélo si el carcaj subyacente T4 es uno de los siguientes
diagramas de Dynkin extendidos o euclidianos.

h /.\ -

D, : >o ° ° o<> 4).
Es .

E72 °
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Es °

(3) A es de tipo salvaje si y sélo si el carcaj subyacente I' 4 no es niguno de los

diagramas de los items (1) y (2).
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