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RESUMEN. Se presentardn versiones de teoremas de cubrimiento de Vi-
tali y Besicovitch y se mostrara cémo pueden ser utilizados para obtener
continuidad de promedios maximales y diferenciacién de integrales.
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1. Introduccién

El objetivo de este articulo expositorio es presentar algunos teoremas de cu-
brimiento en el espacio euclideano que nos sean ttiles para estudiar propiedades
de diferenciabilidad de funciones. De manera particular, nos interesa extender
un resultado clasico del calculo en una variable, a saber, el primer teorema fun-
damental del cdlculo que afirma que la integral indefinida de Riemann de una
funcién continua f en un intervalo [a, b] es diferenciable en [a, ] y su derivada
en un punto es el valor de f en dicho punto. La prueba de este resultado es
en realidad muy sencilla, sin embargo, si relajamos la hipdtesis de continui-
dad de f por integrabilidad en el sentido de Lebesgue podemos aun demostrar
diferenciabilidad de la integral indefinida pero ahora para casi todo punto de
[a,b], es decir, en todo [a, b] excepto por un subconjunto de medida cero. Este
resultado, conocido como teorema de diferenciacion de Lebesgue puede ser de-
mostrado con la ayuda de un teorema de cubrimiento conocido como teorema
de Vitali, del cual hablaremos extensamente méas adelante. En vez de trabajar
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en el espacio euclideano unidimensional, nos moveremos en R” ya que dicho
resultado de LEBESGUE sigue siendo valido en este contexto.

En términos muy generales, la funcién de los teoremas de cubrimiento al
abordar estos problemas de diferenciabilidad, es lograr “cubrir” o “casi cu-
brir” un conjunto relativamente arbitrario del espacio euclideano por familias
a lo sumo numerables de cubos o de bolas, o incluso, conjuntos mas generales.
Estas familias pueden ser ajenas por parejas, o bien, pueden presentar otra
restriccién que guarda cierta relaciéon con el problema que se desea resolver.
Como veremos, el andlisis de dichas propiedades de diferenciacion de integrales
podra realizarse de manera més efectiva a través del estudio de cierto tipo de
funciones maximales, concretamente, a través del andlisis de propiedades de
continuidad del operador que estas funciones maximales inducen.

Presentaremos dos versiones del teorema de cubrimiento de Vitali que utili-
zaremos para demostrar algunas propiedades de diferenciabilidad de funciones.
También abordaremos el teorema de cubrimiento de Besicovitch que empleare-
mos para demostrar algunas propiedades de continuidad de una generalizacion
del llamado operador maximal de Hardy-Littlewood. Finalmente, concluiremos
examinando un operador maximal “rectangular” que rompe con los esquemas
clasicos del caso radial que se habia venido estudiando previamente.

Aunque existen contextos mas generales para los teoremas de cubrimien-
to que aqui presentamos (ver, por ejemplo, la excelente monografia [9]), nos
restringimos a los casos méds sencillos con el objeto de hacer fluida la lectura
de este articulo. También es pertinente agregar que existen otros enfoques que
pueden utilizarse para abordar los problemas de diferenciaciéon que aqui pre-
sentamos. Tal es el caso de la llamada descomposicion de Calderon-Zygmund,
desarrollada por ambos autores en los afios 50 del siglo pasado ([3]) y que es
una de las herramientas méas poderosas en el estudio de funciones maximales
e integrales singulares. Para mayor informacion sobre esta descomposicion y
aplicaciones pueden consultarse los libros [17] y [7].

La notacién que utilizaremos en este articulo es estandar, sin embargo, cuan-
do sea estrictamente necesario y a riesgo de ser redundante la referiremos con
toda claridad. Serd también comun denotar por la letra C a una constante
positiva que podria estar cambiando renglén tras renglén.

2. Teoremas de cubrimiento de Vitali

El teorema de cubrimiento més clasico en el estudio de la diferenciacién es
el de G. VITALI ([19]) pues ha sido la herramienta tradicional utilizada para
obtener el teorema de diferenciacién de Lebesgue. La presentacion que damos
aqui se reduce a un par de versiones, que por cierto, no fueron las originales
demostradas por G. VITALIL

Antes de enunciar la primera versién de este teorema de cubrimiento, intro-
duciremos la siguiente notacién: si B es una bola abierta en R™ con centro xg
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y radio r y p es cualquier niimero positivo, el conjunto pB denotarad la bola
abierta con centro zg y radio pr; el radio de una bola B serd denotado por
radB. Si A es un subconjunto Lebesgue medible de R", |A| denotard la medida
de Lebesgue de A.

Desarrollaremos la prueba de S. BANACH de este teorema, la cual aparece
en la mayor parte de los textos de teoria de la medida y puede ser consultada
en el estupendo libro de F. JONEs [11], p. 448.

Teorema 1. Sea E un subconjunto acotado de R™. Supdngase que F es una
coleccion de bolas abiertas con centro en puntos de E, de modo que cada punto
de E es el centro de alguna bola en F. Entonces existe una coleccion a lo sumo
numerable de bolas de F, digamos, {B;}, tales que:

1. {B;}, es ajena por pares.
2. EcCJ3B;.
i

Demostracion. Si el conjunto {radB : B € F} no estd acotado superiormente,
hemos terminado porque E es acotado y podemos elegir B € F' con radio
suficientemente grande tal que B D F.

Si {radB : B € F} es acotado superiormente, procederemos inductivamente
del modo siguiente:

Escojamos cualquier bola en F y llamémosla B;. Supongamos que hemos
elegido las bolas By, ..., By con k > 1.

Sea
dB: Be F, B * B )
Sk4+1 = Sup { ra : €S, BN szl i = .

Si no existen bolas con tal propiedad el proceso de seleccién termina con By;
en caso contrario, escogemos By41 € F tal que

= By y B Y oB=0
§Sk+1 <radBpi1y Br+1 N Uj:1 =0

Por construccién, la coleccién de bolas {By}, es ajena por pares.

Ahora, sea z € E y sea B € F una bola con centro = y radio r. Necesaria-
mente existe k tal que BN Byy1 # 0, ya que de no ocurrir asf tendriamos que
BN Byy1 = 0 para cada k, y por tanto la seleccién de bolas nunca termina,
esto es, {By},, es una coleccién infinita numerable; ademas r < sp11, k > 1.

Notemos también que como

1 1
radBg41 > §Sk+1 > §T

tendremos

oo
U Brat
k=1

oo
— Z |Bk+1| = 00,
k=1
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lo cual es imposible ya que (J;—; Bx+1 es un conjunto acotado.
Si ko =min{k > 1: BN Bgy1 # 0}, tendremos que

ko
BmUjZlBj =0

y asi
r < Sgo+1 < 2radBry41.
Si zg es el centro de By, 1, tomando cualquier yy € B N By,41 tendremos

|z — 20| < |z — yo| + |yo — 20| < 7+ radBy,+1 < 3radBjy+1,
es decir, © € 3B, +1. O

A continuacién, desarrollaremos algunas aplicaciones del teorema anterior al
problema sobre diferenciacién de integrales que nos interesa abordar. Concre-
tamente, nuestra intencién es examinar el comportamiento de los promedios

1
el fy)dy (1)
|Br- (2)| JB,(2)
cuando r — 0; aqui, f € L, (R™), esto es, f es una funcién Lebesgue integrable
en compactos de R” y B, (z) denota la bola abierta con centro x y radio r.
Para efectuar el anélisis del comportamiento de los promedios (1) resulta muy
conveniente el estudio de la funcién mazximal de Hardy-Littlewood

1
Mf () = sup oy 1f ()l dy. (2)
r>0 | By ()] B,.(x)

Esta funcién maximal fue introducida por Hardy y Littlewood en [10] para
n =1y para n arbitraria por N. WIENER en [20]. Existen diferentes variantes
de esta funcién, pero por el momento nos concentraremos en la versién dada

por (2).

Dado que M f es una funcién semicontinua inferiormente entonces resulta ser
una funcién Lebesgue medible, de hecho, es Borel medible. Ademads se verifican
las siguientes dos propiedades:

1. Mf (z) < oo para casi toda x € R™.
2. Si f € L' (R™) entonces para cada « > 0

e € R M (@) > o} < 2 |, 3)

Una desigualdad del tipo (3) se conoce como desigualdad débil (1,1). Esta
denominacién se debe al hecho de que por la desigualdad de Tchebychev, (3)
resulta més débil que una desigualdad donde aparezca la norma en L' (R") en
el lado izquierdo.

La propiedad 1 se obtendra como consecuencia de la propiedad 2 observando
que para cada j € N

{zeR" : Mf(z)=cc}C{zeR": Mf(z)>j}.
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Ahora esbozamos las ideas principales que nos permitirdn obtener (3) a partir
del teorema 1.

Sea E el conjunto del lado izquierdo de (3) y sea x € F, entonces existe una
bola abierta B con centro en x tal que

Bl < 5 [ 11 @)l ()

Para cada k € N, formamos la familia F; de bolas abiertas con centros en
puntos de E N By (0) que ademé&s satisfacen la condicién (4) y aplicamos el

teorema 1 para obtener una sucesién de bolas {B](-k)}‘ ajenas por pares tal
J

que EN B (0) C Uj3B](.k). De aqui se sigue que para cada k € N

\<f2/<k) Dy < 2151,

BN B (0)] < 33" [B
J

Si ahora hacemos k — 0o, obtenemos |E| < ‘%

iy

Ya tenemos todo lo necesario para demostrar nuestro teorema de diferen-
ciacion de Lebesgue. Presentaremos una prueba clasica que aparece en algunos
libros como [6], [11] y [15]. De hecho, seguiremos la demostracién dada en [6],
p. 97.

Teorema 2. Si f € L}, (R") entonces

1

lim f ) dy = f(x) para casi toda © € R"™. 5
HOIB()\B@)() (z) (5)

Demostracion. Dado N € N, notemos que si [z| < N y r < 1, los valores de

B, (_TH/ f (y) dy dependen solamente de las y tales que |y| < N + 1. Asi,
,(w)

no hay pérdida de generalidad al suponer que f € L' (R") puesto que podemos
reemplazar f por fxpy. ., (0)-

Para € > 0 podemos encontrar una funcién continua g de soporte compacto
tal que ||f — g||; < e. Ademads, por continuidad de g obtenemos

1

B )] wa(w)g (y)dy — g ()
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si r — 0. De aqui vemos que

/. 1 —
hmfg}g B o) Br(x)f(y) dy — f(z)
, 1 1
s ey R <x>/B,,,<m>g(y)dy‘g(”]

r (@)
+1g(z) = f ()]

SM(f—g) (@) +0+|f(x) —g(z).

Para o > 0 sean

r—0

= {x € R™ : lim sup

o

1
Eq W/Br(z)f(y) dy — f (x)
Fo={z eR":[f(2) —g(z)] > a},
entonces

Eqy CF,pU{z e R": M (f —g)(x) >a/2},
y puesto que

o | Fapel </F f (@) = g @) d < <,

aplicando la desigualdad (3) tenemos

2 2.3"
|Ea| < —e+
«

E.
@
Como & > 0 es arbitrario obtenemos que |E,| = 0 para cada « > 0y de aqui se
infiere (5) para cada = ¢ U2 Ey ;. O

Es posible considerar familias de conjuntos mas generales que bolas para
obtener versiones similares del teorema 2. Tal es el caso de las familias de
conjuntos de Borel de R™ que se “contraen de manera agradable” al punto x,
esto es, familias de borelianos {E,}, ., que satisfacen E, C B, (z) para cada
r > 0 y ademads existe una constante positiva C, independiente de r > 0 tal
que |E,.| > C|B, (x)]. La prueba es esencialmente la misma, y la omitimos.

Enseguida, consideraremos una segunda versién del teorema de cubrimiento
de Vitali, cuya formulacién puede encontrarse, por ejemplo, en [11], [14] y
[16]. No daremos una demostracién para no agobiar al lector, sin embargo, es
pertinente comentar que la prueba de esta versién hace uso de un proceso de
seleccién similar al considerado en la demostracion del teorema 1.
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Teorema 3. Sea E un subconjunto arbitrario de R"™ y supdngase que F es una
familia de bolas cerradas de radio positivo que satisface la siguiente condicion:
dado € > 0 y dado © € F existe B € F tal que x € B y radB < . Entonces
existe una coleccion a lo mds numerable de bolas de F, {B;}, tales que
1. {B;}, es ajena por pares.
2. E C |JB; excepto por un conjunto de medida cero.
1

El teorema 3 puede utilizarse para demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4. Sea Q) un subconjunto abierto de R™ y ® : Q — R™ wuna funcion.
Supongase que ® es diferenciable en cada punto del conjunto E C Q y también
que existe una constante positiva M tal que |J (z)] < M para cada x € E,
donde J es el jacobiano de ® en E. Entonces

@ (B)[" < M|E|".

. . * . . .
En el enunciado anterior |- |” denota la medida exterior. Indicaremos a con-
tinuacion cudles son las ideas cruciales de la prueba del teorema 4.

Demostracion. Dado que E = J;-; Ej donde Ey, = EN By, (0) y que @ (E) =
Ui, @ (E)) basta ver que |® (Ej)|" < M |Ey|" para cada k. Asi, sin pérdida de
generalidad se puede suponer que F es acotado. Dado € > 0 podemos encontrar
un abierto G tal que E C G C Qy |G| < |E|" + £. Usando la hipdtesis de
diferenciabilidad de ® en E puede demostrarse que para cada x € E existe
d(x) > 0 tal que para 0 <r <4 (z) labola B, () C Gy

@ (B: (2))]" < (M +¢) B, (z)]. (6)
Ahora se aplica el teorema 3 a la coleccién de bolas

{By(z):z € E,0<r<d(x)/5}

y se extrae una subcoleccién a lo mas numerable {B; }j tal que

k ')
Ec|JBju | 5B
j=1 j=k+1
De aqui se tiene que

k %)
eE)clJemyu | @6B)
j=1 j=k+1

y usando que las bolas son ajenas por pares y (6) se obtiene
|®(E)|" < (M +¢e)|G| < (M+e¢) (|E]" +¢).

Como € > 0 es arbitrario, concluimos asi la demostracion. O

Un corolario inmediato del teorema 4 es el teorema de Sard que establecemos
a continuacién.
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Teorema 5. Sea Q) un subconjunto abierto de R™ y ® : Q — R™ wuna funcion.
Supongase que @ es diferenciable en cada punto del conjunto E C § y que
J (z) =0 para cada x € E. Entonces ® (E) es un conjunto de medida cero.

En otras palabras, el teorema de Sard establece que el conjunto de valores
criticos de @ es un conjunto de medida cero.

3. Teorema de cubrimiento de Besicovitch

El teorema que presentamos a continuacién es una de las versiones del lla-
mado teorema de Besicovitch, originalmente probado por A. BESICOVITCH en
[2]. En dicho articulo, el resultado se demuestra para bolas en el espacio eu-
clideano R™; nosotros, nos apegaremos a la versién formulada en [8], p. 289,
que a su vez, estd basada en la formulacién correspondiente que aparece en la
excelente monografia de M. DE GUzZMAN ([9]). Presentamos el resultado sin
prueba, recomendando al lector interesado en ella consultar [8], [9] o [12] donde
podréa encontrar una excelente exposicién al respecto.

Aunque sélo consideraremos la medida de Lebesgue en R", pueden conside-
rarse medidas mas generales. La diferencia entre los resultados de cubrimiento
de VITALI y BESICOVITCH radica en el hecho de que el resultado de VITALI
es aplicable a una clase méas grande de cubrientes, pero a una familia mas res-
tringida de medidas, mientras que en el resultado de BESICOVITCH ocurre a la
inversa.

Teorema 6. Sea E un subconjunto acotado de R™. Para cada x € E, sea @
un cubo abierto con centro x y lados paralelos a los ejes coordenados. Entonces,
existe una coleccion a lo sumo numerable de puntos {x; }j de E tales que:

1. EC U Qq,-
J
2. Para casi toda y € R™ se verifica

> xa., (y) <247 (7)

En otras palabras, para casi toda y € R" la cubierta {ij }j sélo puede
tener una coleccién finita de cubos que contiene al punto .

Aplicaremos este resultado para obtener una desigualdad de tipo débil (1,1)
para una generalizacién de la funcién maximal definida en (2). Esto nos per-
mitird obtener un teorema de diferenciacién de Lebesgue maéas general que el
teorema 2.

Sea w (z) un peso en R", esto es, w € L}, . (R") y w toma sus valores en

(0, 00) casi en todas partes. Para 1 < p < 0o denotaremos por LP (w) a la clase
de funciones Lebesgue medibles f definidas en R™ tal que

/ If ()P w(z)dx < cc.
R’!‘L
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Vamos a suponer que la medida du (z) = w (z)dz es una medida de Borel
regular. La funcién maximal generalizada que aqui consideraremos estd definida
ast:

v =su - w
Mf @) = [ @l 0

donde @ (x,r) denota al cubo con centro en z, longitud de lado 2r y lados
paralelos a los ejes coordenados, y

v = [ wd.
Q(z,r)
Nos interesa obtener la siguiente desigualdad de tipo débil (1, 1)
C
w({z €R": M¥f(2) > A}) < = 1fllnsw) (9)
para cada A > 0, donde C' es una constante que sélo depende de la dimensién

n.

Esbozamos a continuacién las ideas de la demostracién, que puede ser con-
sultada en [8], p. 288. Usando la continuidad de la funcién
)
T — s If ()lw (y)dy
w (Q (Z‘, ’I")) Q(z,r)
podemos demostrar que el conjunto
Ey={zeR": M"Yf(z)> A}

es abierto. Ahora, si K es cualquier subconjunto compacto de Ey, dado z € K
elijamos un cubo @, centrado en x tal que

1
s, 1l

Por el teorema 6 podemos encontrar una subcoleccion a lo sumo numerable
de cubos {QEJ, }j de {Qu},cx tales que se cumplen las condiciones 1 y 2 del
teorema 6. Por consiguiente

W) €Y w (@) <5 [ 1 @Iw @y < 5 Wl 00

Tomando supremo sobre todos los subconjuntos compactos de Ey y usando
la regularidad interior de w (z) dz, obtenemos la desigualdad (9) con constante
24",

Vale la pena comentar, que la desigualdad (9) puede obtenerse también
usando la descomposicién de Calderén-Zygmund que hemos mencionado ante-
riormente. Sin embargo, hay que pedirle un poco mas a la medida w (x) dz, a
saber, que también satisfaga la condiciéon de “duplicacion”

w (2B) < Cw (B) (11)
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para cada bola B, donde C es una constante absoluta. Por ejemplo, la medida de
Lebesgue en R"™ satisface dicha condicién, aunque por supuesto existen ejemplos
mas generales y de gran importancia en el Analisis de Fourier; tal es el caso
de la clase A, (ver, por ejemplo [7], [4], [8]) que consta de cierto tipo de pesos
que inducen medidas que cumplen la condicién (11) pero con propiedades atin
mejores y juegan un papel crucial en la continuidad de operadores maximales
generalizados e integrales singulares.

Ahora, gracias a la desigualdad (9) y a la regularidad de la medida du (z) =
w (z) dx, podemos obtener con la misma prueba del teorema 2 nuestro teorema
de diferenciacién de Lebesgue generalizado.

Teorema 7. Sea f € L} _(u), entonces para p-casi toda x € R™ se verifica

loc
1
=% /J(Q(wﬂ“))/Q(w)f (y) w (y) dy.

Una observacién que debemos hacer, es que en el teorema anterior realmente
no importa que la medida i tenga una densidad. El resultado sigue siendo vélido
si p es una medida de Borel positiva y regular en R"™.

Finalizamos esta seccion comentando que existen otros teoremas que nos
muestran como cubrir un conjunto abierto de R™ con frontera no vacia por
medio de una sucesién ajena por pares de cubos que se van haciendo mas y
més pequenos a medida que nos aproximamos a la frontera del abierto. Este
tipo de teoremas de cubrimiento fue introducido por H. WHITNEY en [21] y
son ampliamente utilizados en el Andlisis de Fourier, por ejemplo, para obtener
extensiones con cierto grado de diferenciabilidad de funciones diferenciables
definidas en un subconjunto cerrado de R™.

4. El ejemplo de R. Fefferman

Las desigualdades débiles de tipo (1,1) dadas por (3) y (9) junto con la
propiedad de acotamiento de los operadores M y M™ en los espacios L™ (R")
y L (w), respectivamente, permiten obtener por medio de interpolacién re-
sultados de continuidad de dichos operadores en los espacios LP (R™) y L? (w),
respectivamente, para 1 < p < oo.

Sin embargo, si reemplazamos bolas o cubos en las definiciones (2) y (8)
por conjuntos mas generales como rectdngulos con lados paralelos a los ejes
coordenados en R", esto es, producto cartesiano de n intervalos, entonces ya
no serd posible obtener resultados de continuidad en LP (i), 1 < p < oo, para
cualquier medida p. R. FEFFERMAN comenta en [5], que la diferencia en la
geometria de bolas (o cubos) y rectdngulos, es que en el caso de los rectangulos
se puede encontrar una sucesién de puntos distintos en R™, digamos {zj},-,
y una sucesién de rectdngulos {Ry},—, tal que cada rectdngulo Ry, contiene
al origen y al punto xj, pero ningin otro punto x; con j # k. Esto puede
lograrse, por ejemplo, para n = 2 eligiendo sucesiones {ay }re; v {8k }re; tales
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que ambas estan formadas por numeros positivos, la primera es estrictamen-
te creciente, la segunda estrictamente decreciente, Ry, = [0, ] x [0, Bx] vy la
correspondiente sucesién de puntos es xp = (g, 8x). No existe algiin ejemplo
para bolas con dicha propiedad.

Si ahora consideramos el operador maximal generalizado

M (z) = sup (#R) /R 1 @)yt ()

zER M

donde el supremo se toma sobre todos los rectangulos R que contienen al punto
z y la medida p estd definida como dpu = Y- 6, donde d;, es la medida de
Dirac concentrada en xg, zo = 0y f = xg, entonces f € LP (i) para cualquier

P pero
1 1
M*"f (xr) > m A f)du(y) = )

para k > 2, i1 ({zx};o,) = 0o y asi es imposible que M* f € LP (p).

La condicién sobre una medida p que establece R. FEFFERMAN en [5] pa-
ra obtener continuidad en LP (i), 1 < p < oo es una condicién técnica que
suele describirse como “pertenencia uniforme” a la clase A, en cada coorde-
nada. Grosso modo, es algo asi como ser absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue unidimensional en cada coordenada, pero de manera
uniforme.

Por 1ltimo, mencionamos el hecho de que nunca podré tenerse continuidad
para p = 1 para cualquiera de las funciones maximales dadas por (2) y (8). Por
ejemplo, en el caso de la funcién maximal méds simple, esto es, la dada por (2),
se tiene la estimacién

M@ 2O [ 1wy
| B, (z)

cuando |z| > r, f € L' (R™), r > 0 es cualquier nimero positivo y C' es una
constante que sélo depende de la dimensién. Como |x|~" no es integrable la
Unica posibilidad que le queda a f a fin de que M f sea integrable es que f sea

la funcién cero. De hecho, puede demostrarse que ni siquiera M f € L}, . (R™).

Para ampliar el panorama de esta discusion, recomendamos al lector consul-
tar los articulos [5] y [18].
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