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ABSTRACT. In this article a brief introduction to metallic numbers is made. Next, these
numbers are linked to the values of the Riemann zeta function at integer arguments.
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RESUMEN. En este articulo se expone una breve introduccién a los nimeros metélicos.
Luego, se vinculan estos niimeros con los valores de la funcién zeta de Riemann en

argumentos enteros.
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1. Introduccion

En la ciencia matematica, la aparicién de los dominios numéricos ha sido un pro-
ceso evolutivo, motivado esencialmente por necesidades practicas. El constante indagar
cientifico con los nimeros permite encontrar nuevas propiedades que no se limitan a una
cantidad determinada, sino a toda una familia. Hoy en dia se sabe que el nimero de oro en
la antigiiedad fue descubierto no como “unidad de medida”, sino como una proporcién



20  Fidel Lépez Novoa et al. Los nimeros metalicos y su vinculo con la funcién zeta...

entre magnitudes, conocida como razon durea. De ahi que dos nimeros x y y positivos,
con x > y, estdn en proporcion o razén durea si:

T+y @
vy

Al valor numérico de esta razén se le llama niimero de oro. La razén durea se encuentra
en algunas figuras geométricas presentes en la naturaleza. Ademads, se les atribuye un
cardcter estético especial a los objetos que poseen esta razon. Matemdticamente es notable
el nimero de oro por expresarse como proporcion entre magnitudes geométricas, es el
numero al cual converge la sucesiéon de Fibonacci y, a la vez, es raiz de una ecuacién
algebraica. El nimero de oro, denotado por la letra (, se obtiene a partir de

x+1
1

T
2?-zr—-1 = 0,

cuyo valor es el de la solucién positiva de dicha ecuacidn:

1+45
=g

El nimero de oro no es un nimero aislado: constituye un elemento de una familia de
ndmeros llamados niimeros metdlicos [17, 37], introducida por la argentina VERA MART-
HA WINITZKY DE SPINADEL en el afio 1995, por su relacion con la arquitectura y las
aplicaciones al arte. Ademads, hoy en dia se sabe que estos niimeros pueden ser aplicados en
cifrados de flujo, sistemas de espectro disperso, o bien en cajas de difusién o permutacién
[33], y en particular el nimero de oro estd vinculado con la teoria de grafos [21]. Los
niimeros metalicos son exactamente las raices positivas de la ecuacién 22 — pz — ¢ = 0,
con p, g € N. En particular, cuando p = g = 1, se consigue el nimero de oro ¢, y cuando
p =2y q =1 se obtiene el mimero de plata § = 1+ /2.

El objetivo principal de este articulo es presentar algunos resultados en los que se
vinculan los valores de la funcién zeta de Riemann con los nimeros metélicos.

2. Relacion con la funcion zeta de Riemann

En la historia de las matematicas se conoce muy bien que el gran matematico LEON-
HARD PAUL EULER fue el primero en evaluar la funcién zeta de Riemann

1 (_l)k‘—l 1 logkfl T
k)= — = d ke N\ {1
CB=Y = gy [ e keNM{1),
n>1
en argumentos pares, deduciendo el siguiente resultado:
_1 (27)*" By
ohy = (—1yFt B Bae 1
¢ (2k) = (1) 2. (1)

donde los By, son los llamados niimeros de Bernoulli [16], aunque no ocurri6 asi para el
caso en que los argumentos eran impares. El primer resultado en este sentido fue presentado
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por ROGER APERY [7, 38], cuando en 1979 conmovié a la comunidad matematica con
una elegante y misteriosa demostracién de la irracionalidad de ¢ (3). A dicho resultado se
le conoce actualmente como teorema de Apéry.

En realidad, un elemento crucial en la demostracion presentada por APERY tiene que
ver precisamente con la siguiente relacion de recurrencia a tres términos [7, 8, 18, 38]:

(n+2)%n42— 2n+3) A2 + 510+ 3Ny 1+ (n+ 1)y, =0, n>0, ()

la cual se satisface por los numeradores p,, y denominadores ¢,, de los aproximantes
diofanticos a ¢ (3) definidos mediante

. n+k\>/n\> . n+k\>/n\’
S (VRN as [ R
0<k<n 0<k<

n

donde

BRSSO

1<5<n 1<k J

Ademds, a partir de (2) se consigue el siguiente desarrollo en fracciones continuas irregu-
lares:

C(g)_ﬂ_lil_ﬂ_ _ n’ | _
=75 117 [535 2n+ 1) (172 + 17n 1 5) ’

siendo A2 — 34\ + 1 = 0 la ecuacién caracteristica de dicha relacién de recurrencia.
Curiosamente, sus raices estan vinculadas al nimero de plata mediante la siguiente relacion:

)\1 :54 y /\22(5_4.

De esta manera, teniendo en cuenta el teorema de Poincaré [29, 30] se deducen las
siguientes relaciones , en las que también aparece el nimero de plata:

m=0(") y qCB)—p.=0("").

Equivalentemente,

=) L:o(ﬁ").

k3qi_
k>nt1 drk—19k

_Pn
(o2

De igual modo que para el caso de ¢ (3), APERY establecié una nueva demostracién para
la irracionalidad de ¢ (2) sin llegar a recurrir al preciado resultado de EULER (1). Para este
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caso, dedujo que los numeradores p,, y denominadores ¢, de los aproximantes diofanticos
a ¢ (2) definidos mediante

@ = 2 (00
Z Y DPn Z Yn,k>
0<k<n ( k k 0<k<n k k

2 e 2 SR ()

1<j<n ‘7 1<;<k

l

donde

satisfacen la siguiente relacion de recurrencia a tres términos:
(n+1)2yngo — (1102 + 11n 4 3)ypy1 — n’y, =0, n>1,

cuya ecuacién caracteristica es A2 — 11\ — 1 = 0. Luego, teniendo en cuenta el teorema
de Poincaré [29, 30] se deduce el siguiente comportamiento asintdtico, donde aparece la
razén durea o el nimero de oro:

2

e €
i /150.C @) = Bpal = 5

denotandose por /,, el minimo comin mdltiplo de los nimeros 1,2, ..., n.

Cabe mencionar que el tan esperado resultado de APERY atrajo la atencién de un
considerable nimero de investigadores matematicos, quienes abordaron de diferentes
maneras la demostraciéon del teorema de Apéry. Por citar uno, BEUKERS en [9, 10, 26]
consiguio el siguiente resultado:

1
1
W@ = [ [ 0) ) oy @

_ /// (yz(=2) A=y A=) ) ge — 0 (5-4m)

(1—(1—ay)2)""

donde n € Ny £, (z) denotan los polinomios de Legendre, ortogonales con respecto a la
medida de Lebesgue en (0, 1), definidos mediante

e £ (1)

Resultado similar present6 para ¢ (2) donde nuevamente aparece el nimero de oro

AA 1—95 CD D gy = Gc2)
= O(SD—5TL>

SOROKIN, en [35, 39], obtuvo los aproximantes racionales de APERY (3) del mismo modo
que BEUKERS, considerando el problema de aproximacién racional

An(2) f1(2) + Ba (2) fo () = Cu (2) = O (=71,
An(2) f2 () + 2B, (2) f3 (2) = Du (2) = O (=771,
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a partir del cual consigui6 lo siguiente:

@nC(3) —pn = /1 (An (2) = Bn (z)logz)logz

1—=z
_ logzy . _ —an
= / / = Ly (%) Ly, (y) dedy = O (67)..

Por otro lado, en 1996 NESTERENKO, inspirado en la obra de GUTNIK [20], considerd la
siguiente funcién racional:

(1—2), .
R, ()= ——", (2),= [[ G+, ©)
(2)41 0<j<n—1

y de esta manera demostré que la sucesion residuo dada en (4) se podia escribir de la
siguiente forma:

QnC(?’)*pn = *Za <( )>

k>1 +1

1 (l—y)i( ™ )zdu,

2ri J; (y)i+1 sin v
donde L es la linea vertical Re z = C, 0 < C' < n + 1, orientada de arriba hacia abajo.

De hecho, €l aplic a esta integral el conocido método de Laplace [23, 24], lo cual le
permitié llegar al mismo comportamiento O (5 _4") de la sucesion residuo (4) encontrado
por BEUKERS.

Luego, en el afio 2009, NESTERENKO [27] publicé una nueva demostracién de la
irracionalidad de ¢ (3), donde nuevamente aparece el nimero de plata

, 9 2[(7171)/2] k—j n/2] . s
DL L || MﬂHk = (-)" 0 (2B, (3) = Da)
k>1 j=1
= 0O (57271) ,
donde
[(n—1)/2] [n/2] ‘
> by Du=)Y_ (20kH}+arH}),
k=0 k=1
con
_ e (LR (B R (N (B

[(n—1)/2] [n/2]
2 1 1 1 1
o =i 3 (5 k+j>+;%(k—j ==

Jj=0

Aqui, H ,ir) denota el k-ésimo niimero armoénico de orden r [16].
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Otro resultado interesante fue el presentado por ZUDILIN en el afio 2002 [41], donde
también aparece el nimero de plata, segiin la siguiente relacion:

w3 —pn = n2Y (1" (1+5) (1-1),t+n+1),

k>1 (t)i+1
= 05,

t=k

Ya para el 2014, en [34] el autor dedujo, a partir de una modificacién de la funcién racional
(5), la siguiente relacién de recurrencia de tipo Apéry:

(n+2)* (24n® + 30 + 16n + 3) Y540
—4(n +1)(204n° 4+ 1173n° + 2668n* + 3065n°
+ 190512 + 634n + 86)yp41
n* (24n® +102n® + 148n + 73) y,, =0, n > 1,

la cual es satisfecha por los numeradores w,, y denominadores 7,, de los aproximantes
diofdnticos a ¢ (3) definidos mediante

ORTCINIEND S L SRERID Sl

0<k<n 1<k<n 1<k<n
donde
2 2 2
m)y _ _1fnt+k—-1 n 1fn+k-1 n—1\(n B
d,” =n ( A ) +n i 1)\ ) k=0,....,n,
y

Cl(cn) = 2d§€n) [QHk —Hpsp1 — Hopjp =27 (n+ k)_l} ;o k=0,..n.

a partir de los cuales obtuvo el siguiente desarrollo en fracciones continuas irregulares para

<) 7| —146| -38364| Pu| P |
3) = 4 = — 4 n
B =T6*Tsr TT o TTattTa.

T
donde
Pn = —(n—2)"(n—1)* (24n® — 186n> + 484n — 423) (24n® — 42n* 4 28n — 7)
y
Qn = 4(n — 1) (204n° — 1275n° + 3178n* — 3999n° + 2667n° — 910n + 126) ,

asi como el siguiente desarrollo en serie:

7 24n3 + 3002 + 16n + 3
:7+Z
6 2n3 (n+1)° 0,

)
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siendo
—n—1,-n—-1n+1,n+2 —n,—n,n,n+ 1
O, = 4F3 1 | 4F3 1,
1,1,1 1,1,1
donde ,. s denota las series hipergeométricas ordinarias; véase para mas detalle [19, 22, 28].

En este caso también aparece el nimero de plata, como se puede apreciar:

3
7. n _ e

Se conoce, ademds, que de los pocos resultados desarrollados para ¢ (4), se encuentran los
aportados por ZUDILIN en [42, 43], donde basado en la serie de tipo hipergeométrica

(—1)"* 0 ((1—1@)3 (k+n+1)2 (2k + n)

BYA 4
6 k>1 ok (k)n-i-l

) = Qn,zC (4) — Pn,z

-0 ((—1)3" 33n (3 + 2\/§) M) ., (6)

dedujo la relacién de recurrencia [45]

(n+1)°ypi1 —32n+1) (3n* 4+ 3n+1) (15n° + 150+ 4) y,,
=3n* (9n® — 1) yp_1=0, n>1,
donde los aproximantes racionales involucrados en (6) la satisfacen con condiciones
iniciales:
40,z = 17 d1,z = 127 Do,z = 07 P12z = 137

y a partir de la misma obtuvo el desarrollo en fracciones continuas,

13 | 17.2-3-4] 27-5.6-7|
= + +
| P (0) | P (1) | P.(2)
n"(3n—1)(3n) (3n+1) |
| P (n) ’
siendo P. (n) = 3 (2n + 1) (3n? + 3n + 1) (15n% 4 15n + 4). Como se observa, en (6)
hace aparicién un nuevo niimero metélico, solucién de la ecuacién 2 —6x—3=0.

¢(4)

En particular, para ¢ (5) en [6, 13] se muestra la siguiente relacién vinculada al niimero
de oro

¢(5) :2*12ﬂ+§u (¢) — §Li (¢)
SwEE) AT Ay
+271¢(3) log2 ©—671¢(2) log3 p—4871 log5 ©,
donde

Li, (2) :Z%ﬂ,

es el polilogaritmo de orden n.
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Los autores consideran que el resto de los valores de la funcién zeta de Riemann
en argumentos enteros estdn vinculados a los nimeros metdlicos, pero esto queda a
consideracién de la comunidad cientifica de esta drea de la investigacion.
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