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Dial

1. Introduccion rapida

En este cursillo veremos cdmo contar varias cantidades relacionadas con las simetrias
de un objeto. Por ejemplo, ;cudntos dados diferentes podemos construir con cuatro colores?
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Hay muchas posibilidades y es dificil responder a la pregunta sin las herramientas que
vamos a construir. Otro ejemplo tipico es: ;cudntos collares distintos podemos construir
usando 3 tipos de perlas?

Para lograr esto necesitamos aprender sobre grupos de simetrias, acciones de grupos, etc.
Luego veremos enumeraciones y aplicaciones mucho mas interesantes.

2. Simetrias y grupos

Nos interesa entender todas las simetrias del objeto que estudiamos y las estructuras
algebraicas sobre esas simetrias.

2.1. Conjuntos de Simetrias

Suponga que se tiene un cuadrado s6lido que esta fijo en el centro:

ey

Podemos dar vuelta al cuadrado y recuperar el mismo cuadrado. Esto es un ejemplo de
una simetria.

Queremos listar todas las posibilidades:

(Hay mds?, ;cuando crees que dos simetrias son la misma? Para hacer un seguimiento,
podemos nombrar los vértices del cuadrado para ver qué les sucede. Cada uno de estos
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nombres es una marca secreta y no es parte del objeto, s6lo estd alli para ayudarnos a
realizar un seguimiento de lo que pasa: entonces podemos codificar lo que le sucede al
cuadrado, enumerando solamente lo que pasa con a, b, ¢, y d:

_ abcd _ abcd _ abcd _abed
" abed’ U7 dabe 927 dab’ 37 beda

o 2
Este es un modelo matemadtico de las simetrias del cuadrado. Ahora, decimos que dos
simetrias son iguales si cuando comienzan con la misma marca, terminan con la misma
marca después de la simetria.

Este modelo es til para comprender las estructuras de esas simetrias y centrarse en lo que
nos interesa en este momento (o sea, los vértices o esquinas del cuadrado); lo que describe
de alguna manera todas las simetrias del cuadrado. Piense en ellas como funciones. Estas
no son dnicas. Mds adelante consideraremos otras descripciones de las mismas simetrias
y veremos que pueden tener diferentes presentaciones.

2.2. Operaciones sobre simetrias

Ahora queremos describir las operaciones que podemos hacer sobre las simetrias.
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Componiendo simetrias: ;Qué pasa si hacemos una rotacion, y luego otra?

a b d a c d c d

Al usar nuestro modelo matematico tenemos:

a b ¢ d
+ 4L abed
d a b c = dab
cda
L
c d a b
Es decir, tenemos una composicién de funciones:
o1:{a,b,c,d} — {a,b,cd} oa:{a,b,c,d} — {a,b,c,d}
a — d a — c
b — a b — d
c — b c — a
d — ¢ d — b
Lo que vimos anteriormente es que
01001 =02
son las mismas funciones (de ahi la misma simetria). Otro ejemplo:
d c c b
° — = °
a b d a

En todos los casos, la composicién de rotaciones nos da otra rotacién. Ahora, usando
nuestro modelo matematico podemos ver todas las posibilidades:

abed abed abed abed
abed dabc cdab beda

abed abed abed abed abed
abed abed dabc cdab beda

abed abed abed abed abed
dabc dabce cdab beda abed

abed abed abed abed abed
cdab cdab beda abed dabc

abed abed abed abed abed
beda beda abed dabe cdab
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La simetria identidad: ;Observaste que hay una simetria especial que “no hace nada”?:

d c d c

abed

° — ° codificado por Id = .
abed

Esta simetria es especial en el sentido que si componemos cualquier otra simetria por Id a
la derecha o a la izquierda no cambiamos nada:

Idoo=0co0ld=o.

Invertir simetrias: Finalmente, vemos que cualquier simetria se puede deshacer:

Aqui tenemos que

Decimos que esta es la inversa. Si ¢ es una simetria, denotamos su inversa por o~ L.
Usando la notacién (2) tenemos:
—1 —1 —1 —1
o, =1Id= oy, o, =03, 0y =02, o3 =0].
2.3. Grupos abstractos
Cuando hablamos de las simetrias de un objeto hemos visto cuatro caracteristicas

importantes:

1. Tenemos un conjunto de simetrias.

2. Podemos componer simetrias y obtener de nuevo una simetria en nuestro conjunto.

3. Tenemos una simetria especial llamada identidad.

4. Cada simetria tiene una inversa.
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En términos matemadticos, tenemos un grupo. Mas formalmente, un grupo es un conjunto
G junto con:

1. Una operacion asociativa m: G x G — G,
[escribimos a menudo m(a,b) = abo m(a,b) = a +b.]

Que la operacion sea asociativa significa que para todos los a, b, c en G:
a(be) = (ab)c.
2. Un elemento uinico 1 € G: tal que, paratodo g € G

lg=gl =g.

3. Para cada g € G, una inversa g~ !:

2

Ejemplo 1. Cy = {1,a,a?,a®} donde asumimos a* = 1, entonces:

2 3
3

w

a
a
1
a
a2

Q ~ Q Q|Q
[N

m ‘ 1 a b ab
1 1 b ab
a a 1 ab b
b b ab 1 a
ab| ab b a 1

es asociativa. Tenemos el elemento especial 1 y cada elemento tiene una inversa:
a ! =a, bl =, (ab)~! = ab.

Ejemplo 3. Sz = {1,s,t, st, ts, sts} donde asumimos s = 1, t? = 1y sts = tst (;lo
tenemos todo?), entonces:
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m 1 s t st ts sts
1 1 S t st ts sts
s s 1 st t sts ts
t t ts 1 tst s st
st st sts s ts 1 t
ts ts t sts 1 st s
sts | sts st ts S t 1

es asociativa. Tenemos el elemento especial 1 y cada elemento tiene una inversa
a ! =a, b=l =1, (ab)~! = ab.

2.4. Grupo simétrico

Hemos visto anteriormente que las simetrias de un objeto pueden ser codificadas por
algunas biyecciones de un conjunto finito (permutaciones). Esto motiva dos preguntas:

(1) ¢(Es posible realizar cualquier grupo (abstracto) con un grupo de biyecciones? Equi-
valentemente, ¢es cierto que los grupos abstractos son las simetrias de algo?

(2) (El conjunto de todas las biyecciones de un conjunto finito es siempre un grupo?
Primero respondamos la segunda pregunta. Sea [n] = {1,2,...,n} y considere el conjunto
Sp ={o:[n] = [n] | o esuna Biyeccién}.

Decimos que los elementos de S,, son permutaciones. Por ejemplo,
S3 = {123,132,213,231, 312,321},

donde codificamos las permutaciones por su lista de valores. Es decir, usando el orden
natural 1 < 2 < ... < n, enumeramos los valores o(1),c(2),...,o(n). Por ejemplo, la
permutacién 231 es la biyeccién

{1,2,3} — {1,2,3}
1 — 2
2 = 3
3 — 1

En resumen tenemos: la permutacion identidad /d = 123 ---n € S,,, dadas dos permu-
taciones o, € .S,, podemos componer las dos funciones y obtenemos una permutacion
oom € S,,y para cada permutacién o € S,, podemos encontrar o~ tal que

cgooc l=0c"loo=1Id

Esto nos da un grupo interesante y lo llamaremos el grupo simétrico.
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2.5. Representacion por permutaciones

Consideremos ahora la primera pregunta: ;podemos ver todo grupo abstracto como un
grupo de simetrias? Mira el Ejemplo 1. Puedes comprobar que el conjunto de la funciones

1~ 1234, a— 2341, a? — 3412, a® — 4123,

es una realizacion del grupo Cy. Ahora, compara esto con nuestro ejemplo inicial de
rotaciones del cuadrado (1) y observa que, médulo un cambio de los nombres, tenemos
el mismo grupo de simetrias. El grupo abstracto Cjy se realiza usando permutaciones (un
subconjunto de Sy):

{1234,2341,3412,4123} C S,.

Necesitamos hacer algunas observaciones. Cuando tenemos {Id} C H C S,, y H
es un grupo en si mismo con respecto a la multiplicacién de .S,,, decimos que H es un
subgrupo de permutaciones de S,,. Para un grupo G, si tenemos una funcién ¢: G — S,
tal que (1) = Idy p(ab) = p(a) o p(b), entonces decimos que ¢ es un homomorfismo
de G. Puedes comprobar que en este caso {Id} C ¢(G) C S, es un subgrupo de
permutaciones de S,, y decimos que ¢(G) es una representacion por permutaciones
de G. Mids aun, si |G| = |¢(G)]| entonces decimos que ¢(G) es una realizacion por
permutaciones de G.

Ejercicios A

Ej.2.1 Para Cy = {1,a,a? a®} donde asumimos a* = 1, encuentre un homomorfismo
@: C4y — S5. Encuentre 5 puntos sobre el cuadrado que sean enviados a si mismos
después de rotar y visualicelos usando su construcccion de .

Ej.2.2 Ponga nimeros en los vértices y los lados del cuadrado

4 7 3
5 L] 6
1 8 2

y use esto para definir un homomorfismo ¢: Cy — Sg. Ahora observe que el mismo
grupo puede tener muchas realizaciones por permutaciones diferentes.

Ej.2.3 Dibuje las dos diagonales del cuadrado y llamelas 1 y 2:

Use esto para definir un homomorfismo ¢: Cy — Ss. Esto es una representacion por
permutaciones pero ;es una realizacidon por permutaciones? ;Por qué?
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Ej.2.4 Considere el grupo Co x Cy = {1,a,b,ab} donde asumimos a?> = 1, 5% = 1y
ab = ba. Encuentre una manera de verlo como la simetria de un objeto. Utilice
esto para dar un homomorfismo ¢: Co x Cy — Sy y dar una realizacién por
permutaciones de este grupo.

Ej.2.5 Muestre que S3 = {1, s, ¢, st, ts, sts}, donde asumimos s?> = 1,2 = 1y sts = tst,
es lo mismo que S3 = {123, 132,213,231, 312,321}. Encuentre un isomorfismo
©: S3 — S3. (Cudles son las permutaciones ¢(s) y ¢(t)? ;Se puede encontrar un
objeto geométrico tal que S3 describa las simetrias de ese objeto?

Ej.2.6 (Cual es la cardinalidad de S,,? Esa es la cantidad de permutaciones de [n] que hay.

Ej.2.7 Tome un objeto geométrico o politopo en R? (prisma, cubo, tetraedro, ...). Describa
su simetria. Luego, ponga la etiqueta en su objeto para obtener una realizacién por
permutaciones de ese grupo de simetrias.

Dia 2

3. Acciones de grupos y enumeraciones

En los ejercicios de la Seccién 2, hemos visto que para obtener una realizacién por
permutaciones de un grupo, consideramos un objeto para visualizar las simetrias y luego
se nombran algunas partes del objeto para obtener la permutacién. Ahora, vamos a discutir
c6mo hacer esto sistematicamente.

3.1. Acciones

Una accién de un grupo G en un conjunto finito X es un mapa G x X — X tal que

- (gh).x = g.(h.2).

Observemos que la notacién aqui hace énfasis en el hecho de que G hace algo al elemento
de X.

2

Ejemplo 4. En el ejercicio Ej.2.3, donde usamos Cy = {1, a, a?, a®} como las simetrias

del cuadrado

nos da una accién de Cz en X = {1, 2}.

al=2 a21=1 a*>1=2
a2=1 a22=2 a3>2=1

Vemos que para un g € G fijo, la funcién X — X dada por = — g.x es una permutacion
de X. Es facil comprobar que esta funcién es invertible, ya que

g ' (gx)=(g'g)r=1a=2.
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Asi que cada vez que tenemos una accién, tendremos una representacion por permutaciones.
¢Cuéndo sabemos si es una realizacién o no? En el ejemplo anterior vemos que {1, a?}
da la misma permutacién (la identidad) en X. Ademds, {a,a®} también da la misma
permutacion en X . Podemos dividir el grupo Cy en clases de acuerdo con las permutaciones
que dan, asf:

{{1.6%), {a,’}}.
Esto nos da una pista de lo que sucede. Antes de hacer esto, primero demos algunas

proposiciones generales.

Proposicion 5 (Teorema de Lagrange). Considere un grupo finito Gy H un subgrupo de
G. Sea
gH = {gh|h € H}.

Entonces:
1. {gH | g€ G} es una particion de G.
2. |gH| = |H| para todos g € G.
3. |G| es divisible por |H| y ’{gH lge G}‘ = %
Un subgrupo, como antes, es un subconjunto {1} C H C G tal que H es en si mismo

un grupo dentro de GG, con la misma operacion de G. Vemos que (3) se sigue de (1) y (2).
Para cualquier ¢ € G tenemos una correspondencia uno a uno

H <+— gH
h +— gh
g 'lgh=h — gh

Esto nos da que (2) es siempre verdadero. Ahora, es necesario entender bien (1). ;Qué
estamos diciendo realmente? Volvamos al ejemplo de C; y observemos que H = {1,a?}
es de hecho un subgrupo. Asi, el conjunto de conjuntos estd dado por:

1H ={1,a*}; aH ={a,a}; o*H={1,a*}; &*H = {a,d®}.
Entonces, cuando escribimos
{gH ‘ g€ 04} = {{1,&2}, {a,a3}},

queremos decir que no repetimos elementos que son los mismos. Ademads, la unién de
estos elementos es Cy. Asi, 1o que (1) estd diciendo es que

gHNgH#0 = gH=gH,

y la unién de estos conjuntos da todo el grupo G.

Vamos a hacer algunos ejemplos.
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Ejemplo 6. Tomemos Cy x Cy = {1,a,b,ab} (ver Ejemplo 2) y X = {1,2,3,4}.
Podemos definir

pla): X — X peb): X — X plab): X — X
1 — al=2 1 —» b1=1 1 = abl=2
2 = a2=1 2 = b2=2 2 = ab2=1
3 — ad3=3 3 — b3=4 3 — ab3=14
4 = ad=14 4 — b4=3 4 — abd=3

Vemos que (cp(a))2 = Id, (c,o(b))2 = Idy p(ab) = p(a)p(b) = ¢(b)e(a). Entonces,
esta es una accién bien definida y es un homomorfismo. Ademds, sélo ¢(1) = Id,
H = {1}, y tenemos una realizacién por permutaciones de C x Cs.

Ejemplo 7. Si en cambio tomamos

$pa): X — X ob): X — X plab): X — X
1 = al=2 1 = b1=2 1 = abl=1
2 = a2=1 2 = b2=1 2 = ab2=2
3 = a3=4 3 — b3=4 3 — ab3=3
4 — a4=3 4 — b4=3 4 — abd=4

2 2
Vemos de nuevo que (¢(a))” = Id, (¢(b))” = Idy ¢(ab) = ¢(a)p(b) = ¢(b)p(a).
Esta es una accion diferente del mismo grupo en X. Pero esta vez, ¢(1) = ¢(ab) = Idy
asi, no tenemos una realizacién por permutaciones puesto que H = {1, ab}.

3.2. Elcubo

Tomemos un ejemplo con mds elementos, para entender mejor lo que sucede. Conside-
remos el grupo B3 de simetrias de un cubo.

Par de vértices opuestos Par de aristas opuestas Par de caras opuestas
(4 parejas) (6 parejas) (3 parejas)

Este grupo tiene: funcién de identidad, 4 * 2 rotaciones de %’T y % para cada par de vértices
opuestos, 6 rotaciones de 7 para cada par de aristas opuestas y 3 3 rotaciones de 7, 7wy 37“
para cada par de caras opuestas. Esto da 24 = 1+ 8+ 6+ 9 simetrias. Este grupo comienza
a ser mds complicado y toma algin tiempo escribir la tabla completa de 1la multiplicacion.
Mais adelante nombraremos todos sus elementos.
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Para ayudarnos, vamos a nombrar todos los componentes del cubo

1 / d h C
k ¢ F
. 2 7 EA_) B
o 7 e e g A
e T~ R
4 3 f b LD
8 vértices 12 aristas 6 caras

El grupo Bj actida sobre el conjunto
X = {17273’475)677787a7b7cﬂd7e7f7g7h7i7j) k7£7A7B7C7D7E’F}'

Por ejemplo, la permutacién correspondiente a la rotacién de 2?” alrededor de la linea a
través de los vértices 3y 5 es

12345678abcdefghi jkABCDEF

A A A A A A A A N A R R R A A A A
67325841hcgkdbjeafi BDFACE

En algiin momento es mejor escribir esto en la notacién de ciclos disjuntos. Para
ello simplemente seguimos lo que sucede con el elemento mientras iteramos la misma
simetria:1 — 6 — 8 — 1y tenemos un ciclo. Escribimos (16 8) para denotar este ciclo
cerrado. Entonces, la permutacion anterior es

(168)(274)(3)(5)(ahj)(beg)(dk f)(ei)(ABD)(C F E).

La accién que describimos nos da una representacion por permutaciones ¢: Bs — Sog.
Esta es una realizacién por permutaciones de B3 (;puedes ver por qué?). En esta repre-
sentacién por permutaciones, el elemento anterior tiene 8 ciclos de longitud 3 y 2 ciclos
de longitud 1. Llamamos a esto la estructura de los ciclos del elemento. La estructura
de ciclos desempefiard un papel muy importante en la teoria de Pdlya. Por supuesto, si
cambiamos la representacién por permutaciones, obtenemos diferentes estructuras de
ciclos.

3.3. Orbitas y conteo de puntos

Cuando estudiamos las acciones de Bs en el conjunto X de vértices, aristas caras del
cubo observamos que una simetria envia un vértice a otro vértice, una arista a otra arista y
una cara a una cara. Una simetria preserva los tipos. Esto nos lleva a definir la nocién de
orbita de un punto x € X.
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Antes de comenzar vamos a considerar un ejemplo con menos permutaciones. Echemos

un vistazo a las simetrias de
1

2 3

Vemos que cualquier simetria necesita fijar el punto 1. Por otro lado, siempre podemos
encontrar una simetria que envie cualquier punto de {2, 3, 4,5} a otro punto de {2, 3,4, 5}.
Decimos que el grupo de simetria que actiia sobre los puntos {1,2,3,4,5} tiene dos
orbitas: {1} y {2,3,4,5}. Vemos que las 6rbitas codifican la naturaleza de los puntos en
nuestros objetos. Asf que las 6rbitas nos dan informacidn interesante sobre las simetrias de
los objetos. Ahora vamos a definir érbitas y ver como contar puntos dentro de ellas.

Dado un grupo G que actda sobre un conjunto X, decimos que la érbita G.x de un
punto x € X es el conjunto
Gr={gx]lgeG}CX.
Este es el conjunto de puntos de X que podemos alcanzar desde x con la accion de G.
Vimos anteriormente un ejemplo de drbitas.
(Cémo contar el nimero de puntos dentro de las 6rbitas de X ? Es decir, ;podemos
encontrar una férmula para |G.x|? Ya la hemos encontrado. Sea

Stab(z) ={g € G|gx =2} CG.

Como vemos, G.xz C X y Stab(x) C G. El conjunto Stab(z) es de hecho un subgrupo
de G. Esto nos da una buena manera de calcular G.x.

Proposicion 8 (Teorema de Lagrange). Para x € X, tenemos

G|
G| = ) _
G2l = @]

La idea es construir una biyeccién explicita entre los dos conjuntos
Gzr <+ {g9S|geG}

donde S = Stab(G). Para cualquier y € G.x, hay muchos posibles g € G tal que y = g.x.

Definimos
a:Gz — {¢9S|geG}

y +— gSdondegestalqueg.z =y
Por supuesto tenemos que asegurarnos de que la anterior es una nueva definicién. Es decir,
que
y=grx=hzx <= hlgz=2 <<= ¢gS=hS.
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La funcién en la otra direccién estd dada por
B:{9S|lge G} — Gu
gS — gz
Las dos funciones construyen una correspondencia entre los dos conjuntos.

Si volvemos a nuestro ejemplo, el grupo de simetrias de

1

2 3

es Cy (ves esto?). Hemos observado 2 6rbitas:{1} y {2, 3,4, 5}. Para 1, vemos que cada

simetria lo fija, entonces
Cof _4_,
|Stab(1)] 4 '
Para cualquiera de los puntos 2, 3,4 o 5, s6lo la simetria identidad fija tal punto, y obte-

nemos
G 4,
Stab(2)] — 1

Ejercicios B

Ej.3.1 D3, Dy, D5, Dg: Estudie los grupos dihedrales. Estos son grupos de simetrias de

A\

D3 =53 D, Ds Ds

donde podemos girar la figura y también levatarla de la mesa, voltearla y ponerla de
nuevo sobre la mesa (reflexion). Encuentre una realizacién por permutaciones para
cada una y dé la estructura de los ciclos de sus elementos.

Ej.3.2 Ay: Estudie el grupo de simetrias rotacionales de un tetraedro. Encuentre una rea-
lizacién por permutaciones y describa la estructura de los ciclos.

[ Qué sucede si se permiten las reflexiones? Es un grupo més grande, ¢ cudl?]
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Ej.3.3

Ej.3.4

Ej.3.5

Ej.3.6

Ej.3.7
Ej.3.8
Ej.3.9

Dado G = S3, encuentre todas las diferentes acciones de S3 en X = {a,b,c}.
En cada caso, describa el homomorfismo correspondiente ¢: S3 — S3. Describa
la estructura de los ciclos de cada elemento de S3, para cada representacion por
permutaciones que construyo.

Contar el niimero de puntos, bordes y caras de los siguientes objetos, usando la

O b

El objeto no siempre es totalmente simétrico y los puntos, bordes y caras se dividen
en Orbitas mds pequeiias (diferentes tipos de puntos, aristas, caras). Utilizar las 6rbitas
para contar el nimero de puntos, aristas y caras de los siguientes objetos usando la
Proposicién 8 y el grupo de simetrias.

AL O ~

(Ejercicios adicionales)
Observe nuevamente Ej.2.2. Describa la estructura de los ciclos de cada elemento de
C} para esta representacién por permutaciones.
Muestre que Stab(z) es un subgrupo.
En la proposicién 8, muestre que o f = Idy f o = Id.

Contar el nimero de vértices, aristas, 2-caras, 3-caras, ..., de un hirpercubo de
dimensién n.

[Sugerencia. Encontrar un grupo de simetria del hipercubo que contiene exactamente
una 6rbita para cada tipo de caras.]

Dia 3

4. Revision del teorema de Lagrange

Proposicion 9 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo que actiia sobre el conjunto X.
Para x € X, tenemos:

1.
2.

una biyeccion G.x — {gStab(z) | g € G},

_ _ g
|G| = |Stab‘(:1:)\'
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Ejemplo 10. Si miramos la Seccién 3.2, el grupo B3

(SE]

™ - !

- >

Par de vértices opuestos Par de aristas opuestas Par de caras opuestas
(4 parejas) (6 parejas) (3 parejas)

actiia sobre el conjunto de vértices, aristas y caras del cubo:

5 6 i Y4
1 / @ ; C
2 [~ k ¢ F
. E— B
o 7 G e A
| .
g /_ 5 g K g T
4 3 f b LD
8 vértices 12 aristas 6 caras

Vemos que exactamente tres simetrias fijan el vértice 1. Por lo tanto

|Bs| _ 24
B3.l|=——=— =8.
|Bs 1] = = 3

Similarmente, s6lo dos simetrias fijan la arista a, entonces

IBs| 24
By.a| = 23 = 22 _ 19,
|Bs.al = =5 2

Finalmente cuatro simetrias fijan una cara, entonces

|Bs| 24

B3 Al = ——
| Bs. Al 1 1

6.

Esto es util para contar vértices, aristas, caras, de objetos con muchas simetrias. Es atin
mds ttil para las cosas que no podemos ver (como en las dimensiones superiores).
Proposicion 11. Considere un grupo finito G que actiia sobre un conjunto finito X. Sea

H={geG|gx=xparatodox € X}.
Entonces,

(1) H es un subgrupo de G.

(2) La accion da una realizacion por permutaciones si 'y sélo si |H| = 1.
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(3) Podemos tomar X = Gy la accion es multiplicacion a la izquierda; en este caso
obtenemos una realizacion por permutaciones.

Dejamos como ejercicio probar (1). Si nunca lo has hecho, es bueno hacerlo. Si lo has
visto antes, es facil.

El item (2) es sutil. Cuando tenemos una accién G x X — X, hemos visto en los
ejercicios de la Seccién 2 que podemos construir un homomorfismo ¢: G' — S| x|. Para
un g fijo, la permutacién ¢(g) estd dada por cémo g permuta X bajo la funcién z — g.x.
Ahora tenemos

(1) =p(g2) == giH =goH.
En efecto,
g1.Z = g2.T < gglgl.x:gglgg.x:x.

Esto es vélido para todos los x si y s6lo si gglgl € H.Estoes, 92—1ng = H (yaque H
es un subgrupo) y por tanto g1 H = go H. Vemos que tenemos tantas permutaciones en
©(G) como elementos en {gH | g € G'}. Entonces,

(&

9(G) = [{gH | g € G}| = melel e et

Ahora (3) es mucho maés facil. Observemos que la accién aquies G x G — G, la
multiplicacién habitual, pero pensamos en G como el conjunto en el que actuamos. El
hecho de que sea una accion es claro, al utilizar la asociatividad y la multiplicacién por
1 en la definicién de accién. Si tenemos gh = h entonces esté claro que g = ghh™! =
hh=! = 1. Asi, H = {1}.

Observacion 12. La Proposicién 11 (3), nos dice que cualquier grupo abstracto puede
realizarse (al menos en una forma) como un grupo de permutaciones. Esto se conoce como
el teorema de Cayley.

4.1. Contando el nimero de érbitas

En este punto esperamos que estés convencido de que el uso de la teoria de grupos es
poderoso para contar cosas relacionadas con simetrias. Nuestro siguiente paso es contar el
nimero de 6rbitas. Como hemos visto anteriormente, podemos ver esto como contar el
nimero de tipos de puntos que tenemos.

Ejemplo 13. Veamos nuevamente C'y actuando sobre la piramide cuadrada y consideremos

sus vértices, aristas y caras.
1
! C
5 h .
4
b C
2 3 a
D
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El grupo Cj actda sobre el conjunto Y = {1,2,3,4,5,a,b,¢,d,e, f,9,h, A, B,C,D, E}.
Este conjunto se descompone en Orbitas disjuntas. Denotamos esto como

Y/Cy = {{1},{2,3,4,5},{a,b,c, ), {e, f,9,h},{A, B, C, E},{D}}.

Vemos que el nimero de 6rbitas cuentan diferentes tipos de cosas.
En cuanto al nimero de elementos en una 6rbita, también hay una hermosa férmula
para contar el nimero de drbitas de una accién. Si G actda sobre un conjunto X, definimos

Fiz(g) ={z € X | g.x = z}.

Proposicion 14 (Lema de Burnside). Dado un grupo finito G que actiia sobre un conjunto
finito X, tenemos

1 .
| X/G| = @l Z |Fiz(g)|.

geG

Ver esto no es dificil después de algunas manipulaciones de los conceptos que hemos
tratado.

Do [Fia(g) = DD bege = DY Gnga

geG geGreX zeX geG
G|
= Z |Stab(z)| = Z Gl
rzeX rzeX

La ultima igualdad es un buen truco.

Asf que, si queremos contar el nimero de 6rbitas de una accién, simplemente necesita-
mos encontrar la cardinalidad del conjunto Fiz(g) para cada g € G. Veamos nuevamente
aCy = {1,a,a? a®} actuando sobre Y en el ejemplo 13. Encontramos que:

Fix(1) =Y,

Fix(a) = {1, D},
Fiz(a?) = {1, D},
Fiz(a®) = {1, D}.

Por lo tanto,
1 24
|Y/Cy| = Z(18+2+2+2) =5 =6
Es maravilloso que esto funcione tan bien.

Realiza un ejemplo mds. Describe las simetrias, ciclos, orbitas de los vértices, aristas,
y caras de
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Ejercicios C

Ej.4.1.1 Considere las acciones que se definieron en los ejercicios Ej.3.4 y Ej. 3.5, y use la
proposicién 14 para contar el nimero de drbitas en cada uno de los siguientes objetos.

X
AL O —~

Ej.4.1.2 Considere las acciones de Cy = {1,a,a? a3} enel conjunto Z = {1,2,3,4,5,a,b}
con los cinco vértices {1, 2,3,4,5} y los dos segmentos diagonales {a, b} represen-
tados a continuacién. Utilice la proposicién 14 para contar el nimero de 6rbitas.

4 3

1 2

Ej.4.1.3 Muestre que H en la proposicion 11 es un subgrupo.
Dia 4

5. Coloracion y teoria de Pélya

Supongamos que nuestra amiga Laura quiere crear un juego con piezas de baldosas
como las siguientes:

KiAXK AKX
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El juego consiste en embaldosar un tablero de 2 x 3 de modo que el color coincida donde
las baldosas se tocan. Un buen juego terminard con un mosaico como este:

Ra

b O

Pero a ella le gustaria saber cudntos tipos de baldosas necesita, y cudntos buenos juegos
diferentes serdan posibles. Vamos a tratar de ayudarla...

5.1. Coloraciones de acciones

Cuando tenemos un conjunto finito X, una coloracién de X con ciertos colores es
una funcién w: X — {colores}. De hecho, si tenemos un conjunto como X = {1,2, 3}
y dos colores 70jo y azul, podemos hacer 8 coloraciones diferentes. A saber:

123;  123;  123;  123;  123;  123;  123; 123

Esto es lo mismo que las funciones {1,2,3} — {rojo,azul}. Si C es un conjunto de
colores, entonces denotamos por CX el conjunto de todos las coloraciones de X por C.
Este es el conjunto de todas las funciones

CX = {w: X — C funcién}.
Para nuestro ejemplo anterior con X = {1,2,3} y C' = {rojo, azul} obtenemos

CX ={123,123,123,123,123,123,123, 123}.

Ahora, cuando un grupo G actiia sobre X, entonces G' también acttia sobre el conjunto
més grande de todas las coloraciones CX de manera natural. De hecho, si w € C¥,
tomamos (g.w)(z) = w(g~'.z) y funciona. Aqui g.w es una nueva funcién construida
desde w. Necesitamos usar la inversa de g en esta definicién para que el “tecnicismo” de la
definicién de accién funcione para la accién en CX.

((hg)w)(x) = w(ghg)llw)

I
TS 4&
_
—
>
|
2

Observemos el tecnicismo en mostrar que (hg).w = h.(g.w). Trata de entender cada
igualdad. Este tecnicismo es importante para que las cosas funcionen bien, pero no jugard
un gran papel al final.
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Ejemplo 15. Trabajemos con nuestro ejemplo y el grupo de permutaciones S5 actuando
sobre X = {1, 2,3} (permuta los niimeros). Recordemos que

Sz = {123,132, 213,231, 312, 321},
cadao € S5 esunapermutaciéno: X — X,y tenemos una accién. Sea C = {rojo, azul}
y consideremos w € CX. Por ejemplo, 123 es la funcién w(1) = rojo, w(2) = azul y

w(3) = rojo. Sea o = 231 y comprobemos que o~} = 312. Asf que la nueva funcién
o.w se define como sigue:

(.w)(1) = w(o™' (1)) = w(3) = rojo,
(e.w)(2) = w(e™(2)) = w(l) = rojo,

(c.w)(3) = w(e™1(3)) = w(2) = azul.

Luego, o.w = 123. Si observamos las 6rbitas de X con la accién de S5 vemos que sélo
hay una érbita (X es una sola érbita). Pero si miramos las 6rbitas de la accién sobre CX,
surge una imagen muy diferente:

CX /8y = {{123}, (123,123,123}, {123,123,123}, {123}}.

Podemos representar esto en un tridngulo. Recordemos que S3 = D3 es la simetria del
tridngulo permitiendo volteretas y rotaciones.

A

1 2

El conjunto CX /S5 se puede representar como

s HUAMA A AMA A AMAY

Como podemos ver, cada 6rbita representa un tipo posible de collar con tres perlas y dos
colores de perlas diferentes. Asi que podemos usar la proposicién 14 para contar el nimero
de posibilidades. Primero tenemos que averiguar qué es F'iz(g) para cada simetria en el
conjunto CX . Veamos primero nuestro ejemplo. Para Id = 123 € S3 es ficil, puesto que
123 siempre fija todas las coloraciones

Fix(Id) = CX — |Fiz(123)| = |O|X] =23 = 8.

Para las otras permutaciones:
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Fiz(132) = {123,123,123,123} = |Fiz(132)| =4 =2?
Fiz(213) = {123,123,123,123} = |Fiz(213)| =4 = 2?
Fiz(231) = {123,123} = |Fiz(231)| =2=2!
Fix(312) = {123,123} — |Fiz(312)| =2=2!
Fiz(321) = {123,123,123,123} = |Fiz(321)| =4 =22

z

Usando la proposicién 14 obtenemos la respuesta correcta:

1 24
|CX /S| = S8 +4+4+2+244) = T =4

Notaste que |F'iz(g)| siempre es un potencia de |C| = 2, esto no es un accidente.

Proposicién 16. Dado G que actiia sobre X, obtenemos una accion de G sobre CX. Para
g € G, tenemos que

w € Fiz(g) <<= w(r)=w(gr)=w(g’z)=w(g>z)=..

para todos los © € X. Es decir, w es constante durante los ciclos de g para la accion en
X.

Presta atencion aqui. Tenemos dos acciones a considerar: la accién de G sobre X y la
accién de G sobre CX. Estamos interesados en el conjunto F'iz:(g) para la accién de G en
C™, pero para calcularlo, utilizamos la accién de G sobre X. Vemos en la proposicién 16
que estamos interesados en los ciclos disjuntos de g sobre X . Recuerda que los ciclos de
g € G se obtienen observando lo que sucede cuando aplicamos una potencia sucesiva de ¢
alos elementos de X: 2 — g.ox — g%.2 — - -- hasta que regresemos a z. Si g fija a w, es
decir (g.w)(z) = w(x), entonces aplicando g~ a ambos lados obtenemos

w(@) = (97 w)(z) = w(g.x).

Aplicando g—! de nuevo a la igualdad anterior obtenemos

-2

w(g.z) = (g7 w)(x) = (¢7%w)(z) = w(g®.2).

Podemos seguir asi para mostrar una de las implicaciones de la proposicion 16.

En la notacién de ciclos, la permutacién 213 es (1 2)(3). Observemos que en Fiz:(213),
todas las coloraciones del conjunto tienen el mismo color para el ciclo (1 2) y para el ciclo
(3). Por otro lado, 231 es un sélo ciclo (12 3) y sélo 2 colores son constantes en este ciclo.
El reciproco de la proposicién anterior queda como ejercicio. Lo que hemos visto hasta
ahora es que cuando G actiia sobre CX, tenemos

[Pia(g)| = |c]ex(),

donde |cycx (g)| es el nimero de ciclos en la descomposicién de g como producto de
ciclos disjuntos.
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Teorema 17. Dado G que actiia en X, tenemos que G actiia sobre CX . Sea ¢ = |C)|,

‘CX/G’ = |7(1;| Z clevex (9)]

geG

Observa que esto se sigue de la proposicion 14 y la proposicion 16.

Ejercicios D

Nuestra amiga Laura que acaba de aprender sobre este teorema estd bastante segura de
que podemos usarlo para resolver su pregunta. Hagamos esto juntos ... Primero un poco de
calentamiento.

Ej.5.1 Sea B3 que actiia sobre el cubo el v B F yseaX ={A,B,C,D,E,F}

b
el conjunto de caras. Considere C' = {rojo, negro, azul,verde} y Bs actia en las

coloraciones CX. Ahora, responde a la primera pregunta que teniamos: cudntos
dados diferentes con cuatro colores podemos construir?

Ej.5.2 Ahora, responde a la segunda pregunta que teniamos: ;cudntos collares de longitud
8 con 3 tipos de perlas podemos hacer? [Sugerencia: usa Dg actuando sobre un
octdgono. ]

Ej.5.3 Resuelve las dos preguntas de Laura. Ten en cuenta que las baldosas estan coloreadas
en un solo lado.

Dia 5

6. Teoria de Pélya

Hoy, Laura dijo que es una mala idea tener el mismo color en una sola baldosa mas
de dos veces. El juego seria mas interesante si no permitimos el mismo color mas de dos
veces en cada baldosa. Pero ahora, ;necesitamos rehacer toda nuestra estrategia de conteo?
Ella no estd segura de que podamos resolver su problema. Pero oyé que un matemaético
que gustaba de la ciencia, de nombre Pélya, tenfa un problema similar y encontré una
solucién. La molécula Cs Hy Brs tiene 6 atomos de carbono (C) en un hexagono, y los
atomos de hidrégeno (H) y bromo (Br) se unen de forma circular alrededor de él. Pero en
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la naturaleza hay mas de una posibilidad y la molécula puede tener un comportamiento
diferente, dependiendo de la configuracion.

Br H H H H H

H H H H Br Br

El queria también entender la posible configuracién de una molécula méas compleja y para
ello necesitaba refinar el principio de contar y poder contar coloraciones con un tipo de
colores especificos (cudntos de cada color). Para esto necesitamos refinar nuestro conteo
recordando qué colores fueron usados.

Sigamos con un ejemplo.

Ejemplo 18. Recordemos que Dg = {1,7,72, 73,74 15 s, 89, 53, 54, S5, 56 } actia sobre
el hexdgono, como se muestra en la figura 1 y esto define una accién en los vértices
X ={1,2,3,4,5,6}:

s3 s1 2 1
52

Figura 1. D6

Hemos visto en el teorema 17 que el nlimero de ciclos para cada elemento del grupo
desempefia un papel importante en el conteo de coloraciones. Si queremos refinar nuestro
conteo, ahora tenemos que estudiar exactamente el tipo de ciclos de cada elemento de
Dg usando la representacion por permutaciones con respecto a X . Para ello utilizaremos
monomios para codificar el tipo de ciclos de cada elemento. Por ejemplo, si un elemento
tiene 2 ciclos de longitud 1, 3 ciclos de longitud 2 y 1 ciclo de longitud 4, entonces lo
codificaremos con un monomio

2.3
TITHT4.

En general, el exponente de x; es el nimero de ciclos de longitud ¢ en nuestra representacion
por permutaciones del elemento. Para Dg que actda sobre X = {1,2, 3,4, 5,6} tenemos
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elemento de Dg tipo de ciclos monomio de ciclos
1 (1) (2)(3)(4)(5)(6) G
r (123456) T6
r? (135)(246) x3
rs (14)(25)(36) x3
r (153)(264) x3
o (165432) Tg
51 (1)(4)(26)(35) i3
52 (12)(36)(45) 3
83 (2)(5)(13)(46) i3
54 (23)(14)(56) 3
85 (3)(6)(24)(15) i3
56 (34)(25)(16) 3

Ahora ponemos toda esta informacién en un polinomio (la suma de todos los monomios),
con lo cual producimos

1
Ppy x (1,22, T3, T4, %5, Te) = E(Jc? + 226 4 222 + 43 + 3x1x2)
Llamamos a esto el polinomio de indice de ciclos de la representacién por permutaciones
de Dg. El factor 5 estd ahi, ya que jugard un papel en el resultado final. Este polinomio

no utiliza las Varlables T4y T5 en este caso.

En general, considere un grupo G que actda sobre un conjunto finito X donde n = | X|.
El indice de ciclos de la representacion por permutaciones de GG sobre X es

1 |e g g
P Z/CX,I( )‘ |CyCX,2( )‘ CYCx . n
G,X('rlvx27~"7xn)—a E Jfl 332 .’I,',‘ny X, (g)‘7
geG

donde |cycx ;(g)| es el nimero de ciclos de longitud i en la representacién por permuta-
ciones de g con X. Observamos de inmediato que si coloreamos la accién con ¢ = |C|
colores, el teorema 17 se puede escribir como sigue

|CX/G| = Pe x(cc,...,c).

( Ves esto?

Para Dy,

Pp, x(c,c,c c,c,0) = S+2e+22 443 +3c¢%¢ ) S+2c4+2%+4¢ —|—302+2)

12( 12(

Ahora el exponente de c en el lado derecho, cuenta exactamente el nimero de ciclos como
en el teorema 17.

Si queremos refinar nuestro conteo, podemos usar el polinomio de indice de ciclos,
que refleja el tamafio de cada ciclo. Recordemos que un color debe respetar los ciclos de
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un elemento para ser fijado por este elemento. La variable x; en el polinomio de indice
de ciclos aporta un ciclo de longitud ¢. En lugar de sustituir x; <— ¢, podemos intentar
mantener un registro de qué color se uso y cudntas veces. La manera de codificar esto con
la funcién generadora es hacer
T; <—a’i+a§+--~—|—af3.

Entendemos la expresioén del lado derecho como eligir (el simbolo “+”) un color de
{a1,as,...,a.}y usarlo i-veces.

Veamos lo que sucede cuando hacemos esto con Pp, x teniendo dos colores {a, 7 }:

Ppyx(a+r,a®+r%a®+r3a* + 14 a% + 15, a% +19)

1 .
= 5 ((a+7)°+2(a° +7%) +2(a® +77)* + 4(a® +7%)° + 3(a+7)*(a® +72)%).

Vamos a expandir:

(a+7)°% = a%+6a°r + 15a*r2 + 20013 + 15a2r* + 6ar® + 18
ab 416 = b4 6
(a?) + 7,3)2 — aG + 2(137)3 + ,,,6

a® + 30412 + 3022 + 6
(a® + 2ar + r?)(a* + 2a%r? + 1)
= a8+ 2a®r + 3a*r + 243 + 3a®r + 2ar® + 5.

(a2 4 2)3
(a+7)2%(a® + r?)?

Cada expansién monomial “cuenta” el niimero de coloraciones que fija cada elemento
de Dg. Por ejemplo, s5 € Dg tiene ciclos (3)(6)(24)(15). Sabemos que un color serd
fijado una vez que escojamos un color para 3, 6, {2,4} (mismo color) y {1,5} (mismo
color). El monomio de ciclos es x323. Cuando sustituimos z1 < a + 7'y g < a? + 12
producimos todas las opciones de elegir un color (a + 7)(a + r)(a? + 72)(a? + r?) para
3,6,{2,4} y {1, 5}, respectivamente. Entonces, la expansién

a8 + 2a°r + 3a*r? 4 24313 + 3a%r* + 2ar® 4+ 1©

nos da un refinamiento para contar las coloraciones que se fijan por ss, teniendo en cuenta
cudntas veces se utiliza un color. Por ejemplo, el coeficiente 3 delante de a*r? significa
que hay 3 coloraciones que serdn fijadas por s5 con cuatro a y dos 7. Cuando expandimos
(a+7)(a+7)(a® 4+ 7?)(a® 4 r?) podemos obtener a*r? de tres maneras diferentes:

(a+1)(a+1)(@+r%) (@2 +7%)
(a+r)(@+r)(a+r?)(a+r?)

(a+r)(a+r)(@®+r?)(a+r?).

Cada forma de obtener el monomio a*r? corresponde exactamente a una opcién de

color que se fija por s5 seleccionando el color que ponemos en cada ciclo 3, 6, {2,4} y
{1, 5} respectivamente. Estos son (enumerados de la misma manera que conseguimos los
monomios anteriormente):
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)
D
)
D
&
D

2 1 2 1 2 1

Donde aqui coloreamos los elementos de X, rojo para los r y azul para los a. Asi, conti-
nuamos nuestra expansién de Pp, x

Ppy.x(a+r,a2 412,63+ 13, a* + 14, a® + r®, ab + r6)

= % (12@6 + 12a®r + 36a*r? + 24a3r3 + 36a2r* + 12ar® + 127’6)

=ab +a®r + 3a*r? 4 24313 + 3a%r* 4 ar® 4 5.
Cuando hacemos esto, delante de cada monomio usamos la proposiciéon 14 para cada
distribucién de colores por separado. Entonces

Ppg x = a® +a°r + 3a"? 4+ 2% + 3a®*r* + ar® +1°

nos da la distribucién de coloraciones posible dependiendo de cudntas veces se utiliza
cada color. De hecho, la pregunta de Pélya se responde, ya que hay exactamente tres
coloraciones posibles de un hex4gono usando 2 Bry 4 H. Es el coeficiente de a?r* en
Pp,.x después de la sustitucion z; < a’ + 1.

Resumimos lo que hemos hecho en general como sigue:

Teorema 19 (Pdlya). Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X, considere la
accién de G sobre C* con c = |C)|.

(a) El polinomio de indice de ciclos Pg x evaluado en c es

Po x(c,c,...,c)= ’CX/G|.

(b) El coeficiente de a’ al? - - - al en el polinomio resultante de la sustitucion

x; —ajl+as+---+a,
en Pg x, es el niimero de coloraciones de X con el color a; usado d; veces.

Con lo expuesto en la seccién y generalizando el ejemplo 18 obtenemos una demostra-
cion del teorema.

Ejercicios E

Ahora tratemos de resolver la pregunta de Laura. Una vez mds, calentemos un poco
antes.
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Ej.6.1 Elije una representacién por permutaciones que hayas hecho antes.

(a) Da el polinomio de indice de ciclos.
(b) Contar el nimero de coloraciones usando 3 colores.
(c) Contar el nimero de coloraciones usando 3 colores, pero no repetir ningtin color
en una coloracion.
(d) Contar el nimero de coloraciones usando 3 colores, pero teniendo un color
repetido una vez.
Ej.6.2 Contar el niimero de manera de construir las baldosas de Laura sin colores utilizados
mds de dos veces.
Ej.6.3 ;Puedes contar el nimero de los buenos embaldosados de Laura de tamafio 2 x 3,
usando sélo las baldosas del ejercicio Ej.6.27
Ej.6.4 ;Puedes contar coloraciones en una dimensién mads alta? (Coloraciones de un
politopo)?
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