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Resumen

El objetivo de este estudio es indagar sobre las conexiones matematicas entre manifestaciones del drea que establecen
(0 no) los maestros en formacion al resolver tareas asociadas al calculo del area de superficies planas. Los estudiantes
para maestro, reunidos en parejas, respondieron un cuestionario que solicitaba: 1) medir el area de superficies planas
utilizando dos o tres procedimientos diferentes, y 2) justificar cada resolucién con base en los procedimientos utilizados.
Los resultados obtenidos evidencian que la gran mayoria de estudiantes para maestro privilegian el uso de procedimientos
numeéricos y el uso de formulas, ignorando procedimientos geométricos e intuitivos que facilitarian la tarea de cuantificar
el area. En este sentido, se advierte la dificultad de los estudiantes para maestro para establecer conexiones entre las
manifestaciones del drea.

Palabras clave: conexiones matemadticas; conocimiento del profesorado; medicion del drea; estudiantes para maestro.

Abstract

The aim of this research is to explore the mathematical connections between area manifestation, which pre-service
teachers can be established (or not) when solving tasks related to measuring flat surfaces. Pairs of pre-service teachers
answered a questionnaire in which they were requested to: (1) measure the area of flat surfaces using two or three
different methods, and (2) justify every resolution based on the methods that were used. Results showed that most
aspiring teachers prioritize numerical methods and formulas, ignoring geometrical and perceptive methods, can make the
task of measuring area easier. In this sense, it can be said that is difficult for pre-service teachers to establish connections
between the manifestations of the area.

Keywords: Mathematical Connections; Teacher’s Knowledge; Area Measurement; Pre-service Teacher.

DOI: http://dx.doi.org/10.21676/23897856.2984

69 enero - junio de 2019


https://orcid.org/0000-0002-5304-212X
https://orcid.org/0000-0003-0366-3988
https://orcid.org/0000-0001-6296-4591

Praxis

Conexiones matematicas que establecen maestros en formacion al resolver tareas de medida y comparacién de areas

Introduccion

Diversos modelos que abordan el conocimiento del

profesorado, propuestos desde la investigacion y desde el
andlisis de situaciones précticas, hacen referencia a la
necesidad de implementar experiencias que permitan
focalizarse en el desarrollo de conocimientos vy
competencias de los docentes como un tema fundamental
en la agenda de la investigacion en educacién matematica
(Ball, Thames y Phelps, 2008; Carrillo, Climent, Contreras y
Mufioz-Catalan, 2013; Ponte y Chapman, 2006; Shulman,
1986; entre otros). En este sentido, es fundamental que el
conocimiento de los profesores trascienda el dominio de un
tema o de sus materiales diddcticos, pues esto permitiria
mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje (Espinosa,
2016).

En este orden de ideas, las conexiones matematicas se
presentarian como un aspecto clave en el momento de
ensefiar y aprender un nuevo conocimiento ya que
permitirian al profesorado relacionar los distintos
contenidos de la disciplina de las matematicas y, al mismo
tiempo, otorgar sentido al trabajo matematico de los
estudiantes (De Gamboa, Badillo y Ribeiro, 2015). Esta
accion de establecer relaciones entre distintos contenidos
matematicos requiere el uso de varias estrategias
didacticas, precisas y apropiadas si lo que se busca es
favorecer la comprension de los alumnos. El uso de tales
estrategias didacticas, de acuerdo con Ball, Lubienski y
Mewborn (2001), seria un aspecto clave en la ensefianza en
esta drea ya que estarian vinculadas con cémo los
estudiantes comprenden y utilizan las ideas matematicas.
Es necesario considerar también que una mayor libertad
para seleccionar y utilizar estrategias didacticas que
permitan relacionar los distintos contenidos matematicos
requiere un adecuado conocimiento matematico vy
habilidades especificas referidas al contenido que se va a
ensefar (Ball et al., 2008).

En este estudio se indagd como un grupo de estudiantes
para maestro (EPM) establece conexiones matemadticas al
resolver tareas de medida y comparacion de area de
superficies planas. Para esto, se observaron y analizaron los
cambios de registro en las diferentes estrategias de
resoluciéon utilizadas en cada tarea, lo que permitid
establecer tres niveles en la elaboracién de las conexiones
matematicas establecidas. Para determinar conexiones
asociadas al concepto de area, se tomaron como base las

manifestaciones del drea propuestas por Corberan (1996)
y, posteriormente, para la caracterizacion de las
conexiones encontradas, se tomd como referencia el marco
propuesto por De Gamboa y Figueiras (2014).

Teniendo en cuenta las lineas de investigacion sobre las que
se apoya el presente estudio, se organiza este apartado en
tres bloques: el primero relacionado con aspectos del
conocimiento del profesorado; el segundo, con conexiones
matematicas y la necesidad de considerarlas en el
momento de ensefiar un nuevo contenido, y el dltimo
apartado tiene que ver con el concepto y la medida del drea
y la problematica de su ensefianza y aprendizaje.

Conocimiento del profesor

Buscando un marco que permitiera analizar las relaciones
entre las diferentes interpretaciones sobre un concepto
matemdtico, se ha observado que un problema
ampliamente reconocido en los resultados de las
investigaciones focalizadas en el profesor es |la
caracterizacion del tipo de conocimiento matemadtico y
diddctico-matematico que se pone en juego o que se
requiere para desarrollar la tarea docente de manera
eficiente (Chapman, 2008; Llinares, 2012; Sowder, 2007).
Asi han surgido modelos tedricos que han propuesto
diversas categorias y componentes del conocimiento
necesario para la ensefianza de las matematicas.

Shulman (1986) categorizo tres tipos de conocimiento que
todo profesor debia tener: 1) conocimiento del contenido
(Subject Matter Content Knowledge, SMCK), referido a la
cantidad y organizacion del conocimiento de un tema
matematico en la mente del profesor; 2) conocimiento
pedagdgico del contenido (Pedagogical Content
Knowledge, PCK), relacionado con las formas de
representar y formular un tema en particular; y 3)
conocimiento curricular del contenido (Curricular Content
Knowledge, CCK), asociado al conocimiento de la normativa
que regula la ensefianza, considerando los contenidos por
tratar en cada nivel.

Posteriormente, Ball et al. (2008) elaboran un refinamiento
del modelo propuesto por Shulman (1986) y establecen una
subdivision del dominio del conocimiento del contenido
(SMCK) en tres subdominios: (1) conocimiento comun del
contenido (Common Content Knowledge, CCK), referido a
aquel conocimiento matematico y habilidades utilizadas en
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escenarios diferentes al de la ensefianza; 2) conocimiento
especializado del contenido (Specialized Content
Knowledge, SCK), que es el conocimiento matematico y las
habilidades propias de la ensefianza; y 3) el conocimiento
del horizonte matematico (Horizon Content Knowledge,
HCK), esto es, el conocimiento que permite relacionar los
distintos contenidos matematicos que se ensefan y que
forman parte del curriculo. Esta relacién permitiria
establecer un fundamento matematico para cada uno de
los contenidos matematicos que se abordan en los distintos
niveles educativos, pues se trabajarian de forma conectada
contenidos de afios anteriores y posteriores. Al respecto,
De Gamboa et al. (2015) sefialan que el conocimiento del
horizonte matematico permite identificar aspectos claves
del contenido y gestionar actividades de aula por medio de
conexiones matematicas, favoreciendo la construccion de
un conocimiento matematico soélido y duradero en el
alumnado.

Carrillo et al. (2013) proponen una reinterpretacion de los
modelos anteriores y utilizan el concepto de conocimiento
especializado del profesor de matematica (MTSK),
diferenciandolo de otros tipos de conocimiento en la
medida en que seria especializado Unicamente desde la
ensefianza de las matematicas y para los profesores que
ensefian la disciplina en la educacion formal. Debido a que
dicha especializacién contempla un conocimiento
matematico y un conocimiento didactico del contenido,
permitiria a los profesores transitar entre los distintos
contenidos que se delimitan en los planes de estudio. Asi
pues, estos autores consideran que es necesario relacionar
los distintos componentes matemadticos a fin de lograr la
comprension de las caracteristicas y propiedades de los
variados conceptos de la disciplina, considerando el
proceder habitual del alumnado.

Cabe sefialar que en el presente estudio no se pretende
realizar un andlisis exhaustivo de la relacién que existe
entre el conocimiento de los futuros maestros y el tipo de
conexiones matematicas que son capaces de establecer
con base en él, sino que, mas bien, la idea central es realizar
un primer acercamiento a la capacidad de los docentes en
formacion para establecer e identificar conexiones
matematicas en relacion con la medida del drea. En este
sentido, nos apoyamos en el conocimiento del horizonte
matematico ya que permitiria establecer relaciones entre
distintos conceptos matemdticos asociados a la medida del
area.

Conexiones matematicas en los procesos de
ensefianza-aprendizaje

En la literatura se hace referencia al término “conexion
matematica” como wuna relaciéon entre las ideas
matematicas, construida por el alumno, y como un proceso
que es parte de la actividad de hacer matemdticas
(Businskas, 2008). Concretando esta idea, De Gamboa y
Figueiras (2014) se refieren a las conexiones matematicas
como una red de enlaces, entendidos como vinculos légicos
y coherentes que permiten articular nuevos significados.

La accidn de establecer conexiones matematicas ocurre en
la mente de quienes aprenden y, por tanto, es una
construccion mental (Businskas, 2008). Dicho proceso
podria explicar, en parte, cdmo los alumnos organizan los
distintos conceptos matematicos y los relacionan de un
modo coherente. Ahora, si bien es cierto que las relaciones
entre los diferentes conceptos matematicos existen por si
solas, es tarea de los profesores asegurarse de que los
estudiantes logren establecer las conexiones apropiadas
entre estos. Para lograr esto, es preciso que los docentes
comprendan las  matemdticas como una red
interrelacionada de ideas en si mismas y conozcan
estrategias y ejemplos que propicien la adecuada
comprension en los alumnos (Businskas, 2008). De este
modo pueden direccionar la ensefianza para que los
estudiantes logren reconocer y otorgar sentido a las
distintas conexiones matematicas.

En este sentido, la capacidad de los profesores para
establecer conexiones matematicas en los procesos de
ensefianza-aprendizaje se presentaria como un aspecto
clave para promover la construccién de un conocimiento
solido y duradero, a la vez que permitiria gestionar posibles
errores y dificultades en los alumnos (De Gamboa et al.,
2015). Para que esto ocurra, es necesario, entre otros
conocimientos y competencias, que el profesor sea capaz
de analizar la actividad matematica implicada en la
resolucidn de los problemas que propone a sus estudiantes,
con el fin de disefar, gestionar y evaluar la implementacién
de situaciones de ensefianza-aprendizaje.

Debido al caracter interno y externo propio de la disciplina
de las matematicas, el conocimiento matematico posibilita
la diferenciacion de una tipologia especifica de conexiones.
Aquellas que establecen relaciones entre aspectos internos
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de la matematica se denominan  conexiones
intramatematicas y, segun De Gamboa y Figueiras (2014),
estas pueden ser asociadas con procesos transversales y de
tipo conceptual.

Las conexiones que tienen que ver con procesos
transversales establecen relaciones entre un concepto
matematico y un proceso transversal asociado, como
pueden ser las heuristicas relacionadas con la resolucién de
problemas. Por su parte, las conexiones de tipo conceptual
relacionan representaciones, procedimientos o técnicas
asociadas a un concepto o a conceptos diferentes (De
Gamboa y Figueiras, 2014). Para analizar los procesos
cognitivos involucrados en el pensamiento matematico,
Duval (2006) diferencia entre dos tipos de representacion
en la actividad matemadtica: 1) las conversiones, y 2) los
tratamientos. Mientras que las primeras se dan entre
registros diferentes, los segundos se producen dentro de
un mismo registro.

Por otro lado, aquellas conexiones que establecen
relaciones entre los contenidos matematicos asociados a la
vida diaria, a otras disciplinas curriculares y a modelos
construidos a partir de referentes reales se denominan
conexiones extramatematicas (De Gamboa y Figueiras,
2014).

Las conexiones matematicas, por lo tanto, tienen una
relacion estrecha con el conocimiento matematico que
debe poseer el profesorado. En este sentido, tener un
conocimiento de la disciplina, de la pedagogia y del
curriculo (incluyendo otros contenidos matematicos y de
distintas asignaturas) permitiria al profesorado mayor
libertad para transferir el conocimiento matematico
escolar (De Gamboa et al., 2015).

La medida del area y dificultades asociadas

Las dificultades asociadas a la comprension del concepto de
area han tomado un rol protagonico en diversas
investigaciones, las cuales han ido estableciendo principios
orientadores para los procesos de ensefianza y aprendizaje
que abordan este tema. Diversos estudios (Corberan, 1996;
D’Amore y Fandifio, 2007; Freudenthal, 1983; entre otros)
han mostrado que una gran cantidad de alumnos de
educacion primaria presentan dificultades y errores en el
momento de resolver problemas asociados a la medida del
area. Algunas de estas fallas evidencian una pobre

comprension tanto del significado de las formulas como del
concepto, pues se ha constatado que algunos estudiantes
utilizan la férmula de largo por ancho para encontrar el
area de un rectangulo y la de otras figuras distintas.

La medicidn del drea es particularmente interesante ya que
involucra la coordinacion de dos dimensiones: el origen
experiencial de la formula del drea es la accién
unidimensional de cubrir fisicamente un rectangulo con
unidades cuadradas, la cual sugiere un proceso aditivo,
mientras que la formula es bidimensional y multiplicativa
(Outhred y Mitchelmore, 2000). Esta coordinacion entre
dos dimensiones puede proporcionar ejemplos variados
sobre las conexiones que son capaces de establecer los
alumnos al relacionar la medicién del area con los
conceptos de unidad y de iteracién de unidad, la cantidad
de unidades y el calculo con férmulas.

Sin embargo, para que los estudiantes sean competentes a
la hora de asociar una unidad de medida al area es
necesario que comprendan esta Ultima como una cantidad
bidimensional dentro de limites especificos y que se
configura, segun Huang y Witz (2013), a partir de la
adquisicion de las formas, la medida y los célculos
implicados en la medida. La accién de medir el drea de una
superficie exige asignar un nimero al drea para comparar
la superficie con su respectiva unidad de medida. Esto
requiere entender el concepto de unidad de medida, pues
el uso de este tipo de procedimientos conduce a un
tratamiento cuantitativo del area (Corberan, 1996).

Considerando la complejidad en los procesos de medida del
area, la riqueza contextual y la pobre instruccidn, que se ve
reducida al uso de férmulas (Freudenthal, 1983), seria
deseable incluir en las experiencias de ensefianza-
aprendizaje un tratamiento cualitativo y cuantitativo del
area. Esto permitiria a los alumnos desarrollar una variedad
de estrategias y una comprensién gradual del conceptoy la
medida del area. A su vez, haria posible interpretar el
significado propio de las férmulas, estableciendo, por
ejemplo, una relacién entre experiencias concretas y el
significado fisico de las formulas.

Enfatizamos el desarrollo gradual de estrategias ya que el
uso temprano de férmulas en los procesos de medida del
area podria desencadenar, en los alumnos, dificultades
para interpretar el significado fisico de la representacion
numeérica del area (Corberan, 1996). D’Amore y Fandifio
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(2007) muestran evidencias de cémo, al variar la forma de
una superficie, estudiantes de primaria no logran aceptar la
posible inmutabilidad de la medida de la superficie, siendo
incapaces de identificar que el drea es independiente de la
forma de la superficie (propiedad de conservacion).

Por otro lado, incorporar estrategias concretas y trabajar
en el desarrollo gradual de una comprensién de los
procesos de medida del area podria facilitar el estudio de
contenidos posteriores, pues cuando la medida del area se
generaliza desde aplicaciones continuas hacia aplicaciones
discretas, los modelos de drea se convierten en un medio
natural para ensefar, por ejemplo, fracciones vy
multiplicaciones (Freudenthal, 1983).

El conocimiento y la comprension del drea de los futuros
maestros de primaria también puede ser inadecuado.
Simon y Blume (1994) informan que muchos EPM utilizan
unidades lineales en lugar de unidades cuadradas para
medir dreas y piensan que, al duplicarse la longitud de los
lados de un cuadrado, también se duplica su area. Ademas,
los investigadores advierten que una gran cantidad de
docentes en formacién no logran disociar el area del
numero que la mide y, al medir dos superficies iguales con
distintas unidades de medida, afirman que una es mayor
que otra basandose en los datos numéricos. Esto resulta
preocupante pues la competencia matematica inadecuada

Tabla 1. Manifestaciones de

de profesores hace que estos vuelvan a su conocimiento
procedimental, aprendido de forma rutinaria en etapa
escolar, cuando se encuentran bajo presion en el momento
de completar una tarea matematica (Menon, 1998), lo que
hace que transmitan su incomprension del concepto de
area a los alumnos.

Corberan (1996), basandose en estudios previos (Douady y
Perrin-Glorian, 1989; Freudenthal, 1983), se refiere a que la
ensefanza del drea deberia contemplar un tratamiento
cualitativo con privilegio de procedimientos geométricos, y
un tratamiento de tipo cuantitativo ligado al uso de
procedimientos numéricos. Asi, establece cuatro diferentes
manifestaciones del area que deberian estar implicadas en
los procesos de ensefianza-aprendizaje de la medida del
area, a saber: 1) el 4rea como cantidad de plano ocupado
por la superficie; 2) el drea como magnitud auténoma;
3) el area como nimero de unidades que recubren
la superficie; y 4) el drea como producto de dos
dimensiones lineales. Estas manifestaciones contemplan
estrategias diversas vinculadas a procedimientos
geométricos e intuitivos y a procesos numéricos
bidimensionales y unidimensionales que podrian contribuir
a desarrollar un aprendizaje mas conectado del area.
La Tabla 1 muestra ejemplos de los procedimientos
que corresponden a cada una de las manifestaciones del
area.

area y procedimientos involucrados.

Manifestaciones del drea (M)

Acciones/procedimientos

(P)

M1. El drea como cantidad de
plano ocupada por una
superficie

P1. Procedimientos geométricos:

P1.1. Comparar dreas de superficie con ausencia de nimero.

P1.2. Comparacion directa de areas por superposicion; comparacion indirecta de areas por
recorte y pegado descomponiendo la superficie.

M2. El area como magnitud
auténoma

P2. Procedimientos geométricos y numéricos bidimensionales:

P2.1. Descomponer superficies en partes iguales; comparar areas de superficies observando que
superficies con forma diferente pueden tener igual area.

P2.2. Medir el area de una misma superficie con distintas unidades de medida.

M3. El 4rea como numero de
unidades que recubren una
superficie

P3. Procedimientos numéricos bidimensionales:

P3.1. Fraccionar el area de una superficie y/o contar el nimero de unidades que recubren una
superficie con uso de una unidad de medida bidimensional.

P3.2. Comparar el area de una superficie con la unidad bidimensional que mide a esa superficie.

M4. El area como producto de
dos dimensiones lineales
rectangulos.

P4. Procedimientos numéricos unidimensionales y bidimensionales:
P4.1. Calcular area de superficies poligonales que puedan descomponerse en tridngulos o

P4.2. Aplicar formulas de calculo del area de un rectangulo o cuadrado para determinar areas
de triangulos y paralelogramos.

Fuente: elaboracion propia basada en Corberan (1996).
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Metodologia

Participantes y contexto

En este estudio participaron 64 EPM que cursaban su
segundo semestre del segundo afo, en el grado de
Educacion Primaria, periodo 2017-2018, en |a
Universidad Auténoma de Barcelona, Espaiia. Se eligid
este grupo considerando que se encontraban cursando
la asignatura de Aprendizaje Matematico y Curriculo,
que les habia permitido familiarizarse con el concepto de
area y los procesos de medida de dreas en diferentes
superficies planas. En este sentido, el conocimiento
adquirido les permitiria resolver las tareas que se les
propondrian.

Para la recoleccion de datos se disefid un cuestionario no

Figura 1. Tareas propuestas a los estudiantes para maestro.

estructurado que constaba de tres tareas y que los EPM
resolvieron en parejas. El objetivo de agruparlos asi fue
que ellos utilizaran estrategias diversas para resolver
cada tarea y que identificaran los distintos elementos
matematicos implicados en la medida del 4&rea,
considerandolos en sus resoluciones y justificaciones.

Instrumento

Se disefid un cuestionario (Figura 1) que constaba de tres
tareas pensadas para desarrollarse en una sesién de dos
horas. Las Tareas 1y 2 fueron adaptadas de Corberdn
(1996) y se eligieron considerando que ella buscaba
analizar la comprension del concepto de area de
superficies planas en alumnos de primaria. La tercera
tarea fue disefiada por los investigadores a partir de una
obra de Theo van Doesburg.

Tareal

Por un punto de Ila diagonal del
paralelogramo se trazan las paralelas a los
lados de esta figura. ;Qué relacién puedes
establecer entre las areas de las superficies
sombreadas, que resultan de trazar las
paralelas? Utiliza dos procedimientos
diferentes, uno con calculo y otro sin célculo,
para justificar la relacién establecida.
Recuerda justificar tu respuesta de acuerdo a
los procedimientos utilizados.

W///iiiiiiida

)
AP

Tarea 2

El cuadrado ABCD se ha dividido en seis
bandas iguales. Utiliza dos procedimientos
diferentes para justificar que las areas de las
figuras AMED, MEF y MBCF son

equivalentes.  Justifica tu  respuesta
considerando los procedimientos utilizados.
A L} B
1] E F 4

Tarea 3

Calcula el area de cuadrado negro, utilizando tres procedimientos diferentes de tu eleccion.
Justifica tu respuesta teniendo como referencia los tres procedimientos utilizados.

12 cm

Fuente: elaboracion propia.
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Cada una de las tres tares solicitaba medir y comparar areas
de superficies planas y justificar los resultados con base en
los procedimientos utilizados. Debido a que las figuras de
las Tareas 1y 2 no tenian valores numéricos asociados, la
aplicacion del cuestionario contempld la entrega de
herramientas de medicion (reglas y escuadras) a fin de que
los EPM pudiesen usarlas de la forma que estimaran
conveniente para medir las distintas areas.

Las Tareas 1 y 2 solicitaban para su resolucién dos
procedimientos diferentes: uno de tipo numérico, al que se
podia recurrir, por ejemplo, midiendo con una regla la
longitud de los lados de las figuras, y otro de tipo
geométrico intuitivo, que involucraba estrategias de
medicion no convencionales. Este Ultimo se requeria para
promover conversiones en las estrategias utilizadas. Por su
parte, la tarea 3 demandaba tres procedimientos
diferentes y a eleccion de los EPM. La introduccion de
conversiones estuvo fundamentada en Duval (2006), pues
la accion de representar un objeto o relaciones
matematicas de un sistema semidtico a otro es siempre un
salto cognitivo. En este sentido, las conversiones se
presentarian como el tipo de conexiones que implica una
mayor complejidad cognitiva, ligada a los procesos de
comprension de los estudiantes.

Analisis

Como un primer paso para el analisis se identificaron y
clasificaron las estrategias que los EPM utilizaron para
resolver cada tarea, en concordancia con los
procedimientos asociados a cada manifestacion del area
(Tabla 1). Para esto se revisaron cada uno de los
procedimientos de resolucidn y cada justificacion escrita
proporcionada por los EPM, con el fin de determinar cual o
cudles manifestaciones del area estaban siendo utilizadas
por cada pareja (en algunos casos, estas se evidenciaban
mas en las justificaciones que en los procedimientos
utilizados). Una vez registradas las manifestaciones del rea
involucradas en cada resolucion, se establecieron tres
niveles para indicar el grado de conexién entre ellas: 1)
conexiones primitivas; 2) conexiones emergentes; y 3)
conexiones mas elaboradas.

Un segundo paso fue la clasificacion de las conexiones de
acuerdo a los cambios de registro utilizados por los
estudiantes, encontrando conversiones y tratamientos
(Duval, 2006). Se tomd como conversion el uso de dos
registros diferentes, uno geométrico y otro numeérico, en la

resolucion de cada tarea. En cuanto a los tratamientos,
estos se consideraron dentro de los diferentes calculos
utilizados para medir dreas.

Se analizaron las resoluciones de 29 de las 32 parejas
debido a que tres de ellas no resolvieron las tres tareas
segun lo solicitado; solo hicieron uso de un procedimiento
para cada tarea y no proporcionaron justificaciones.

1. Estrategias de la Tarea 1

Se identificaron cuatro estrategias diferentes en las
resoluciones de los EPM: 1) comparacion indirecta por
recorte y pegado; 2) comparacion directa por
superposicion de superficies; 3) relacién entre triangulos; y
4) medicion de longitudes y uso de férmulas.

Estrategia 1.1. Comparacion indirecta por
recorte y pegado

Esta estrategia estd vinculada al uso de procedimientos
geométricos, y su objetivo no es cuantificar el area de una
superficie, sino comparar dreas de superficies
estableciendo relaciones de igualdad y/o inclusién entre
ellas, por lo que conduce a un tratamiento cualitativo del
area. La Figura 2e muestra como una pareja de EPM calco
el paralelogramo propuesto en la Tarea 1 en una hoja
blanca, posteriormente recorto las superficies sombreadas
y las dividié por la mitad. Al colocar los dos trozos de una
superficie sobre otra, comprobaron que tenian la misma
area y a la vez identificaron que el drea de una figura no
cambia por desplazamiento o reagrupacion de sus trozos,
acercandose a la propiedad de conservacién del area.

Estrategia 1.2. Comparacion directa por
superposicion

Al igual que la estrategia anterior, esta es de tipo
geométrico y le otorga al area un tratamiento cualitativo
que permite concretar relaciones entre las areas de dos o
mas superficies. La Figura 2d muestra como una pareja de
EPM identifica que el area de la figura se mantiene al
cambiar la forma de la superficie, es decir, son capaces de
disociar el area de la forma de la superficie. Otras parejas
intentan utilizar esta estrategia al fraccionar el
paralelogramo trazando lineas verticales y/o diagonales
que no muestran relacion entre las superficies (Figura 2c),
lo cual evidencia dificultades para descomponer la
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superficie de forma conveniente cuando un par de lados se
presentan de forma diagonal.

Estrategia 1.3. Estimacion visual basada en la
relacion entre los tridngulos

Corresponde a una estrategia de tipo geométrico que busca
establecer relaciones de igualdad entre areas de dos o mas
superficies. La Figura 2b muestra que los EPM la utilizan
para argumentar la igualdad de areas, advirtiendo que, al

Figura 2. Ejemplos de estrategias observadas en la Tarea 1.

trazarse la diagonal del paralelogramo, los triangulos
resultantes (medianos y pequefios) son iguales en
apariencia y por lo tanto las superficies sombreadas
también deben serlo. En este caso las justificaciones se
sustentan Unicamente en estimaciones visuales y no se
hace mencidn a elementos matematicos que determinan el
area de las figuras sombreadas (por ejemplo, que ambas
superficies sombreadas estan determinadas por la base y la
altura de los tridngulos); por ello, esta estrategia esta
referida Unicamente a procedimientos donde la estimacién
visual es protagonista.

> R

2

i

Como C=D y E=F tiene que serr A=B, porgue
C v D son proporcionales a E vy F. Por lo
tanto, el espacio restante entre ambos lados

tiene gue ser igual
E 1.4 Medicion de longitudes y uso

de calculos rutinarios

E 1.3 Relacion entre los triangulos

ST e

v

No encontramos relacion
enitre las dos areas.

Si partimos la figura

Jigura 1.
E 1.2 Comparacién directa por
superposicion

2 por la mitad,
observamos que coincide con el area de la
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y

marcamos por la mitad. Al juntarlo horizontaimente, el resuitado es B2.

E 1.1 Comparacién indirecta por
recorte y pegado

Dibujamos la figura en un papel. Recortamos Bl y B2. Medimos el costado X de Bl y lo

Fuente: elaboracion propia.

Estrategia 1.4. Medicion de longitudes y uso
de formulas

Esta estrategia utiliza procedimientos de caracter numérico
empleando una unidad de medida unidimensional que
mide las longitudes de los lados de la figura. El objetivo es
la cuantificacion del area y/o la comparacién de areas de
superficies por medio de un tratamiento cuantitativo. La
Figura 2a muestra cémo los EPM usan la regla para medir
la longitud de los lados de cada superficie sombreada, para
luego multiplicar largo por ancho. El nimero obtenido
resulta de una operacién multiplicativa que surge, a su vez,
del producto de dos unidades unidimensionales.

En este caso las parejas coordinan la estructura
multiplicativa, pero solo cuando se tienen las longitudes de
la superficie que se quiere medir, relacionandolas
directamente con la formula del drea. En algunos casos, las
parejas fallan al medir la longitud de los lados pues
posicionan la regla de forma diagonal en lugar de vertical,
de manera que obtienen una longitud mayor o menor a la
real. El uso de regla en esta ocasidbn no apoya las
resoluciones de las parejas, pues los EPM no advierten que
un paralelogramo puede representarse también como un
rectdngulo. Las justificaciones se sustentan Unicamente en
la descripcidn de los calculos utilizados.
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2. Estrategias de la Tarea 2

Se identificaron tres estrategias diferentes: 1)
reconfiguracion por complementariedad; 2)
descomposicidn conveniente de superficies y recuento de
unidades; y 3) medicidn de longitudes y uso de férmulas.

Estrategia 2.1. Reconfiguracion por
complementariedad

Esta estrategia es de tipo geométrico, pues el objetivo no
es la cuantificacion del drea de una superficie, sino
establecer relaciones de inclusion y/o igualdad para
comparar dreas. La Figura 3c muestra como las parejas de
EPM hacen uso de una estimacion visual para argumentar
que el trozo faltante de cada banda rectangular
corresponde al mismo triangulo ubicado en el lado superior
y/o inferior de esta, identificando que cada superficie se
compone de dos bandas rectangulares. Este procedimiento
se ve apoyado por la descomposicion que presentaba la
superficie, lo cual facilita a las parejas establecer relaciones
entre los trozos rectangulares y triangulares,
permitiéndoles comparar las dreas con la unidad
bidimensional que mide a esa superficie, en este caso el
rectangulo.

Estrategia 2.2. Descomposicion conveniente
de la superficie y recuento de unidades

Esta estrategia es de tipo numérico con uso de una unidad
bidimensional (triangulo). Se busca la cuantificacion del
area, ya sea para establecer comparaciones o para
determinar la medida del area de una superficie; por lo
tanto, realiza un tratamiento cuantitativo del area. La
Figura 3d muestra como una pareja de EPM divide el
cuadrado  horizontalmente en dos mitades vy
posteriormente traza las diagonales en cada uno de los
rectangulos obtenidos. Luego cuenta cuantos tridngulos
conforman cada superficie y concluye que todas las
superficies contienen el mismo nimero de tridngulos. En
este caso, la pareja utiliza el tridngulo como unidad de
medida bidimensional y no necesita recurrir al uso de
férmulas, lo que permite establecer una primera relacion
con el caracter bidimensional del area. El nimero de

triangulos obtenidos resulta de una operacidn aditiva, que
procede del recuento de unidades que recubren
exactamente la superficie.

Estrategia 2.3. Medicion de longitudes y uso
de formulas

Esta estrategia es de tipo numérico, pues utiliza una unidad
de medida unidimensional que mide las longitudes de los
lados de la figura. El objetivo es la cuantificacion del drea
y/o la comparacidn de dreas de superficies por medio de un
tratamiento cuantitativo. Sin embargo, es posible advertir
diferencias en cuanto a la aplicacién de férmulas. La Figura
3b muestra cdmo las parejas de EPM advierten que cada
trapecio se conforma por un tridngulo rectdngulo y una
banda rectangular, por lo que calculan el area de estas dos
superficies y las suman para obtener el area de los
trapecios. Posteriormente, calculan el drea del tridangulo del
centro, comparan las dreas de las tres superficies
considerando los productos obtenidos y concluyen que
poseen igual area.

Por otro lado, la Figura 3a muestra como algunas parejas
calculan el area del triangulo del centro del cuadrado para
luego restarla al area del cuadrado. La diferencia obtenida
la dividen entre dos, argumentando que los trapecios de
cada esquina son iguales. Asi obtienen que cada superficie
posee un drea de 12 cm? y concluyen que tienen igual drea.
Solo una pareja aplica directamente la férmula del drea de
triangulos y trapecios para determinar que las tres
superficies poseen igual area. Las fundamentaciones
proporcionadas son Unicamente descriptivas, relacionando
el area directamente con el uso de férmulas.

Por otro lado, la Figura 3a muestra como algunas parejas
calculan el area del triangulo del centro del cuadrado para
luego restarla al area del cuadrado. La diferencia obtenida
la dividen entre dos, argumentando que los trapecios de
cada esquina son iguales. Asi obtienen que cada superficie
posee un area de 12 cm?y concluyen que tienen igual area.
Solo una pareja aplica directamente la férmula del area de
triangulos y trapecios para determinar que las tres
superficies poseen igual area. Las fundamentaciones
proporcionadas son Unicamente descriptivas, relacionando
el drea directamente con el uso de férmulas.
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Figura 3. Ejemplos de estrategias observadas en la Tarea 2.

P

AMED MBCF
Para calcular AMED y MBCF necesitamos el
area del cuadrado ABCD. menos el area del
tridngulo. Luego dividimos en dos, ya que son

b
AMED - MBCF
A— =Db+h=6-1=6cm?

A+ AA=12 cm?

_beh _2e6
AA =7m =7 =6em
MEF
R beh 46 -
VAN > 2

AMED y MBCF son iguales, los dividimos en
un rectingulo y un fridngulo rectangulo,

proporcionales.

calculamos sus dreas y luego as sumamos.
Después calculamos el area del tridngulo grande
y comprobamos que son iguales.

E 1.3 Medicion de longitudes y uso de cal culos rutinarios.

w /Ny — € Para calcular MBCF, ponemos la parte Y de la
§ figura en el espacio X, consiguiendo asi dos
A - bandas iguales. El mismo procedimiento
% . ﬂ‘l. hicimos para AMED, pero intercambiamos W
L \ |\ v Z. Para calcular MEF hacemos lo mismo,
z A pero a la inversa.
o = Foc % e ]:{jl E 1.1 Reconfiguracion por
. complementariedad.
A u e d Dividimos la figura por la mitad, de tal manera que
; ) / ; nos quedan 12 rectingulos pequefios, 4 de los cuales
P estdn divididos por la mitad exacta a través de wna
J/ 7 J./ / diagonal. A su vez, dividimos todos los rectangulos
. = —| X . por la mitad y contamos cuantos triangulos quedaban
: { en cada una de las superficies.
t] /4 .
/' ' / E 1.2 Descomposicion conveniente y
¥ - recuento de unidades.
a E F <

Fuente: elaboracion propia.

3. Estrategias de la Tarea 3

Se identifican dos estrategias diferentes: 1)
descomposicion conveniente de la superficie y recuento
de unidades; 2) medicion de longitudes y uso de
férmulas.

Estrategia 3.1. Descomposicion conveniente
y recuento de unidades

Esta estrategia es de tipo numérico con uso de una
unidad bidimensional (cuadrado y/o tridngulo). Se busca
la cuantificacion del area, ya sea para establecer

comparaciones entre dreas de superficies o para
determinar la medida del drea de una superficie; por lo
tanto, realiza un tratamiento cuantitativo del area. La
Figura 4f muestra como las parejas de EPM fraccionan el
cuadrado grande en nueve cuadrados mas pequefios (de
4 c¢cm cada uno), y en un caso en 18 tridngulos mas
pequefos. En ambas maneras de fraccionar la superficie
las parejas establecen relaciones de inclusién, de modo
que concluyen que el area de la superficie del cuadrado
negro ocupa dos unidades cuadradas de un total de
nueve que conforman el cuadrado grande. En este caso,
el cuadrado es utilizado como unidad de medida
bidimensional, estableciendo una proporcion respecto
del rea total.
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Figura 4. Ejemplos de estrategias observadas en la Tarea 3.

a

Medimos los costados

es 32,

A[]— 5.7 5,7 — 32,49 cm?

sombreado v vemos que miden 5,7.

E 1.2 Medicion de longitudes y
aplicacion de cialculos rutinarios.

b
h®=¢c2+e> = h>= 122+ 122
h=+144 + 144 > h—=+/288
h= 1697 cm

del cuadrado 16,97

costado[] = 3 = 5,65

Entonces el cirea del cuadrado es 5,77 que

A= 5,652 = 32 cm?
Caleulamos la hipotenusa del trianguio
grande v la dividimos en tres porgue los
catetos de los tricngulos medianos son
iguales a los lados del cuadrado. Como
sabemos el costado, aplicamos la formula

del area.

72 — (16,25 + 16,25 + 8)
72 40,5 = 31,5 cm?

El area de cuadrado negro seria 31,5 cmi®.
No nos ha dado o mismo, seguramerite por

a* + a* — d?

2
E 1.2 Medicion de longitudes y

aplicacién de cilculos rutinarios.

f

c d
12-12 ;S-J; .S'Cf.l’)(_’l.i?().ﬁ' He (.’); C’(J"(_’Cf dl?.l" c'z!crc.l"rc(cf() negro
AN grande = =72 cm? 7 -
£ 2 - es 2/9 v el area del cuadrado grande qgue lo
contiene es 12 « 12 = 144 em?
5,75,7 .
mediano = ————— = 16,25 cm? rea cuadrado negro — — de =32 cm?
/i Z 16,25 = A crade £ 9 de 144 = 32 2
4ed
AN pegueiio = = 8 cm? e

Como el midngulo pequerio tiene lados de
dem, entonces la diagonal del cuadrado es
de Scm. Corn la diagonal calculamos el area
del cuadrado negro.

> 2a*—=d* > a*=—

wrt error de medida. 82 64
— > — > 32 cm?

Dividimos el cuadrado grande en 9 cuadrados mcs
peguerios v hemos visto gue el cuadrado negro estda
o, Jormade por 4 mirades de 4 cuadrados, es decir 2
cuadrados. Por lo ranto, el drea sombreada es 2/9.

4 ) E 1.1 Descomposicion conveniente y recuento de
unidades.

dz?
2

Fuente: elaboracion propia.

Estrategia 3.2. Medicion de longitudes y uso
de formulas

Esta estrategia es de tipo numérico, pues utiliza una unidad
de medida unidimensional que mide las longitudes de los
lados de la figura. El objetivo es la cuantificacion del drea
y/o la comparacidn de areas de superficies por medio de un
tratamiento cuantitativo. Sin embargo, es posible advertir
diferencias en cuanto al conocimiento matematico que
poseen los estudiantes asociado al uso de férmulas. La
Figura 4a muestra cémo las parejas de EPM, en uno de los
procedimientos, miden directamente con la regla uno de
los costados del cuadrado para posteriormente aplicar la
férmula del drea. En este caso las parejas coordinan la
estructura multiplicativa, pero solo cuando se tienen las
longitudes de la superficie que se quiere medir,

relacionandola directamente con la formula del area.

En otro procedimiento, Figura 4c, las parejas de EMP
calculan, primero, el drea del triangulo grande que
representa la mitad del cuadrado grande. Luego, el area de
los dos triangulos medianos y del tridngulo pequefio que
conforman una parte de la mitad del cuadrado grande.
Seguido a esto, realizan un procedimiento aditivo entre las
areas de los tridngulos (dos medianos mas uno pequefio),
para finalmente restarla al rea que corresponde a la mitad
del cuadrado, con lo cual obtienen la medida del area
sombreada.

Otro procedimiento se muestra en la Figura 4b. Las parejas

de EPM hacen uso del teorema de Pitagoras para obtener
la hipotenusa del tridngulo grande que representa la mitad
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del cuadrado grande. Una vez cuentan con este dato, lo
dividen entre tres, pues identifican que el lado del
cuadrado negro corresponde a una tercera parte de la
hipotenusa del tridangulo. Asi calculan la medida de uno de
los costados del cuadrado negro y aplican directamente la
férmula para determinar el area.

Un ultimo procedimiento se ejemplifica en la Figura 4e,
donde las parejas utilizan la relacién entre el drea del
cuadrado negro y su diagonal para calcular el area. Aqui, los
EPM identifican que el area del cuadrado negro
corresponde al cuadrado de la diagonal dividido entre dos,
por lo que, al aplicar esta férmula, obtienen la medida del
area del cuadrado solicitado.

Resultados

Las estrategias observadas en las tres tareas de medida y
comparacion de areas de superficies planas muestran
similitudes tanto en los procedimientos como en las
justificaciones. Las mas comunes utilizadas en cada tarea
parecen ser analogas con el uso de férmulas, ya que, como
un procedimiento comun, las parejas de EPM miden
directamente los costados de las figuras para obtener la
medida de sus longitudes y posteriormente hacen uso de
férmulas que permitan determinar el drea. En cada una de
las tareas es posible evidenciar matices entre resoluciones
pertenecientes a un mismo tipo de estrategia, lo cual
creemos que puede deberse a las diferencias en el
conocimiento matematico de los EPM. La Tabla 2 muestra
las cantidades de parejas que utilizan cada estrategia.

En el caso de la Tarea 1, las estrategias de tipo geométrico
fueron las menos utilizadas. La comparacién directa por
recorte y pegado fue empleada solo por una pareja de EPM
(Figura 2e), de un total de 29; y la comparacion directa por
superposicion fue aplicada correctamente por seis parejas
de EPM (Figura 2d), lo que les permitié identificar que el
area de los paralelogramos no varia al cambiar la forma de
las superficie. Sin embargo, dos de las parejas de EPM no
pudieron seguir esta estrategia de forma correcta, pues
intentaron fraccionar el paralelogramo trazando lineas
verticales y/o diagonales que no mostraban relacion entre
las superficies (Figura 2c). La estrategia de estimacion visual
basada en la relacion entre los tridngulos fue usada
apropiadamente por 24 parejas (Figura 2b) y de forma
incorrecta por una pareja. En este ultimo caso, los EPM
identificaron la igualdad de los tridngulos, pero no

advirtieron la relaciéon entre esto y las superficies
sombreadas. Por Ultimo, 26 parejas recurrieron
adecuadamente a la estrategia de medicion de longitudes
y uso de férmulas (Figura 2a), mientras que dos parejas la
ejecutaron de forma incorrecta pues fallaron al medir la
altura del paralelogramo, posicionando la regla de forma
diagonal en lugar de vertical.

En la Tarea 2, la estrategia de reconfiguracion por
complementariedad fue utilizada correctamente por todas
las parejas de EPM (Figura 3c), las cuales, sin excepcion,
argumentan sus resoluciones con base en sus estimaciones
visuales. Es probable que esta estrategia se haya visto
apoyada por la descomposicidon que presentaba la
superficie, pues les permitid a las parejas relacionar los
trozos rectangulares y triangulares, comparando las areas
por medio de las bandas rectangulares.

Por otro lado, la estrategia de descomposicion conveniente
de superficies y recuento de unidades se observé solo en
una pareja de EPM (Figura 3d), mientras que la medicion de
longitudes y uso de férmulas fue aplicada por 28 parejas.
Ahora bien, existen diferencias en cuanto al uso de
férmulas para medir el area, pues 18 de las parejas, al no
saber la férmula del area del trapecio, realizaron un
proceso aditivo de las formas geométricas conocidas
(rectangulos y triangulos) que componen cada trapecio, a
fin de obtener su area (Figura 3b). Entretanto, 11 parejas
restaron al drea total del cuadrado el area del triangulo
EMF, diferencia que luego dividieron entre dos para
establecer el drea de las figuras AMED y MBCF (Figura 3a).

Para la Tarea 3, solo cinco parejas evidenciaron el uso de
procedimientos geométricos vinculados a la estrategia de
descomposicidn conveniente de superficies y recuento de
unidades. A su vez se observan diferencias entre las formas
de descomponer la superficie, ya que cuatro parejas
fraccionaron el cuadrado grande en nueve cuadrados mas
pequefios, y una pareja lo dividid en 18 triangulos mas
pequefios. De todos modos, en ambos casos concluyeron
que la proporcion es de 2/9 (Figura 4f).

Por otro lado, la medicion de longitudes y uso de férmulas
fue utilizada por la totalidad de parejas. En este caso se
advierten diferencias en cuanto al uso de férmulas para
medir areas, pues 27 parejas, en uno de los
procedimientos, midieron directamente con la regla uno de
los costados del cuadrado para posteriormente aplicar la
féormula del area (Figura 4a); 12 parejas hicieron uso del
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teorema de Pitagoras para obtener uno de los costados
del cuadrado negro (Figura 4b); dos parejas relacionaron
el area del cuadrado negro con su diagonal y utilizaron
esta féormula para calcular el area (Figura 4e), y 21

parejas determinaron dreas de tridngulos para
restarlas al drea de la mitad del cuadrado grande,
a fin de obtener el drea del cuadrado negro
(Figura 4c).

Tabla 2. Numero de parejas que utilizan cada estrategia en las tres Tareas.

. Parejas que la utilizan de forma Parejas que la utilizan de forma
Estrategias :
correcta incorrecta
Tarea l
1.1. Comparacion indirecta por recorte y 1 0
pegado
1.2. Comparacidn directa por superposicion. 6 2
1.3. Estimacion visual basada en la relacion 2 1
entre los triangulos
1.4. Medicidn de longitudes y uso de
. 26 1
féormulas
Tarea 2
2.1. Reconfiguracion por 29 0
complementariedad de trozos
2.2. Descomposicion conveniente de 1 0
superficies y recuento de unidades
2.3. Medicion de longitudes y uso
) 28 0
de férmulas
Tarea 3
3.1. Descomposicion conveniente de 5 0
superficies y recuento de unidades
3.2. Medicion de longitudes y uso de
. 29 0
formulas

Fuente: elaboracion propia.

Relacidn entre estrategias y conexiones entre
las manifestaciones del area

A partir de los datos anteriores, es posible evidenciar que
las respuestas mas débiles presentan procedimientos
geométricos pobres, ligados siempre a la accion de
asignarle una unidad de medida (numérica unidimensional)
al area, por lo que se observan dificultades para medir y/o
comparar areas cuando no hay un valor numérico asociado.
Se identifica un ndmero muy reducido de parejas, un
maximo de cinco en cada tarea, que son capaces de otorgar
al drea un tratamiento cualitativo ausente de todo numero
y, por el contrario, el mayor nimero de parejas, sobre 20,
apuntan mayormente al uso de las distintas formulas para
el calculo de 4&reas sin considerar procedimientos
geométricos que podrian facilitar la cuantificacion de
superficies.

Para establecer conexiones entre manifestaciones del area,
es preciso que los estudiantes utilicen procedimientos

tanto de tipo geométrico como numérico a fin de
enriquecer la comprension del concepto y de la medida del
area. Sin embargo, como se ha evidenciado, muy pocas
parejas de EPM logran realmente establecer conexiones
entre las manifestaciones del area, pues la tendencia es
utilizar procedimientos numéricos que implican el uso de
férmulas para medir areas, dejando de lado los
procedimientos geométricos que permiten la comparacion
de areas de superficies sin recurrir a calculos numéricos.

Considerando los procedimientos utilizados vy las
justificaciones proporcionadas por cada pareja, se han
establecido tres niveles que permiten clasificar las
conexiones que establecen los EPM:

Nivel 1. Conexiones primitivas entre
manifestaciones del area

En este nivel las parejas de EPM se inclinan exclusivamente
por el uso de cdlculos rutinarios para medir areas. Algunos
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procedimientos sugieren una tendencia generalizada de los
EPM a privilegiar la aplicacién de férmulas cuando se tiene
la longitud de los lados de una figura (Figuras 2a, 3a y 4a),
sin considerar los elementos matematicos de los que puede
depender el drea de una superficie. En caso de no tener la
longitud, una mayoria se inclina por obtenerla al medir con
la regla. En este nivel los estudiantes coordinan Unicamente
la dimensidn multiplicativa del drea, sin relacionarla con la
dimensidn lineal asociada a procesos aditivos, como por
ejemplo el recubrimiento de superficies y la relacién entre
la unidad de medida y la superficie que se va a medir. Asi,
las conexiones se dan solo entre los procedimientos
numéricos asociados al area como producto de dos
dimensiones lineales, sin involucrar las otras
manifestaciones del area. Las conexiones entre los
procedimientos  numéricos se apoyan en las
descomposiciones, ya hechas, de las figuras.

Nivel 2. Conexiones emergentes entre
manifestaciones del area

En este nivel las parejas de EPM se inclinan por el uso de
cdlculos rutinarios para medir dreas; no obstante, recurren
a procedimientos de tipo geométrico como una segunda
opcidn. Las parejas encuentran relaciones de inclusidn
entre las figuras que pueden componer una superficie
(tridngulos, rectangulos y cuadrados), pero en el momento
de medir las dreas necesitan recurrir al uso de férmulas
(Figuras 3b, 4c y 4d); sin embargo, al establecer
comparaciones no necesitan utilizar férmulas (Figuras 2b,
2d vy 3c). En este nivel los EPM pueden hacer mencién a
algunos elementos matemadticos de los que puede
depender el area de una superficie, como por ejemplo que
el drea de una figura no cambia por desplazamiento o
reagrupamiento. Los estudiantes que se encuentran en
este nivel coordinan la dimension multiplicativa del area y
son capaces de relacionarla, en ciertas tareas, con la
dimension lineal asociada a procesos aditivos. Logran
utilizar estrategias de recubrimiento de superficies y
relacionar la unidad de medida y la superficie que se va a
medir.

Nivel 3. Conexiones elaboradas entre
manifestaciones del area

En este nivel las parejas de EPM pueden utilizar calculos
rutinarios para medir dreas y ademds recurrir (sin
problemas) a procedimientos de tipo geométrico

estableciendo relaciones de inclusidn entre las figuras que
pueden componer una superficie (tridangulos, rectangulos y
cuadrados), comparando y midiendo areas sin llegar a
calcularlas. Ademas, se consideran los elementos
matematicos de los que puede depender el drea de una
superficie (Figuras. 3d y 4f), como la propiedad de
conservacion, longitud de los lados, nimero de unidades
cuadradas que recubren una superficie, entre otros. Los
estudiantes que se encuentran en este nivel son capaces de
coordinar las dimensiones aditiva y multiplicativa del drea
estableciendo relaciones entre los procesos aditivos y
multiplicativos que se ven implicados en los procesos de
medicidn. Logran utilizar estrategias de recubrimiento de
superficies y relacionar la unidad de medida y la superficie
que se va a medir. Ademds, pueden advertir que el area de
una superficie es independiente de la forma de la
superficie, acercandose a la propiedad de conservacion.

Los niveles descritos son desarrollados entendiendo que
cada nivel necesita el uso de estrategias mas sofisticadas
para medir areas y que no se relacionan con el uso de
férmulas, sino con otorgar al area un tratamiento
cualitativo. Cuando el uso de férmulas queda limitado por
la ausencia de unidades de medida de longitud, los
estudiantes se ven desafiados a utilizar estrategias que no
siempre tienen incorporadas en su conocimiento
matematico, pues no estan familiarizados con
procedimientos de tipo geométrico.

En el nivel 1 las estrategias que pueden ser utilizadas tienen
relacién con la manifestacién 4 del area, pues se reducen
Unicamente al uso de calculos rutinarios y férmulas para
medir dreas. Sin embargo, no se muestra una comprension
de la estructura lineal y aditiva de las superficies.

Para el nivel 2, las estrategias se relacionan con las
manifestaciones 4 y 3, ya que, ademas del uso de calculos
rutinarios, los estudiantes son capaces de descomponer
superficies de forma conveniente y establecer relaciones
entre el tamafo de la superficie de una figura y el nimero
de unidades que la recubren por medio de un
procedimiento aditivo; por lo tanto, establecen relaciones
entre la superficie que se va a medir y la unidad de medida
que mide a esa superficie.

Finalmente, el nivel 3 se relaciona con las manifestaciones
del area 1, 2, 3 y 4. Los estudiantes deben ser capaces de
medir y comparar areas utilizando procedimientos de tipo
geométrico intuitivos que implican estrategias no
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convencionales (comparacién directa e indirecta de
superficies) y procedimientos numéricos aditivos y
multiplicativos que se relacionan con la descomposicion y
recubrimiento de superficies y la conexidn entre la unidad
de media y la superficie que se va a medir. La clasificacién
de las parejas por tarea y nivel se muestra en la Tabla 3.

Tabla 3. Numero de parejas de EPM por nivel en cada
tarea.

Tareal Tarea 2 Tarea 3
Nivel 1 26 28 29
Nivel 2 21 28 21
Nivel 3 3 5 5

Fuente: elaboracion propia.

Debido a que el cuestionario solicitaba de forma obligada
el uso de dos procedimientos diferentes, uno con calculo
y otro sin calculo, la gran mayoria de las parejas
se encuentran en los niveles 1 y 2 de conexiones
entre manifestaciones del area, donde el procedimiento
geométrico utilizado estuvo vinculado al uso de
valores numéricos obtenidos por medio de la regla
de medir. Una minoria de parejas se encuentran en el

nivel 3 de conexiones entre manifestaciones del area,
lo cual indicaria que existen dificultades para medir
y/o comparar areas cuando no hay un valor numérico
asociado.

Relacidon entre procedimientos y conexiones
intramatematicas

Este estudio se ha centrado en las conexiones
intramatematicas de tipo conceptual con tratamiento y
conversion. Asi, las resoluciones que se dan dentro de un
mismo registro (de naturaleza geométrica o numeérica)
responden a tratamientos, las resoluciones que se dan
entre registros diferentes responden a conversiones
(registros de naturaleza geométrica y numérica). A fin de
promover conversiones, se solicitaba resolver el
cuestionario por medio de dos procedimientos diferentes.

Considerando las estrategias y los procedimientos
utilizados por las parejas de EPM, se clasificaron las
conexiones intramatematicas concordando con el marco
propuesto por De Gamboa y Figueiras (2014). Tal
clasificacién de las parejas por tarea y tipologia de
conexiones se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4. Numero de parejas que establecen conexiones intramatematicas.

Conexiones intramatematicas

Tareal Tarea 2 Tarea 3
Conversiones 26 29 21
Tratamientos con énfasis en los procedimientos y
- . . 24 26 21
definiciones asociadas a formulas
Tratamientos con énfasis en las operaciones 14 0 0

Fuente: elaboracion propia.
Conversiones

Los cambios de registro observados en las resoluciones de
cada tarea muestran similitudes en cuanto a los
procedimientos utilizados por cada pareja. A pesar de que
el cuestionario demandaba el uso de procedimientos
geométricos y numéricos, solo 21 de 29 parejas evidencian
conversiones en todas sus resoluciones y/o justificaciones,
pues realizan para cada una de las tareas un tratamiento
cualitativo y cuantitativo del drea (Figuras 2ay 2b; 3by 3c;
4a y 4f). Sin embargo, las conversiones evidenciadas
responden a registros geométricos donde las parejas
necesitan de unidades de medida unidimensionales o
bidimensionales asociadas para poder cuantificar y/o

comparar el area de las distintas superficies. En este
sentido, las conversiones se vinculan al nivel 2 de
conexiones emergentes entre manifestaciones del area, y
se evidencia que el uso de procedimientos puramente
geométricos se presenta como una dificultad para los
estudiantes.

Tratamientos con énfasis en los
procedimientos y definiciones asociadas a
formulas

La mayoria de las parejas establece este tipo de conexidn,
pues presentan procedimientos numéricos que implican
Unicamente el uso de las formulas del area de cuadrados,
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triangulos y rectangulos (Figuras 2a, 3a, 3b y 4c),
relacionadas con multiplicar largo y ancho (y dividir entre
dos en el caso de los tridngulos) en cada una de las tareas.
En este sentido, estos tratamientos se vinculan al nivel 1 de
conexiones primitivas entre manifestaciones del drea, pues
lo que se busca es cuantificar el drea de una superficie por
medio de valores numéricos asociados y que permitan la
aplicacion de las formulas conocidas por los estudiantes.

Tratamientos con énfasis en las operaciones

Se identifican 14 de 29 parejas que son capaces de
establecer relaciones entre distintos elementos vy
operaciones matematicas y aplicarlas de forma correcta
para determinar las dreas de las superficies solicitadas. Tal
es el caso, por ejemplo, de la apropiada relacion entre el
area de un cuadrado y su diagonal y/o la utilizacion del
teorema de Pitagoras (Figuras 4b y 4c) para obtener el area
que se solicitaba en la Tarea 3. Este tipo de tratamientos, al
igual que el caso anterior, se vinculan al nivel 1 de
conexiones primitivas entre manifestaciones del drea, pues
lo que se busca es cuantificar el drea de una superficie por
medio de valores numéricos asociados y que permitan la
aplicacion de las férmulas conocidas por los estudiantes.
Sin embargo, se advierten ciertos matices en el
conocimiento de los elementos matematicos que poseen
los estudiantes, pues mientras que algunas parejas
evidencian conocimiento del teorema de Pitagoras y de la
relacién que hay entre el drea de un cuadrado y su diagonal,
otras parejas solo poseen conocimiento de la férmula del
area como largo por ancho.

Discusion

Al analizar los procedimientos y/o justificaciones realizadas
por cada pareja de EPM, es posible evidenciar que existe
una tendencia generalizada a asociar el drea con el uso de
célculos rutinarios y formulas, aun cuando estos implican
una mayor cantidad de tiempo en resolver cada tarea. No
obstante, se puede anotar que, a pesar de que los
estudiantes conocen la férmula de memoria (largo por
ancho) y pueden aplicarla facilmente cuando dos
longitudes les son dadas, este proceso les presenta un
mayor grado de dificultad cuando no conocen una o ambas
de sus longitudes. En este caso, los procedimientos
geomeétricos e intuitivos que permitan disociar el drea de la
forma de la superficie y comprender el papel de la unidad
de medida en el calculo de areas vendrian a aumentar el

nivel de comprension que los estudiantes poseen respecto
a la medicion del area y, al mismo tiempo, les podrian
facilitar la tarea de cuantificar el drea de una superficie.

Teniendo en cuenta las diferentes manifestaciones del area
y la tendencia de los EPM, se puede evidenciar en estos un
escaso conocimiento de elementos matematicos (papel de
la unidad de medida, conservaciéon del area, relaciones
aditivas y multiplicativas) asociados a la medida y al
concepto area. La comparacidn de areas en un contexto
numeérico resulta mas sencilla para los estudiantes que en
un contexto geométrico intuitivo. Mientras que en el
primer caso se requiere Unicamente la aplicacion de una
férmula, que puede realizarse de forma rutinaria y no
necesariamente comprensiva (Corberan, 1996), es
imprescindible que en el segundo contexto el alumno
conozca y comprenda los elementos de los que depende el
area, pudiendo establecer relaciones entre procedimientos
no convencionales y  procedimientos  aditivos,
multiplicativos.

Para mejorar la comprension que los estudiantes tienen
acerca de la medida y concepto del area, seria necesario
trabajar con diferentes estrategias y otorgar al drea un
tratamiento tanto cualitativo como cuantitativo,
considerando los elementos matematicos que se ven
implicados en cada estrategia y procedimiento. En ese
sentido, es preciso un aprendizaje progresivo que abarque
las cuatro manifestaciones del drea propuestas por
Corberan (1996), coordinando y conectando las dos
dimensiones que se ven implicadas en la medicidn del area,
a fin de propiciar una comprensién relacional entre las
férmulas del area y los procedimientos de caracter
intuitivo. Un ejemplo de coémo trabajar hacia un
conocimiento conectado del drea se muestra en la Figura 5.

Concordando con Corberan (1996), Outhred y Mitchelmore
(2000), D’Amore y Fandifio (2007), entre otros, se asume
que el concepto y la medida del area requieren de diversas
estrategias y procedimientos que permitan el desarrollo de
la comprension en los estudiantes. En este sentido, la
variedad de estrategias y procedimientos se vinculan
directamente con las cuatro manifestaciones del area. De
esta forma se otorga en primera instancia un tratamiento
cualitativo al drea, pasando por distintos procedimientos
que permiten una comprension de los procesos de
medicidn, hasta llegar al estudio de férmulas para el célculo
de areas. También es vélido considerar que los enfoques
intuitivos de medicién podrian influir positivamente en el
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Fuente: elaboracion propia basada en las manifestaciones del area propuestas por Corberan (1996).

Ademas, se observa que las tareas de medida vy
comparacion de dreas de diversas superficies que abordan
las distintas manifestaciones del area pueden proporcionar
una base clara para el soporte conceptual, tanto de la
geometria como del nimero, lo que permite a su vez
establecer conexiones entre estos dos dominios a medida
que se desarrolla el razonamiento cuantitativo por medio
de diversas estrategias y procedimientos de medida.
Coincidiendo con De Gamboa et al. (2015), las conexiones
matematicas, en esta aproximacién, otorgarian mayor
sentido al trabajo matematico de los estudiantes, pues se
abordaria el estudio del concepto y medida del drea de un
modo comprensivo.

Conclusiones

Los tres niveles que se determinaron para clasificar las
conexiones matematicas que establecen las parejas entre
las distintas manifestaciones del area sugieren la necesidad
de trabajar diferentes estrategias para medir y comparar
areas, a fin de que los EPM puedan construir un
conocimiento mas conectado en relacidn con el concepto
de area. Seria importante trabajar los procesos de medida
del drea incorporando estrategias que involucren el uso de
unidades de medida no convencionales en conjunto
con las unidades de longitud convencionales, mas una
férmula asociada a calculos matematicos.
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Esto permitiria a los estudiantes justificar procedimientos
mas alld de la propia percepcién visual, a la vez que les
proporcionaria un amplio abanico de estrategias para
comparar y medir areas en contextos geométricos.

La tendencia de los EPM a utilizar la férmula del area de
memoria puede ser resultado de su experiencia escolar,
donde no se desarrolld una comprensién de la estructura
lineal y bidimensional del drea. Por lo tanto, se sugiere
trabajar las descomposiciones convenientes de superficies
y la propiedad de conservacion del area (entre otras
estrategias) ya que estas podrian ayudar a los estudiantes
a desarrollar un razonamiento de tipo intuitivo, a la vez que
permitirian identificar la representacion mental que los
estudiantes poseen en relacién con la conexion de la
dimensidn aditiva y multiplicativa del drea y establecer las
bases del trabajo respecto al concepto de area.

Lo anterior no significa que las practicas tradicionales no
tengan ningun papel que desempefiar en los procesos de
ensefianza aprendizaje del area. No se niega en este
estudio el valor que tiene medir dreas a partir de medidas
de longitud sobre el uso de unidades no convencionales
que pueden resultar “aburridas”. Sin embargo, la
ensefianza podria disefiarse para tener en cuenta, por
ejemplo, la comprension inicial que los estudiantes tienen
sobre el area como numero de unidades que recubren una
superficie y nimero de filas y/o columnas, estableciendo
una conexion entre estos dos procesos.

Finalmente, los resultados refuerzan los encontrados por
Simony Blume (1994) al observar que una gran cantidad de
EPM muestran un conocimiento poco comprensivo del
concepto de drea, asociandolo mayoritariamente al uso de
férmulas para su célculo y presentando dificultades para
medir dreas cuando no existe un valor numérico asociado.
En este sentido, las manifestaciones del drea propuestas
por Corberan (1996) tendrian un importante rol que
desempeiar en los procesos de medida del drea y en el
estudio comprensivo del concepto de area.
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