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Método de Elementos Finitos Para la Ecuacion
de Reaccién-Difusion en Medios Heterogéneos

Finite Element Method for the Reaction-Diffusion Equation in
Heterogeneous Media

Juan David Hernandez Ramirez®

Resumen. Se estudia el calculo eficiente de soluciones de un problema en
reaccién-difusién en dos dimensiones con énfasis en medios heterogéneos. Pa-
ra obtener aproximaciones numéricas usamos el método de elementos finitos
para una variable espacial combinada con una discretizacion de Euler. Nos
enfocamos en la eficiencia de las soluciones de los sistemas lineales en cada
paso de tiempo. Para esto usamos técnicas de descomposicién de dominios
que emplean precondicionadores desarrolladas en [4, 7] para problemas de di-
fusién heterogéneos. Estas técnicas recientes incorporan ideas de los métodos
de elementos finitos multiescala en la construccién de los precondicionadores.
En particular, mostramos numéricamente que estas técnicas pueden ser usadas
para las ecuaciones de reaccién-difusién con difusién heterogénea. Para esto
consideramos una adaptacién, a medios heterogéneos, del modelo de Fisher. La
adaptacion consiste en cambiar el término difusivo homogéneo por un término
heterogéneo e isotrépico. El tipo de coeficiente considerado, es un coeficiente
con variacién multiescala (varia en cualquier parte del dominio con ciertas es-
calas de tamano) y con alto contraste (medido como el cociente entre el mayor
y menor valor del coeficiente de difusién).

Palabras claves: Medio heterogéneo, medios multiescala y de alto contraste,
método de descomposicién de dominios, método de elementos finitos multies-
cala.

Abstract. The efficient calculation of solutions of a problem in reaction-
diffusion in two dimensions with emphasis on heterogeneous media is studied.
To obtain numerical approximations we use the finite element method for a
spatial variable combined with a Euler discretization. We focus on the effi-
ciency of the solutions of the linear systems in each step of time. For this
we use domain decomposition techniques that employ preconditioners deve-
loped in [4, 7] for heterogeneous diffusion problems. These recent techniques
incorporate ideas from multiscale finite element methods in the construction of
preconditioners. In particular, we show numerically that these techniques can
be used for reaction-diffusion equations with heterogeneous diffusion. For this
we consider an adaptation, to heterogeneous means, of the Fisher model. The
adaptation consists of changing the homogeneous diffusive term by a hetero-
geneous and isotropic term. The type of coefficient considered is a coefficient
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with multiscale variation (it varies anywhere in the domain with certain size
scales) and with high contrast (measured as the quotient between the highest
and lowest value of the diffusion coefficient).

Keywords: Heterogeneous media, multiscale media, high-contrast media, do-
main decomposition methods, multiscale finite element method.
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1. Introduccién

Muchos problemas fisicos pueden ser formulados matematicamente al ana-
lizar el balance de dos fenémenos: la reaccién y la difusién [1]. La primera se
define como el proceso de interacciéon mediante el cual se generan o se consumen
las especies o sustancias involucradas en el fenémeno estudiado. La difusién se
define como la dispersiéon de las especies o sustancias involucradas en el pro-
ceso a lo largo del dominio fisico de el problema. En general, la ecuaciéon de
reaccién-difusion utiliza estos dos fenémenos para formar

% —div(k(z)Vu) = f(u), t>0, z e R", (1)
donde u = u(x,t) € R es la concentracién de una especie o sustancia, ¢ > 0
el tiempo, x € Q C R™ la posicién espacial y k(z) el coeficiente difusién.
Observe que el lado derecho de la ecuacién, f(u), representa la reaccién y
modela cambios en las cantidades de interés debido a, por ejemplo: crecimiento,
interacciones entre cantidades, cambios de estado de un tipo de sustancias a
otra, e.t.c.
Por otro lado, el coeficiente de difusion x(z) = (ki;(2)),<; ;<,, considera-
da simétrica y definida positiva, puede presentarse como la conductividad (o
permeabilidad) e indica que tan facil puede ocurrir el fenémeno de difusién en
x. La conductividad puede ser constante, en este caso, las entradas de k(z)
son todas constantes y por tanto las propiedades de difusiéon no dependen de
la posicién en el dominio o region a estudiar. En general, el medio puede ser
heterogéneo, es decir, la conductividad no es una constante. En la préctica,
cuando en alguna de las entradas de la conductividad es una funcién continua
con variacién moderada puede considerarse como un fenémeno de difusién ho-
mogénea. Se considera realmente difusién heterogénea cuando las variaciones
en las entradas de la conductividad difusiva son considerables. Por ejemplo, en
este caso la facilidad con lo que la difusién ocurre es distinta en diferentes regio-
nes del dominio. En aplicaciones reales esto es mas general, ya que, en algunas
poblaciones, la facilidad de difundirse puede depender del entorno (como por
ejemplo en la difusién de animales puede influir la vegetacién o tipo de suelo
o inclinacién del mismos). Observe que el tensor x(z) puede depender o no de
las direcciones de preferenciales de la difusién. En este caso se presentan los
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medios isotrépico, ortotrépico y anisotrépico. Para este trabajo consideramos
por ejemplo, para n = 2 el caso isotrépico donde el coeficiente x es de la forma

) =) [y ).

donde en esta caso, no hay direcciones preferenciales de difusién.

En este trabajo consideramos coeficientes de difusion heterogéneos con va-
riacién en multiples escalas y alto contraste. Un coeficiente k varia en un escala
€ si al tomar una regién cualquiera de tamano €, se observan variaciones del
coeficiente en esa region. Si esto es cierto para varias escalas € se dice que el
coeficiente presenta variaciéon en multiples escalas. El contraste se mide como
el cociente entre el mayor y el menor valor del coeficiente de difusién (el cual
es positivo) y el contraste también puede variar en multiples escalas.

Un ejemplo en reaccién-difusion en aplicaciones de tipo bioldgicas es el
modelo de Fisher [6]. Consiste en la difusividad de un gen en una poblacién,
es decir, dado una poblacién distribuida uniformemente en un habitat €2, se
presenta una mutaciéon de un gen que se difunde en una determinada regién y
después en sus alrededores. El modelo esta constituido como

ou 0%u

donde u = u(x,t) es la concentracién de los miembros de una poblacién, la
variable ¢ es la tasa de propagacion del gen y D > 0 es el coeficiente difusivo.
Para ilustrar los métodos estudiados se considera en este trabajo este modelo
pero planteado en medios heterogéneos con difusion heterogénea y con la misma
reaccién que en el modelo original de Fisher.

La utilidad de la ecuacién reaccién-difusién para el estudio de fenémenos
bioldgicos y otros campos, se dificulta al restringir el uso de métodos analiticos
clésicos para analizar las soluciones, es decir, en los casos que es posible analizar
la ecuacién, la solucién formal es tan complicada que hace imposible cualquier
interpretacién posterior o simplemente no existen métodos analiticos capaces
de proporcionar soluciones al problema. Por ese motivo son ttiles las técnicas
numéricas, que mediante una labor de célculo cientifico, proporcionan solucio-
nes aproximadas. Uno de los métodos numéricos mas conocido es el método
de elementos finitos el cual aproxima la solucién de una ecuacion diferencial
parcial por una discretizacién temporal de soluciones de sistemas lineales.

En general el método de elementos finitos sigue los siguientes tres pasos:
formulacion fuerte, la cual esta representada por condiciones de frontera y con-
dicién inicial. La formulacién débil o variacional, la cual transforma la ecuacion
diferencial parcial en una ecuacién integral en un espacio de Hilbert. El proble-
ma obtenido en la paso anterior es aproximado a un problema en un espacio
de dimensién finita, es decir, elementos finitos. Esta formulacién, conocida co-
mo Galerkin, plantea unas funciones base, para encontrar la solucién numérica
mediante la resoluciéon de un sistema lineal.
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Mencionamos también que para el caso de coeficiente que varian en multi-
ples escalas y tiene alto contraste las dificultades son mayores. Esto debido a
que si el coeficiente de difusion varia en un escala € la resolucién de las ma-
llas de elementos finitos deben ser de tamano varias veces menor que €, ver
[5]. Para complicar més la situacién la condicién de los sistemas lineales (de
método con difusién implicita) es afectada negativamente por el contraste en
el medio. Recordamos que para sistemas lineales resultantes de discretizacion
de elementos finitos, debido al tamano e dispersidad de las matrices, se prefie-
ren métodos iterativos para su solucion, y es sabido, que el desempeno de los
métodos iterativos depende de la condicion de la matriz asociada.

En este trabajo nos enfocamos en la solucion eficiente de los sistemas lineales
cuya solucion es requerida en la aproximacion de la solucién de ecuaciones de
reaccién-difusion heterogénea. En particular usamos los métodos introducidos
recientemente en [4, 7, 9] propuestos inicialmente para ecuaciones lineales de
difusién. Estos método combinan técnicas de elementos finitos multiescala con
técnicas de descomposicién de dominio, [5, 8].

Este trabajo se concentra en la eficiencia de método de descomposicién de
dominios de [7] aplicados a reaccién-difusién en medios heterogéneos adaptado
al modelo de Fisher, donde se considera un coeficiente con variacién multiescala
y con alto contraste.

Para la variable temporal, un método numérico sencillo que permite dis-
cretizar el tiempo en un intervalo finito que depende de un valor inicial son
de tipo Euler explicito e implicito [2]. En este caso consideramos el método de
discretizacién de Euler semi-explicito, donde difusividad se considera implicita
y la no-linealidad explicita.

El resto del documento esta organizado de la siguiente forma: en la siguien-
te seccion aplicamos el método de elementos finitos al problema de Fisher en
medios heterogéneo e isotrépico con un coeficiente que presenta una variacién
multiescala y de alto contraste. En la Seccion 3 presentamos el marco del méto-
do de elementos finitos multiescala. En la Seccién 4 se describe los métodos
iterativos de descomposicién de dominio. Finalmente se presentan resultados
numéricos en la Seccién 5.

2. Problema de Fisher en un medio con multiples
escalas y alto contraste

El problema de Fisher esta dada por la siguiente formulacién fuerte. Sea el
dominio Q C R? con condicién de frontera de Dirichelt homogénea u(z,t) = 0
y condicién inicial ug(z), esto es,

calcular u : Q — R tal que,
up = ou(l —u) +div(k(z)Vu), (z,t) € Qx(0,T),
u(z,t) =0, (z,t) € 002 x (0,T), (2)
u(z,0) = up(x).
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donde z es el vector © = (z1,22) y u = u(z,t). Recalcamos que un coeficiente
es conocido como coeficiente con multiples escalas si tiene variaciones en todo
el dominio a diferentes escalas. Por ejemplo, un coeficiente x varia a escala
€ si al tomar una regién cualquiera de tamano €, se observan variaciones del
coeficiente en esa regién. El contraste se mide como el cociente entre el mayor
valor y el menor valor del coeficiente de difusién (el cual es positivo).

Al discretizar (2) por el método de Euler con difusién implicita y no-
linealidad explicita, la iteracién obtenida es de la siguiente forma: dado u(®
calcular, u(®, u( ... al resolver,

1 1
(n+1) _ g3 (n+1)) — 5™ (1 — 4™ (n)
Ju div (/ﬁ(x)Vu ) ou™ (1 —u'™) + u™, en Q,
u =0, x € 00.

Al multiplicar por una funcién de prueba v en la ecuacién anterior, aplicar
integracién definida e formulacién de Green y definir el espacio de soluciones
de u y el espacio de funcién de prueba por V = Hg(£2). Se obtiene la formulacién
débil, esto es,

Calcular u € V, tal que para todo v € V,

i/ u™ty +/ w(x) Vet . vy = / [Uu(")(l - u(”))} v
At Jg Q Q

. (@
R
u(z,0) = up(x).

Al considerar V" = P!(7"), como el espacio de las funciones lineales por partes
con respecto a la triangulacién 7", la formulacién de Gelerkin genera un sistema

lineal
Aul ) Z ), (5)

donde bV depende de u}ln).

Siguiendo [3, 4, 7] se hacen algunas observaciones del sistema lineal obte-
nido. El tamafio del sistema lineal matricial (5) es proporcionar al tamafio de
la malla (h~2). Para problemas multiescala con alto contraste en el coeficiente
k(z), el ndmero de condicién de la matriz A depende del valor del contraste
definido como 1 = Kmax/Kmin- El nimero de condicién depende asimismo de
las variaciones locales del coeficiente de difusién k en €). Se tiene entonces que
el método de elementos finitos estandar, con caso en que x tenga alto contraste
y variaciones en varias escalas, aproxima una solucién que debe ser calculada
al resolver un sistema lineal con una matriz mal condicionada y de dimension
alta, con ntimero de condicién que depende de h=2 y 7. Ver por ejemplo [7].

Dos alternativas que permiten solucionar de manera eficiente estos sistemas
lineales dispersos, de dimensién alta y mal condicionados, como (5), son las
siguientes:
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1. Elementos finitos multiescala/Homogenizacién numérica/Upcaling: A
grandes rasgos, la homogenizacién numérica o upscaling, dado en [4], con-
siste en proyectar el sistema lineal (5) a un sistema menor, generalmente
asociado a una malla gruesa 77 con tamaiio que puede ser manejado de
manera eficiente. La malla 7 no necesita resolver todas las variaciones
del coeficiente.

2. Construccion de un precondicionador usando técnicas de descomposicién
de dominios: para solucionar el sistema (5) se construye un precondicio-
nador M. En este caso se resuelve

M~ Au{ Y = M pED)

La idea de esta construccién es que el nuevo sistema no dependa de A2 ni
de 7. Una técnica numérica muy conocida para construir precondiciona-
dores es usar métodos de descomposicién de dominios como lo referencia

7).

A continuacién se ilustra con maés en detalle estas dos alternativas.

3. Método de elementos finitos multiescala

Sea 7 una triangulacién de la malla gruesa de € en elementos finitos

(tridngulos, cuadrildteros, etc.). Suponga que la malla gruesa se puede resolver
a través de una triangulacién fina 7", como lo ilustrado en la Figura 1. Sea ¢;
la funciones base del espacio de elementos finitos estdndar V" = Q!(7") (que
es el espacio de funciones bi-lineales por partes con respecto a la triangulacién
7). La aproximacién por elementos finitos estandar en la malla fina esta dada
como up =y, a;; que genera el sistema lineal Auy, = b.

Figura 1: Cuadricula de malla gruesa y fina.
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Sea Ry = [t1, 12, ...,%y] una matriz (u operador) que transforma funciones
definidas en la malla gruesa a funciones definidas en la malla fina. Conformada
por los vectores ; (funciones base multiescala, las cuales son funciones de
elementos finitos de la malla fina). Se usa la aproximacién

uy, = Ry, con 6 € RM, M < n. (6)

Aqui M denota la dimensién del espacio de funciones asociado a la malla gruesa
y n denota la dimensién del espacio de elementos finitos de la malla fina. Al
remplazar (6) en el sistema lineal fino se obtiene que § debe satisfacer el sistema
sobrederterminado ARgd = b. Para resolver el sistema se multiplica por el
operador de escalamiento R} (transforma funciones definidas en la malla fina
a funciones definidas en la malla gruesa) a ambos lados de la igualdad para
obtener RYARyS ~ RI'b. Al denotar Ay = RY ARy vy by = R¥'b, podemos
obtener los coeficientes ¢ resolviendo el siguientes sistema lineal,

Apd = by.

De [4] se plantea una forma de construir las funciones base multiescala. Pa-
ra introducir este método, sea {xi}il\il los vértices de la malla gruesa 79 y

definimos la vecindad de los nodos x; como
wi:U{Ej ETH| x; EEj},

donde Ej; son los elementos de la triangulacién 77. Sea x; una familia de
funciones que particiona la unidad subordinada a las vecindades w;. Se define
entonces los vectores 1; de la matriz Ry como

Vi = Xir, (7)

donde ¢y es una funcién con dominio w; que representa la solucién de malla
fina. Una representacion de la construccién de estas funciones base en la malla
gruesa 77 esta dado en la Figura 2.

iy
W
i
)

iy
)
iy

b

%

st

a

Figura 2: Construccién de las funciones base 1; ¢ de la malla gruesa 7.
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Al seguir el método de elementos finitos multiescala generalizados, los vecto-
res locales ; son aproximaciones del problema de valores y vectores propios
generalizados,

—div(kV) = Akp.

Se complementa este problema de vectores propios con condiciones de frontera
de Neumann, donde se usan solamente los vectores propios asociados a los
menores valores propios As. En [4] se muestra que el método de elementos
finitos multiescala generalizado es adecuado para aproximar soluciones a la
ecuacion de difusion en medio heterogéneos con alto contraste, en comparacién
con algunos otros métodos multiescala que no muestran buen desempeno para
este tipo de problemas. Para mas detalles [9].

4. Método de descomposiciéon de dominio

Los métodos de descomposicién de dominio se refieren a una coleccién de
técnicas que giran en torno a dividir el dominio del problema en subdominios
de tal forma que combinando soluciones de problemas en subdominios se pue-
dan construir aproximaciones de las soluciones en el dominio original, [10]. La
idea original fue introducida por Hermann Schwarz, el cual estaba interesado
en la existencia y unicidad del problema de Poisson. Schwarz ide6 los siguien-
tes métodos iterativos para resolver el problema de Poisson en una unién de
geometrias simples.

4.1. Método alternado de Schwarz

Para ilustrar la idea del método, considere el dominio €2 formado por la
unioén de un circulo €7 y un rectangulo €5, como se observa en la Figura 3, de
esta forma, el problema de Poisson con condicién de frontera de Dirichlet es

{—Au =f, en,

8
u =g, en O0N). ®

Figura 3: Dominio 2 formado por la unién de circulo €; y rectangulo Q.
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La idea es dividir el problema de Poisson (8) en

—Au; = Q
_ul f7 €n 1, (9)
uyp = g1, €n 891)
y
—Aus = f, en Qo, (10)
Ug = go, en 0€)s.

De tal forma que siguiendo estos cuatro pasos, Schwarz verificé convergencia
en el dominio :

1. Resolver (9) al completar ¢g; arbitrariamente en 9;.

2. Resolver (10) al usar la solucién del paso 1 para completar los datos de
frontera.

3. Resolver (9) al usar la solucién de (8) para completar el dato de frontera.

4. Tterar hasta convergencia.

4.2. Método en paralelo de Schwarz

Otro forma que implementé Schwarz para resolver problemas con uniones
de geometrias simples es el denominado método en paralelo de Schwarz. Este
método consiste en resolver iteradamente los siguientes dos pasos:

1. Resolver los problemas de Poisson (9) y (10) al mismo tiempo en paralelo,
de tal forma que las soluciones u; y us respectivamente de los problemas
se tiene que

v = Biui + Baus.

Aqui, By y Bs son extensiones por cero fuera del dominio Q1 y €9, res-
pectivamente.

2. Implementar nuevamente 1 y usar v para completar datos de frontera.

Al aplicar el método de elementos finitos a los problemas (9) y (10), las
soluciones numéricas estdn dadas por los sistemas Aja; = by y Asas = by
respectivamente.

Para las soluciones a; y as se define el primer paso de el método en pa-
ralelo de Schwarz, esto es, v = Bjay + Baas. Observe que al definir los sis-
tema lineales de los problemas (9) y (10), de la forma a; = A;'b; vy ag =
Ay by respectivamente, y multiplicar B} (operador de restriccién) se tiene v =
(BlAl_le + BQA;lBg) b. Se puede considerar entonces M ' = By A7 B +
By A;'BY como un precondicionador de la matriz A.

La construccion del precondicionador permite retomar la idea en resolver el
sistema obtenido (5) a través del siguiente sistema con precondicionador

MflAugln-H) _ ]\/lflb(n-i-l)7 (11)
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donde la complejidad computacional depende ahora de cond(M ~! A) (condicién
de la matriz M ~1A) y se espera que cond(M ~1A) sea mejor que la condicién
de la matriz A.

Para resolver el sistema (11) con precondicionador, aplicado a través del
método en paralelo de Schwarz, se hace necesario un método iterativo que
permita resolver los sistemas resultantes. Para este trabajo consideramos el
método del gradiente conjugado con precondicionador [10].

Por otro lado, al considerar el método en paralelo de Schwarz para varios
subdominios, el precondicionador se define como M; 'b = sz\; B;A7'BTb.
Esta condicién es conocida como método aditivo de un nivel de Schwarz. Es de
mencionar que entre mas subdominios se presenta mas lenta es la convergencia.
Al considerar la malla gruesa del dominio para obtener un mejor precondicio-
nador, se tiene M, 'b = M 'b+ RyA; ' RE'b, donde el segundo termino corres-
ponde a la correccién dada por la malla gruesa. Esta dltima parte se define por
el método de elementos finitos multiescala; dado en la Seccién 3. Este método
arriba es referido como el método aditivo de dos niveles de Schwarz.

Teniendo en cuenta este ultimo método, en [7] se determina que para pro-
blemas elipticos

H2
cond(M; 'A) < CA (1 + % ) ,
la cual C' es una constante, 5 es un subreposicién, H es el didmetro de la

vecindad w; y
1

max )
1<i<Ns Ap,,,

A:

donde en la vecindad w; se usan los vectores propios {¢;} asociados a los
menores valores propios {\¢} para 1 < £ < L;. Observe que C'A no depende del
contraste 7 si se toma suficientes valores propios.

5. Resultados Numéricos

Los siguientes resultados se presentan al resolver el sistema lineal obtenido
del problema de Fisher (2) a través de los casos de método aditivo de dos
niveles de Schwarz clasico y multiescala usando el método iterativo del gradiente
conjugado con precondicionador.

5.1. Simulacién del modelo de Fisher en medio difusivo he-
terogéneo con el método aditivo de dos niveles clasico

Nos referimos al método aditivo de dos niveles clasico cuando el segundo
nivel no usa funciones base multiescala, en este caso las funciones base de la
malla gruesa corresponden a polinomios bi-lineal.

Consideremos el problema de Fisher (2) con las siguientes condiciones: sea
el dominio = [0, 1] x [0, 1] y una triangulacién 10 x 10 subdominios cuadrados
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iguales. Dentro de cada subdominio se presenta una triangulacién a escala fina
10 x 10 cuadrados, como se observa en la Figura 1. El coeficiente difusivo
isotrépico k(z) correspondiente a un coeficiente con fondo uno y alto 7, dada
en la Figura 4. Se toma la condicién de frontera de Dirichelt homogénea y

2 2
condicién inicial ug(z) = exp (f% — %) .

Figura 4: Coeficiente x(z).

Observe que la Figura 5, muestra soluciones numéricas que convergen en forma
heterogénea para un coeficiente x(z) con contraste n = 104, tamafio de inter-
valo de tiempo At = 0.01 en los tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para
n = 3 y n = 10 pasos de tiempo respectivamente. De forma similar, para un
contraste n = 10%, la Figura 6, presenta soluciones numéricas que convergen
en forma heterogénea con un tamano de intervalo de tiempo At = 0.001 en los
tiempos finales T = 0.03 y T = 0.1, para n = 30 y n = 100 pasos de tiempo
respectivamente.

Tiempo T=0 Tiempo T = 0.03

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
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Tiempo T = 0.1

08

0.4

0.2

%102

135

134.5
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Figura 5: Solucién u(x,t) del problema de Fisher (3), coeficiente k(z) represen-
tado en la Figura 4 para n = 10*, tamafio de intervalos de tiempo At = 0.01
y diferentes n pasos de tiempo. (a) Solucién inicial con n = 0 en T = 0. (b)
Todas las aproximaciones u(™) con n = 3 hasta T = 0.03. (c¢) Todas las aproxi-
maciones u(™) con n = 10 hasta T = 0.1. (d) Ntimero de iteraciones del método
del gradiente conjugado con precondicionar.
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Figura 6: Solucién u(x,t) del problema de Fisher (3), coeficiente k(z) represen-
tado en la Figura 4 para 1 = 10%, tamaiio de intervalos de tiempo At = 0.001
y diferentes n pasos de tiempo. (a) Solucién inicial con n = 0 en T = 0. (b)
Todas las aproximaciones u(™ con n = 30 hasta T = 0.03. (c) Todas las apro-
ximaciones u(™ con n = 100 hasta T = 0.1. (d) Ntimero de iteraciones del
método del gradiente conjugado con precondicionar.

La Tabla 1 muestra el nimero de iteraciones de el método del gradiente
conjugado con precondicionador, obtenidas de las simulaciones para diferentes
casos de contraste 7 para cada paso de tiempo n con un tamano de intervalo
de tiempo At = 0.01 y At = 0.001 hasta un tiempo final T = 0.1.

La Tabla 2 muestra el numero de condicién de las simulaciones, para cada
paso de tiempo n con un tamano de intervalo de tiempo At = 0.01 y At = 0.001
hasta un tiempo final T = 0.1, definidas para los diferentes casos de contraste
7.

Concluimos que el nimero de iteraciones y el niimero de condicion del siste-
ma lineal precondicionado se mantiene estable en el tiempo, pero esta aumenta
drasticamente al aumentar el contraste en el coeficiente. Recuerde que el algo-
ritmo usado es el de gradiente conjugado precondicionado. Sin precondicionador
el niimero de condicién es todavia peor. Esto torna a este tipo de aproxima-
ciones impracticas para este tiempo de aplicaciones. Se requiere entonces usar
método iterativos especialmente disenados para problemas de alto contraste
como los presentados en la Seccién 4.
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n At n pasos de tiempo | iteraciones
10° | 0.01 10 21 —23
109 | 0.001 100 33— 36
102 | 0.01 10 60 — 61
102 | 0.001 100 56 — 57
10* | 0.01 10 134
10* | 0.001 100 134 — 144
10% | 0.01 10 202 — 204
10% | 0.001 100 226 — 232

Tabla 1: Numero de iteraciones del método iterativo del gradiente conjugado
con precondicionador de las soluciones numéricas del problema de Fisher (3)
con el método aditivo de dos niveles clasico para diferentes contrastes 7, tamano
de intervalos de tiempo At y n pasos de tiempo.

n At n pasos de tiempo | numero de condicion
10° | 0.01 10 6.88 — 6.92
10° | 0.001 100 54.6 — 55.4
102 | 0.01 10 29.31978
102 | 0.001 100 71.8 - 173
10* | 0.01 10 2729.327
10% | 0.001 100 6063.0861
10% | 0.01 10 2.7274 x 10°
10% | 0.001 100 6.0506 x 10°

Tabla 2: Nimero de condicién del problema de Fisher (3) con el método aditivo
de dos niveles cldsico para diferentes contrastes 7, tamano de intervalos de
tiempo At y n pasos de tiempo.

A continuacion presentamos el comportamiento de estos métodos.

5.2. Simulacion del modelo de Fisher en medio difusivo he-
terogéneo con el método aditivo de dos niveles multi-
escala

Las condiciones del problema de Fisher (3), necesarias para esta simulacién,
se presentan de forma andloga a la seccion anterior.

Observe que la Tabla 3 muestra el nimero de iteraciones de el método del
gradiente conjugado con precondicionador, obtenidas de las simulaciones para
diferentes casos de contraste n para cada paso de tiempo n con un tamano de
intervalo de tiempo At = 0.01 y At = 0.001 hasta un tiempo final T = 0.1.
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n At n pasos de tiempo | iteraciones
10° | 0.01 10 20 — 22
109 | 0.001 100 25 — 29
102 | 0.01 10 61
102 | 0.001 100 50 — 52
10* | 0.01 10 37— 38
10* | 0.001 100 43 — 47
105 | 0.01 10 39 — 40
10% | 0.001 100 44 — 49

Tabla 3: Numero de iteraciones del método iterativo del gradiente conjugado
con precondicionador de las soluciones numéricas del problema de Fisher (3)
con el método aditivo de dos niveles multiescala para diferentes contrastes 7,
tamano de intervalos de tiempo At y n pasos de tiempo.

La Tabla 4 muestra el niimero de condicién de las simulaciones, para cada paso
de tiempo n con un tamafno de intervalo de tiempo At = 0.01 y At = 0.001
hasta un tiempo final T = 0.1, definidas para los diferentes casos de contraste

n.

n At n pasos de tiempo | nimero de condicion
10° [ 0.01 10 6.95—7
10° | 0.001 100 51 — 54
102 | 0.01 10 29.42634 — 29.42637
102 | 0.001 100 71.4—72.4

10* [ 0.01 10 9.6355 — 9.6362
10* | 0.001 100 55.345 — 55.365
105 [ 0.01 10 9.670025 — 9.670055
105 | 0.001 100 55.633 — 55.639

Tabla 4: Nimero de condicién del problema de Fisher (3) con el método aditivo
de dos niveles multiescala para diferentes contrastes 7, tamafio de intervalos de
tiempo At y n pasos de tiempo.

Concluimos que el niumero de iteraciones del gradiente conjugado y el niimero de
condicion del sistema lineal precondicionado se mantiene estable en el tiempo,
pero presenta una reduccion significativa comparado con la seccién anterior,
como se puede observar en la Tabla 3 en comparacién con la Tabla 1 y la Tabla
4 con la Tablas 2.
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