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Solucién numérica de la ecuacién de onda en
medios heterogéneos y aleatorios en dos
dimensiones

Numerical solution of the wave equation in heterogeneous and
random media in two dimensions

O. Andrés Cuervo?®

Resumen. Cuando queremos modelar problemas fisicos por medio de ecua-
ciones diferenciales, algunas aplicaciones no pueden ser descritas de forma
deterministica debido a las propiedades del medio. Entonces utilizamos herra-
mientas de la teoria de probabilidad en las ecuaciones diferenciales parciales
para dar una mejor prediccién al comportamiento de los coeficientes de las
ecuaciones. En este documento, estudiamos la ecuacién de onda en dos dimen-
siones con coeficientes aleatorios que es un tipo de ecuacién diferencial parcial
hiperbdlica, de la cual realizamos unas aproximaciones para obtener algunas
estadisticas importantes del modelo. Como primer paso, mostramos el método
KL para dar una aproximacién del coeficiente que representa la velocidad de
propagacién de la onda. Es de interés conocer el valor esperado de las solu-
ciones de la ecuacién, calculada por medio del método Monte Carlo y como
herramienta numérica utilizamos el método de elementos finitos combinado
con el de diferencias finitas en la discretizacién temporal de la ecuacién. Se
muestran resultados numéricos del problema con distintos pardmetros y algu-
nos estudios de error para mostrar la convergencia de los métodos mostrados.

Palabras claves: Ecuaciones diferenciales parciales en medios aleatorios, Mé-
todo de los elementos finitos, Expansién de Karhunen-Loeve.

Abstract. When we want to simulate physical problems by means of differen-
tial equations, some applications cannot be described in a deterministic way
because of the properties of the environment. For this reason we use tools of
the probability theory in the partial differential equations to give a better pre-
diction of the behavior of the coefficients of the equations. In this document,
we study the wave equation in two dimensions with random coefficients which
is a type of hyperbolic partial differential equation, from which we perform
some approximations to get some important statistics of the model. As a first
step, we show the KL method to give an approximation of the coefficient that
represents the propagation speed of the wave. It is interesting to know the
expected value of the solutions of the equation, calculated by the Monte Carlo
method and as a numerical tool we use the finite element method combined
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with the finite differences method in the temporary approximation of the equa-
tion. Numerical results of the problem are shown with different parameters and
some error studies to show the effectiveness of the methods described.

Keywords: Partial differential equations in random media, Finite element
method, Karhunen-Loéve expansion.

Mathematics Subject Classification: 35L05, 32W50.

Recibido: noviembre de 2018 Aceptado: abril de 2019

1. Introduccién

Cuando queremos estudiar problemas modelados por ecuaciones diferen-
ciales parciales sobre dominios complejos, en algunas ocasiones se vuelve muy
dificil o hasta imposible encontrar la soluciéon de dichas ecuaciones. Enton-
ces podemos encontrar una aproximacién de la soluciéon por medio métodos
numéricos con los cuales se puede hacer un estudio de error para asegurar
que la aproximacién es lo suficientemente buena. Ahora, cuando los coeficien-
tes de las ecuaciones diferenciales sufren grandes fluctuaciones, la teoria de
ecuaciones comunes se queda corta ya que no se puede puede predecir bien
su comportamiento. Entonces, utilizando herramientas de la teoria de proba-
bilidad, podemos estudiar las ecuaciones diferenciales parciales pero donde sus
coeficientes tienen una dependencia aleatoria para modelar con mayor certe-
za el comportamiento del fenémeno, hallando las principales estadisticas del
problema.

En este trabajo, queremos dar solucién a la ecuacién de onda que es de
vital importancia en problemas de la actualidad, dentro de las que se destacan
los problemas de geofisica y electromagnetismo, entre otras; ver [4], [11], [9],
[2], v referencias alli citadas. Este trabajo se presenta como la continuacién
del estudio mostrado en [3] donde se proponen las herramientas para solucio-
nar de forma aproximada la ecuacién de onda con coeficiente aleatorio en una
dimensién espacial. Alli, se hace una introduccién del método de las herra-
mientas de probabilidad y métodos numéricos para dicha aproximacion. En los
métodos numeéricos, se destaca lo estudiado para el método de elementos finitos
en una dimensiéon donde introducimos los conceptos, definiendo los espacios y
formulaciones adecuadas para el desarrollo del mismo. En el presente traba-
jo, extendemos dichas ideas para dos dimensiones, definiendo nuevamente los
espacios adecuados con sus respectivas funciones base, pero en este caso de-
beran estar definidas sobre un dominio bidimensional con ciertas condiciones
adecuadas.

Como caso de estudio, aproximamos numéricamente el valor esperado
E(u(z,t,w)) = u(x,t) de la solucién de la ecuacién de onda en una dimensién
para medios heterogéneos y aleatorios, es decir, donde la velocidad de propa-
gacién no es constante ya que varia su valor en el espacio y su comportamiento
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La ecuacién de onda en medios aleatorios 141

depende de un coeficiente estocastico. Dicha ecuacién la podemos definir como
ecuacién diferencial parcial hiperbdlica

Utt($7taw) -V~ [’i(wi)vxu(xvta W)] = f(CLyt,OJ) (1)

donde u(x,w,t) es una funcién que depende del espacio x € Q C R, el tiempo
t € [0,7T] y el comportamiento del coeficiente con dependencia aleatoria x(x,w)
que representa la velocidad de propagacién de la onda y que describe las pro-
piedades del medio [8]. El coeficiente x(z,w) depende del valor que toma una
sucesién de variables aleatorias {Y;};>1 de la siguiente forma

r(z,w) = ke, Vi(0), Ya(w), ) = Y ai(e)Yi(w), (2)

=1

donde las variables aleatorias Y; := Y;(w) son independientes con distribucién
normal estandar y las funciones deterministas a; estan definidas en el mismo
dominio espacial de u. Dichas variables aleatorias tienen funciones de distri-
bucién de probabilidad que son calculadas con las medidas obtenidas a partir
de las muestras, describiendo por medio de estas variables aleatorias las pro-
piedades del suelo. Segiin [1], existen dos distribuciones de probabilidad que
se ajustan a las variables fisico-quimicas del terreno. La distribucién normal
para medidas de humedad y densidad aparente, y la distribuciéon log-normal
que modela la conductividad hidraulica y la distribucién de sedimentos, entre
otras. Finalmente, f serd la fuerza externa aplicada que determina el compor-
tamiento de la onda, que tiene los mismos dominios de u y que de forma general
también va a depender de un coeficiente aleatorio.

En lo que sigue, el documento se desarrollara asi: en la siguiente seccién
se presentan los detalles de la expansién en serie de potencias del coeficien-
te mostrado en (2) y mostrar un método de aproximacién del valor esperado
u(x,t). Seguido damos las definiciones y herramientas bésicas para la solucién
de la ecuacién (1) por medio del método de los elementos finitos para poste-
riormente definir el problema en sus diferentes formulaciones que nos permiten
realizar la implementacion computacional. En la tltima secciéon se mostraran
los resultados numéricos del problema.

2. Herramientas de Probabilidad

El objetivo de esta seccién es mostrar como la solucién u se puede ver
como un proceso estocastico, para el cual proporcionamos una herramienta
de aproximacién del valor esperado de la solucion, llamado el método Monte
Carlo. Ademsds, definimos un método estadistico para calcular el coeficiente
¢(z,w) como una expansion en serie de funciones deterministas (funciones de las
cuales se conoce el comportamiento exacto) acompanadas de unos respectivos
coeficientes aleatorios. La idea del método es definir el coeficiente ¢(x,w) como
un proceso estocastico al cual asociamos una funcién de covarianza que va a
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caracterizar las propiedadades del medio poroso en donde se desarrollen los
problemas. En [1] se clasifican las variables aleatorias mostradas en (2) que
estdn asociadas a las muestras tomadas sobre el suelo en estudio. Alli, llaman las
variables estacionarias cuando la funciéon de covarianza del proceso estocastico
depende directamente de la distancia media entre los poros de una muestra.
Esta expansion del coeficiente ¢ es llamada la expansion de Karhunen-Loéve
(KL).

2.1. Expansion de Karhunen-Loeve

Dado ©Q C R?, un kernel 4 : Q x Q — R se dice definido positivo en ) si
para cada sucesién finita de puntos {z;}, C Q y correspondiente sucesién de
coeficientes {\;}; C R tenemos,

N
Z A A ATy, ©m) > 0.

n,m=1

Ademds, el kernel se llama simétrico si A(z,y) = A(y, z) para todos z,y € Q.
Entonces, si consideramos el coeficiente ¢(z,w) y definimos el proceso estocésti-
co Z, = ¢(x,w) —¢(x), siendo ¢ el valor esperado de ¢(-,w), entonces definimos
la funcién de covarianza

Cov(z,y) = E[Z: 2], (3)

que podemos ver como un kernel y pedir que sea definido positivo y simétrico
para aplicar los resultados mostrados a continuacién, por lo que restringimos
las funciones de covarianza a ciertas funciones que cumplan las condiciones
pedidas.

Dado el Kernel Cov, definimos el operador A : L?(Q) — L?(Q2) por

A(f) = /Q Cov(z,y)f (z)dz,

donde L?(f) es el espacio de funciones cuadrado integrables con dominio 2
y deducimos que si la funcién Cov es continua, entonces A(f) es una funcién
continua y ademads el operador A es también continuo. Ahora, por el teorema
espectral para operadores compactos aseguramos la existencia de {p;}icr €
L?(Q) eigenfunciones y {u;}ics los respectivos eigenvalores del operador A, es
decir las funciones que cumplen la igualdad

A(%) = HiPis

y que formaran una base ortonormal del espacio L?(€2). Entonces el teorema de
Hilbert-Schimdt [10], establece que si el Kernel Cov es simétrico este cumple la
expansion en serie

Cov(z,y) = Z 1ii(x)pi(y). (4)
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Por el teorema de Mercer se tiene que si el Kernel Cov es simétrico enton-
ces ademds es definido positivo y por lo tanto los eigenvalores {u;}ier son no
negativos y la expansién (4) tiene convergencia uniforme.

Dado {Y7,Y2, -} conjunto de variables aleatorias con distribucién normal
estandar e independientes entre si, definimos

c(z,w) +Z\/,LTzQ01 Yi(w), (5)

llamada la expansion de Karhunen-Loeve para el proceso estocdstico definido
por el coeficiente ¢. Observamos que para el proceso Z, = ¢(z,w) — ¢(x) por
la linealidad del valor esperado, asumiendo que la serie (5) converge y por
definicién de las variables aleatorias Y;, la funcién de covarianza

Cov(x,y) = E[Zx(w) Zy(w)]
(Z Vi <x>m<w>> > Vi)Y (@)

ZZWWW 2)0;(Y) E [Yi(w)Y; ()]

=1 j=1

oo
Z pispi (@

cumpliendo la expansién mostrada en (4) y que bajo las condiciones pedidas,
tendra convergencia uniforme. Esto muestra que el proceso estocéstico Z, tiene
la covarianza deseada y encontramos una forma de definir el proceso por medio
de su funcién de covarianza asociada.

Para efectos numéricos, definimos la expansion de Karhunen-Loéve trunca-
da en K términos para el proceso estocastico, por

c(z,w) )+ Z Viipi(r)Yi(w), (6)

donde ¢; son las eigenfunciones asociadas al operador A definido por la funcién
de covarianza Cov(z,y).

2.2. Método Monte Carlo

Para la solucién de (1) deseamos encontrar el valor esperado u(z,t) de
las soluciones del problema. De forma general, dado un proceso estocastico
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{Z;}zcs definido en un espacio de probabilidad (R, .4, P), la funcién de me-
dias u, = Flu] es desconocida, pero se puede conocer el comportamiento apro-
ximado de los datos por resultados estadisticos, como lo es el método Monte
Carlo que sirve para dar solucién a problemas complejos por medio de méto-
dos numéricos que van a depender de factores aleatorios. La base principal
del método Monte Carlo es la generacién de numeros aleatorios para calcu-
lar probabilidades, o en nuestro caso los valores esperados. Existen diversas y
complejas formas para generar dichos niimeros aleatorios que deben estar en
un conjunto estadistico determinado [7].

Dada una variable aleatoria Y (w) definida en un espacio de probabilidad
(R, A, P) y cuya funcién de densidad es fy, sabemos que para un funcién g
con dominio el conjunto de estados de la variable aleatoria Y se cumple, por la
regla del valor esperado [5] que la esperanza de la variable aleatoria Z = g(Y)
se puede ver como

Bl = [ gl (w@ide
— 00
Con el método Monte Carlo podemos aproximar el valor de la integral tomando
R valores o realizaciones de Y, {Y (w;) = y; }2 , y calculando

1 &
Elg(Y)] = R Zg(yi)- (7)

Aplicando lo anterior al proceso estocéstico de las soluciones Z,(w), tenemos
para t fijo

oo

W%ﬂ:EW@mYﬂz/‘uwiwﬁﬂw@ (8)

— 00

y utilizando (7), tenemos la aproximacién

=

R
1
ﬂ(xat) ~ Zu(xvtayz)
i=1

donde aproximamos el valor de la integral (8) calculando el promedio de las
soluciones u(x,t,y;) de R realizaciones del problema donde cada coeficiente
aleatorio cumple k(z,w;) := k(x,Y (w;)) = k(z, ;).

3. El Método de los Elementos Finitos

El método de los elementos finitos halla aproximaciones numéricas a la so-
lucién de ecuaciones diferenciales parciales asociadas a problemas fisicos en
dominios complejos. El método consiste en tres pasos principales: primero, re-
escribimos el problema en forma variacional, generalmente multiplicando la
ecuacion diferencial por una funcién llamada funcién de prueba e integrando.
Seguido, descomponemos el dominio de la ecuacién diferencial en subdominios
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que no se intersectan, llamados elementos finitos para definir unas funciones
base con las cuales se obtiene la aproximacién de la solucién de la ecuacidn.
El espacio que se define a partir de las funciones base es llamado el espacio
de elementos finitos. Finalmente, en el espacio de dimensién finita obtenemos
un sistema finito de ecuaciones cuya solucién serd la proyeccién del problema
variacional en el espacio de elementos finitos y que sera la aproximacién de
la solucién del problema original. Utilizamos el método de elementos finitos
para aporximar la solucién de la ecuacién de onda mostrada en (1) que es una
ecuacién diferencial parcial hiperbdlica con coeficiente aleatorio.

A continuacién, definimos los espacios de funciones que se utilizan en el
método para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales en di-
mensién dos. Decimos que un conjunto £ C R? es un dominio si es abierto y
convexo, y que es un dominio poligonal si su frontera 92 es un poligono. Por
simplicidad, vamos a trabajar con dominios poligonales, mas especificamente
con dominios con frontera cuadrados o rectdngulos. Generalmente, al utilizar el
método de elementos finitos sobre dominios con geometria compleja con fron-
tera que sea una curva suave, se hace la aproximacion de dicha frontera a un
dominio poligonal para simplificar la definicién de los espacios, ver [6].

Una particién o triangulacion Tj, para un dominio poligonal €2 es una subdi-
visién Ty, = {T1, -+ ,Tn} de Q compuesta por N tridngulos los cuales cumplen
que T; NT; = () para i # j,

Q= |T;

-

i=1
y tales que ningtn vértice de algun triangulo 7; vive en el lado de algun otro
tridngulo Tj, es decir T; NT; es un tridngulo, una arista completa o un vértice.
Cada triangulo T; de la particién T; es llamado elemento y cada vértice
2k del tridngulo es llamado nodo de la particién. Supongamos que para los N
elementos existen k = 1,--- , M nodos de la particién. El parametro h de la
particién Tj estéd definido por

h = méx diam(T")
TETh

donde diam(T") es la medida del lado mds largo del tridngulo T'. La ubicacién de
los elementos en la triangulacién se puede presentar de manera diversa, como se
puede observar en [6], pero para nuestro trabajo tomaremos una triangulacién
donde el pardmetro h es el mismo para todos los elementos del dominio, como
observamos en Figura 1, donde se muestra para un dominio espacial 2 =
[0, 1] x [0, 1], las triangulaciones para dos cantidades distintas de vértices cuyos
elementos se ubican de una manera uniforme.

Si tomamos cierta triangulacién 7 de un dominio poligonal €2, definimos
el espacio de funciones lineales por partes V"(2) como el conjunto

Vh(Q) = {v : v es continua en Q y v|r es lineal, para todo T € T},

es decir,
vlr = ax + by + ¢,
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Triangulacién de Dominio con 25 Nodos

0 0.2 04 06 08

—

Triangulacién de Dominio con 100 Nodos

o

0.2 04 06 0.8

—

Figura 1: Dos triangulaciones con M = 25y M = 100 vértices (respectivamen-
te) sobre el dominio 2 = [0, 1] x [0, 1].
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donde a,b,c € R son los grados de libertad de la funcién v con respecto al
tridngulo T' € Tj. Observamos que podemos caracterizar a cada funcién v €
V() por los valores que tome en cada uno de los nodos de la particién, es
decir por los valores v(z;) donde zi es el vértice de algin tridngulo T' € Ty,
Entonces, si definimos las funciones

1 sioj=k,
e ={ o 5 15k o)
donde j,k = 1,---, M,, formaran una base para un espacio de dimensién fi-

nita V() llamado el espacio de elementos finitos. El comportamiento de las
funciones base ¢; es mostrado en la Figura 2 para una particiéon de M = 25
nodos sobre el dominio 2 = [0, 1] x [0, 1], cuyo soporte serdn los elementos que
tienen en comiin el vértice j € {1,--- ,25}.

Funciones Base en Dimensién Dos

0.5+

0.5

Figura 2: Funcién base para una triangulacién del dominio 2 = [0, 1] x [0, 1].

3.1. Férmula de Green

Para poder establecer la formulacién variacional de la ecuacién diferencial,
tomamos la ecuacién y la multiplicamos por una funcié de prueba que vive en
un espacio de Hilbert y seguido procedemos a integrar. La formula de Green es
una herramienta del calculo que nos ayudard en dicho proceso.
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Dado © C R? un dominio acotado en el plano y si consideramos el campo
F : Q — R? el cual podemos escribir como F(z) = (Fy(x), Fz(x)) para todo
x = (z1,22) € Q. La divergencia del campo F estd dada por
OF, OF,

divF = — + —.
v 8%1 + 8.’172

Ademdés, para una funcién f : Q — R, notamos los operadores

_(of of
Vf— (83?1,6332>7

82f 0% f

Af= 2 t o2 0x3
of = ﬁ ny + ﬁnz

on  Ox 1 0xo

llamados gradiente de f, Laplaciano de f y derivada normal de f con respecto
a la curva frontera I' = 09, respectivamente. Aqui n = (n1,ns) es el vector
normal a I' que apunta hacia el exterior de 2. El teorema de la divergencia
para el campo F', establece que

/ divFdx = / F - nds,
Q r

siendo la integral del lado izquierdo una integral doble sobre el dominio €2 y
la integral del lado derecho una integral de linea sobre la curva I'. Entonces,
dadas las funciones f,g : Q@ — R, definimos los campos vectoriales Fj(z) =

(f(z)g(),0) y Fa(z) = (0, f(2)g(x)), donde

divF;(z) = gzzjc:( )g(z) —&—f(x)gxgl (x) para i=1,2.

Entonces, si aplicamos el teorema de la divergencia a los dos campos anteriores,

obtenemos of 5
g
I — ) 1
A 8xigd$+ Qfaxi dx /ngnlds, (10)

para ¢ = 1,2. Luego, si dadas u,v funciones reales definidas en 2 y llamamos

flz) =u(x)y g(z) = aa—v(z), aplicando (10) con i = 1, tenemos
Ty

Ou Ov 0?%v ov
2 — —dr = ——n1d 11
/8:101 Er i /Qu(?m% o /Fuaxlnl ’ (11)
y analogamente, si llamamos f(x) = u(z) y g(x) = aa—v(x) y aplicando (10)
x
con 1 = 2, ?
Ju Ov 0%
——d —nad 12
o Oy O3 “/Q“a 2 /“ax2”2 s (12)
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Luego, despejando de (11) y (12), obtenemos

ou v du v
/QVU'VUdQL‘— Qaixlaixldx-i- Tm%d

/u—n ds—/ daz—l—/u—n ds — /uagvdsc
r ! 8x1 dxy q 0x3

v Ov 82 82

y seguin la notacién establecida previamente, tenemos

/Vu Vvdx—/u—ds—/uAvdw. (13)

Esta ultima ecuacion es llamada la formula de Green o férmula de integracién
por partes en dos dimensiones, que nos ayudard a establecer la formulacién
débil del problema.

4. Formulaciones del Problema

Estudiamos la ecuacién de onda con coeficiente aleatorio mostrada en (1) y
definida en Q = [0, 1] x [0, 1] dominio poligonal, donde x(z,w) = e“(**) siendo ¢
una funcién suave. Las condicién de frontera serd Neumann homogénea y como
condiciones iniciales tenemos las funciones ug y vy funciones suaves definidas
para el tiempo ¢t = 0. Con estas especificaciones, el problema queda establecido
por la ecuacion

Encontrar u : £ X [O, T] - R tal que

wp (0, t,w) — V- [e@OVu(x, t,w)] = f(z,t,w), z e

(S) ec(w"”)VU(m, tw) - n=0,z€0Q, t>0 Condicién de Frontera,
u(z,0,w) = ug(z), x € Q, Posicién Inicial,
ug(z,0,w) = vo(x), = € Q, Velocidad Inicial.

donde n es el vector normal en la frontera I' = 0. Para considerar la for-
mulacién debil del problema tomamos una funcién de prueba v € H(Q), la
multiplicamos a la ecuacién (1) e integramos sobre 2, obteniendo

/ v(x)uy(x,t,w)de — / v(2)V - [e“@)Vu(z, t,w)|de = / v(x) f(z, t,w)de.
Q Q Q

(14)
Recordando la formula de Green estudiada previamente, establece que dadas
g1y go funciones reales definidas en €2, tenemos

dgo
/Vgl Vgodz = glaids_/glAQde
Q

=/91ng-nd8—/glv-[ng] dz,
I Q
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siendo n el vector normal a Vgo en la frontera de €. Entonces, si fijamos los
valores de w, t y al llamar g;(z) = v(z) y ga(x) = e“®“)Vu(z,t,w) tenemos

—/v(x)V-[eC(x’“)Vu(x, t,w)ldr = —/ 91(2)V - [Vga(z)] dz
Q Q

~ [Voi@) Vaala)do - [ 91(2)Va(z) - nds
Q r
= /QVU(I)~ {ec(z"”)VU(z,t,w)} dx
7/ v(x)ef @Iz, t,w) - nds.
r

Ahora, por la condicién de frontera establecida, la integral de linea a través de
la frontera de €2 es cero, luego

—/ v(z)V - [eC @ Vu(z, t, w)|de = / Vo(x) - [ec(w’“)Vu(x,t,w) dz
Q Q

= / @I Vy(x) - Vu(z, t,w)de.
Q

Asi, obtenemos la formulacién débil del problema como sigue

Encontrar u:Q x [0,7] — R tal que para todo v € H(Q),

/v(m)utt(gc,Lw)dw—i—/ec(”“"“’)Vv(x) ~Vu(x,t,w)dac:/v(x)f(x,t,w)dx
Q Q

W) q Jo
u(z,w,0) = ugp(z), x € Q,
ug(x,w,0) = uy(z), x e Q.

Ahora, si reemplazamos el espacio H!(Q2) por el espacio de elementos finitos
V"(Q), obtenemos la formulacién de Galerkin semidiscretizada

Encontrar u: Q x [0,7] — R tal que para todo v € V(€),
/ U(x)utt(azt,w)dm/ @Iy () - Vu(z, t,w)de = / v(z)f(z, t)dz
Q Q Q

u(x,w,O) = Uo(x), T e Q7
ut(x7w70):ul(z)7 ZEEQ,

(W)

Requerimos discretizar el intervalo de tiempo para aproximar numéricamente la
derivada temporal de la ecuacién. Dada la funcién u(z,t,w) donde ¢ € [0,T] y
tomando un parametro de discretizacion temporal At = hy; = % para S entero
positivo, tenemos

u(x, t + he,w) — ulz, t,w)
hy ’

us(x,t,w) ~

entonces

u(z,t + 2h,w) —u(z, t+ hy,w)  w(z,t+ hy,w) —u(x, t,w)
h2 B h2

u(w,t + 2hy, w) — 2u(z, t + hy,w) + ulz, t,w)

- % . (15)

ug(z, t,w) =~
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Entonces, si reemplazamos (15) en (W) obtenemos la formulacién de Galerkin
(G) con tiempo discreto, dada al fijar un valor z € {0,...,S5}

Encontrar u € V" tal que para todo v € V',

1 2 1
— [ wvdr——— [ uy—1vdr+— [ u—ovd Vu -Vudr = dx,
) A I

Uz—1, Uz—2 € Vv )

donde
Upey = (X, by w) Yy taey = (2 — 1)y
Para el tiempo inicial t = 0, las funciones u,_;,u._o € V" son las proyeccio-

nes en el espacio V() de las funciones de posicién ug(z) y velocidad vo(x)
iniciales, respectivamente. Por tltimo, si definimos las matrices A = [a;j]arx s

y M= [mij]MxM por

ai; = / ec(z’“’)v%(x) -Vo,(z)de,
Q

my = [ le)ei(@ne

y el vector b = [b;]1x s por
b= [ f@eas

siendo ;(z) las funciones base de V"(2) con 4,7 = 1,--- , M entonces estable-
cemos la formulacién matricial (M) del problema como el sistema lineal

1 2 1
|:.A+ MM]Xb+At2M'Uz—1AtQM'U’Z—27

cuyo vector solucién x es la aproximacién en V() de la solucién u(x,t,w) de
la formulacion fuerte para las variables ¢t y w fijas.

4.1. Resultados

En esta seccién, mostramos los resultados correspondientes al problema de
la ecuacién de onda en dos dimensiones. En primer lugar, en la Figura 3
mostramos el comportamiento del valor esperado de las soluciones en distintos
intervalos de tiempo, simulando la evolucién de la onda media a través del
tiempo.
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Media de la Solucion en t=107dt

i

vl AT,
v A
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Media de la Solucion en t=80%dt

D.2----""5'

R I e
Mg
0

; mun%%falrlr .
%I?ﬂﬂ!‘%ﬂﬂr’y .

Figura 3: Comportamiento de la solucién media de la ecuacién de onda en dos
dimensiones en distintos intervalos de tiempo con un At = 0.01, obtenida por
el método Monte Carlo para R = 100 realizaciones y con condiciones iniciales
vo(x) = e~ (¥ posicién inicial dada por ug(x,y) = 0 y sin fuerza externa
actuante. Para definir el coeficiente ¢(x,w) se utiliza una matriz de covarianza
determinada por la ecuacién C(Q1,Q2) = e"Ql_Qz‘li aplicando la expansién
definida en (6) con K = 20 términos de la serie. Para obtener el resultado se
utiliza el método de elementos finitos con M = 100 elementos.

Por medio del error £1 propio del espacio H'([0,1]) mostramos una grafica

para el anterior experimento fijando las soluciones en un tiempo determinado
y variando la cantidad de términos de la serie KL, obteniendo la Figura 4.

Boletin de Matemadticas 25(2) 139-156 (2018)



154 O. Andrés Cuervo

L0t Error En la Media de las Soluciones
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Figura 4: Gréfica de error por medio de la norma H! para la solucién media

con las condiciones mostradas en Figura 3 y fijando un intervalo de tiempo de
t = 100At, variando el pardmetro K de términos de la serie KL.

Finalmente, un estudio de mareograma, donde fijamos un nodo la triangulacién
y ahora variamos el pardmetro temporal.

Boletin de Matemadticas 25(2) 139-156 (2018)



La ecuacién de onda en medios aleatorios 155

Grafica de Mareograma en Nodo fijo

(0.50.5)

Solucion Media en x

-0.8 L L
0

Tiempo (1)

Figura 5: Gréfica de mareograma de la solucién media calculada con las con-
diciones de la Figura 3, fijado en el punto (x,y) = (0.5,0.5) y variando el
parametro temporal desde ¢t = 0 hasta t = 150A¢.
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