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Resumen

Los estimadores 6ptimos de calibracion utilizan informacién auxiliar completa para
producir estimaciones mas eficientes. Cuando no se dispone de este recurso, una
alternativa es realizar un muestreo en dos fases para recopilar la informacién auxi-
liar en una primera fase y después utilizarla en el disenio o estimacién de la segunda
fase. Se compara la eficiencia de los estimadores éptimos de calibracién, cuando
la relacion entre la variable de estudio y las variables de informacién auxiliar es
lineal y log-lineal. En este 1ltimo caso se utilizan métodos de cuasi-verosimilitud
para la estimacion de los parametros del modelo de super-poblacién.
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Abstract

Optimal calibration estimators use auxiliary information to produce more efficient
estimates. When the auxiliary information is not available, we proceed to design
a two-phase sampling where the auxiliary information is gather in the first phase
and it is used in the design or estimation of the second phase. We compare the
efficiency of the optimal calibration estimators when the relationship between the
variable of interest and the auxiliary information is both linear and log-linear. In
this last escenario, we make use of the quasi-likelihood method in order to estimate
the super-population parameters.
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1. Introduccion

Para obtener estimaciones eficientes es deseable conocer informacion de variables
auxiliares, que estén altamente correlacionadas con la variable de interés. Por ejem-
plo, en la construccion del estimador clasico de calibracién propuesto por Deville
& Sérndal (1992), es necesario conocer el total poblacional de las variables auxi-
liares. Sin embargo, no en todos los casos es posible tener acceso a informacion
auxiliar en toda la poblacién. Bajo el anterior escenario, es necesario recurrir al
uso del muestreo en dos fases'. En la primera fase de muestreo se selecciona una
muestra grande y se miden las variables auxiliares; con esto se obtiene una buena
estimacién del total de cada variable auxiliar en la poblacién. En la segunda fase se
toma una muestra mas pequena y se mide la variable de interés. De esta manera,
y como lo afirma Wu & Luan (2003), la mayor ventaja de utilizar el muestreo en
dos fases es la ganancia de precision sin un incremento significativo en el coste.

Recientemente se han propuesto estimadores de calibracién que no sélo son més
eficientes que los estimadores cldsicos sino que también son 6ptimos en su clase
(Wu 2003). Sin embargo, esta optimalidad estd supeditada al conocimiento del
valor de las variables de informacion auxiliares para toda la poblacién. El muestreo
en dos fases provee, entonces, una solucién ideal para el uso de los estimadores
optimos de calibracién bajo tales circunstancias. No obstante, antes de abordar
estos temas, es necesario explicar a grandes rasgos en qué consiste la técnica de
calibracién.

Estimadores de calibracion

Suponga el universo U = {1,..., N} el conjunto de elementos en una poblacién
finita y s el conjunto de los elementos que conforman una muestra seleccionada
aleatoriamente mediante diseno de muestreo p(-). Sea yg, k € s, el valor que toma
la variable de interés en el individuo k-ésimo y xj, = (21, Tog, ..., zpk)’, el valor
del vector de informacién auxiliar, compuesto por P variables auxiliares, para este
mismo individuo. 75 se define como la probabilidad de inclusién de primer orden
inducida por el disefio de muestreo p(s) y se asume que los totales poblacionales

tx = Z Xk
keU

son conocidos. El estimador de calibracién para el total poblacional de y, definido
como t, = Y, iy Yk, se define de la siguiente manera

tAy.,cal = Z WEYk,

kes

1El uso de este disefio de muestreo estd caracterizado porque la informacién auxiliar puede
estar en dos niveles (Estevao & Sarndal 2001): alguna informacién puede estar al nivel de la
poblacién y otra puede estar al nivel de la primera fase de muestreo. En este trabajo suponemos
que la informacion auxiliar estd disponible sélo en la primera fase de muestreo.
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donde las ponderaciones wj minimizan una distancia ®4 entre las ponderaciones
bésicas? y las wy, sujetas a la siguiente restriccion:

> wrx =ty (1.1)

keEs

En la construccion de un estimador de calibracién hay dos componentes bésicos:
una distancia &, y un conjunto de restricciones tales dadas por (1.1). La dis-
tancia Ji-cuadrado dada por ®, = >, (wy — di)?/(drqr), es la mas usada en
la préactica. Nétese que los factores i, ponderaciones en la distancia, no estdn
correlacionados con dj. Existen otras distancias usadas para la construccién de
estos estimadores, pero los resultados son asintéticamente equivalentes al usar la
distancia Ji-cuadrado (Deville & Sérndal 1992). De esta manera, al desarrollar la
minimizacion, se llega facilmente a que los pesos de calibracién quedan definidos

como
—1

wi = di, + di(bx — ) [ Y ardixax | gexn
kes
donde ty, = ZkES dpxp, es el estimador de Horvitz-Thompson para el total del
vector de informacién auxiliar. Por tanto, el estimador de calibracién para el total
poblacional queda definido de la siguiente manera

ty,cal = § WEYk

keEs
= tyr + (tx — txn)'B
donde fy,r = Zkes dryr es el estimador de Horvitz-Thompson para el total de la

. . . - —1 .
variable de interés y B = (ZkES qkdkxkx;) > kes WdrXpyy es una matriz de
coeficientes de regresion.

En la seccién 2 de este articulo se examinan los resultados encontrados por Wu
(2003), en la seccién 3 se estudian los resultados del estimador cldsico del muestreo
en dos fases, el estimador 7*. En la seccion 4 se profundiza en algunas funciones
que optimizan el estimador de calibracion bajo un enfoque de inferencia basada
en un modelo de super-poblaciéon y se revisan las expresiones para el estimador
del total poblacional en un disefio bifdsico MAS-MAS?. Finalmente, mediante una
simulacién de Monte Carlo, se simula una poblacién y se compara el sesgo relativo
v la eficiencia relativa de los estimadores resultantes contra el estimador 7*.

2. Estimadores 6ptimos de calibracién

Como lo afirma Wu (2003), existen dos variantes en la construccién de un esti-
mador de calibracién: una estd dada por la escogencia de la distancia y la otra

2Las ponderaciones bésicas se definen como el inverso de la probabilidad de inclusién para
cada elemento incluido en la muestra y dadas por dy = 1/m

3El disefio bifdsico MAS-MAS aplica un disefio de muestreo aleatorio simple sin reemplazo en
la primera y en la segunda fase.
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estd dada por el conjunto de ecuaciones de calibracién*. En 4reas como la de-
mografia existe la costumbre de calibrar sobre muchas variables, para que se logre
estimar con varianza nula los totales conocidos de las variables auxiliares, sin im-
portar que el estimador resultante pueda perder eficiencia. En estos términos, seria
mejor utilizar la menor cantidad de ecuaciones de calibraciéon para no estropear
el buen comportamiento del estimador. La pregunta que debe plantearse el in-
vestigador es jcudl es la mejor ecuacion de calibracion que se debe usar en la
construccién de un estimador de este tipo?

Si ug, = u(xg), donde u(-) es una funcién de valor real, entonces una nueva forma
de construir un estimador de calibracién estaria dada por la consecucién de unos
pesos wy, restringidos® a

Z wru(xg) = Z u(xg)

kes keU

Por tanto, la pregunta se torna mds didfana y se convierte en jcuél funcién u(-) hace
al estimador fycaz maés eficiente?. Ahora, es bien sabido que bajo la inferencia basa-
da en el disenio de muestreo, no existe un estimador insesgado de minima varianza
uniformemente (Cassel et al. 1976). Sin embargo, es posible obtener un estimador
optimo bajo la inferencia asistida por modelos de super-poblacion. La respuesta a
estas preguntas estd dada por la propuesta de Wu (2003), que construyé un esti-
mador éptimo de calibracion suponiendo que las respuestas de y; pueden ser vistas
como realizaciones del sigui-ente modelo de super-poblacién semi-paramétrica

Ee(yklxk) = pn(xx,0),  Ve(yelxi) = [v(xp)]?0® (2.1)

donde p(- ,-) y v(-) son funciones conocidas, 8 y o2 son parametros desconocidos
del modelo. Se asume que los y,, k£ € U, son condicionalmente independientes
dadas las xj. Notese que v puede ser una funcién conocida de p como en los
modelos lineales generalizados.

Los estimadores éptimos, asistidos por un modelo de super-poblacién &, que mini-
mizan el valor esperado de la varianza basada en un diseio de muestreo, E¢(V,(Y)),
han sido discutidos® por muchos autores. Por ejemplo, en Isaki & Fuller (1982)
esta varianza esperada tomoé el nombre de varianza anticipada.

Resultado 2.1 (Teorema 1 de Wu (2003)). Sea t, ¢, un estimador de calibracion
del total poblacional de la caracteristica de interés, construido utilizando la restric-
cion (2), donde Cy, = {u(x1),u(x2),...,u(xn)} es la familia de vectores de todas
las posibles funciones de valor real aplicadas a la informacion auziliar. Dentro de
la clase de estimadores de calibracion ty ¢, , la escogencia de

CP« = {/’L(Xla 0)5 /J’(X27 9)’ co 7M(XNa 0)}

4Nétese que si el vector de informacién auxiliar tiene P variables auxiliares, entonces habran
b
P ecuaciones de calibracién.
5Bajo este marco de referencia aparece una reduccién en la cantidad de restricciones que se
utilizan en la cablibracién.
6Los términos E, y Vp se refieren a la esperanza y varianza bajo un disefio muestral p(-), y
E¢ y Ve denotan la esperanza y varianza bajo un modelo de super-poblacién §.
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minimiza Ee(V,(Y)) bajo el modelo de super-poblacién dado por (2.1) y suponiendo
condiciones de regularidad en el diseno de muestreo.

Con este resultado podemos proseguir a la construccion del estimador 6ptimo de
calibracion resultante de minimizar Ji-cuadrado sujeta a la siguiente restriccion

> wkfi =Y fu

kes keU

Donde fip = p(xg,0). La razén para esto se debe a que los valores del vector 0
son desconocidos y se deben reemplazar por un estimador basado en la muestra
seleccionada dado por 6. La minimizacién se realiza usando un multiplicador de
Lagrange como en Deville & Sarndal (1992). De esta manera, es muy facil conseguir
la expresion del estimador éptimo de calibracién, el cual estd dado por (Wu &
Sitter 2001)

iy,opt = Z WrYk

kEs

- fyﬂ + (tﬂ - 2€fur)By

en donde t; = Y, ;i es el total poblacional de las funciones /i, fpm su corres-
pondiente estimador de Horvitz-Thompson y

B — > kes AeQrfinyr
Y Ykes drarii,

En resumen, los estimadores 6ptimos de calibracién se han estudiado y profun-
dizado en Wu & Sitter (2001) y Wu (2003), y su fundamento se encuentra en
la inferencia asistida por modelos. Para motivar las condiciones de optimalidad
se utilizé un modelo de super-poblacién semi-paramétrica general dado por (2.1).
Estos estimadores de calibracion para el total poblacional de la caracteristica de
interés tienen las siguientes caracteristicas:

1. Una distancia Ji-cuadrado cuyos factores de peso satisfacen
N
>0 y Ny gt =0(1).
k=1

2. Una sola restriccién, dada por una reduccién de dimension uy = u(xg, 0),
donde la forma funcional u(- ,-) puede ser arbitraria.

Algunos de los resultados més importantes de este método pueden ser resumidos
de la siguiente manera (Wu 2003):

Comunicaciones en Estadistica, junio 2009, Vol. 2, No. 1



50 Hugo Andrés Gutiérrez Rojas

» Sea § = (> res drqrxpx)) ! > kes AeQrXryy- Sise usa ug = x3,0 como varia-
ble de calibracién, el estimador de calibracién resultante es idéntico al es-
timador convencional de calibracién dado por fycal. Por tanto, la clase de
estimadores resultantes de este método es muy general, pues incluye al esti-
mador original como un caso particular.

= Para cualquier estimador consistente de 0 tal que 0=0+ op(1), si se reem-

plaza @ por 6, en las ecuaciones de calibracién, el estimador de calibracién
resultante no cambia asintoticamente.

= Los estimadores 6ptimos de calibracién obtenidos usando u, = E¢(yy | xi) =
wu(x;, 0), son 6ptimos bajo el criterio del minima varianza esperada.

= Los estimadores 6ptimos de calibracién son 6ptimos bajo el modelo de super-
poblacion £, pero aun si el modelo considerado es incorrectamente especifi-
cado, estos estimadores permanecen consistentes.

Dado que no existe un estimador insesgado con varianza minima uniforme, la inica
escogencia de u(-) que hace a #,,,; un estimador con las anteriores caracteristicas
es u(xy) = y;, y por supuesto esto es practicamente initil. Por tanto se debe hacer
u(Xg) = Yg-

El lector debe notar que la estructura del modelo £ dado por (2.1) es muy general e
incluye dos importantes casos: el primero, el modelo de regresion lineal o no lineal
dado por

Yk = u(xg, 0) + vpeg (2.2)

donde los g son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con E¢(ey) =0, Ve(eg) = 0% y v = v(xy,) es una funcién conocida y estrictamente
positiva.

El segundo caso se refiere al modelo lineal generalizado dado por
9(pi) =x1.0,  Ve(ynlxi) = v(u) (2.3)

donde pp = Ee¢(yr|xk), g(-) es una funcién de vinculo y v(-) es una funcién de
varianza.

A continuacion se describe el comportamiento de los estimadores 6ptimos de cali-
bracion bajo un modelo lineal y un modelo log-lineal.

2.1. u(x) Via minimos cuadrados

Si la informacién auxiliar explica a la caracteristica de interés de forma lineal,
como se observa en la Figura 10.5, entonces tendria sentido el argumento que se
expresa en Deville & Sdrndal (1992), en donde motivados por el estimador de
razdn, se argumenta que «...las ponderaciones [de calibracidn] que se ajustan bien
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Figura 1: Comportamiento lineal de la caracteristica de interés explicada por la
informacion auxiliar

a las variables auziliares [reproducen exactamente su total poblacionall, también
se ajustan bien a la variable de estudio...»

En el caso multivariado, la funcién que hace 6ptimo al estimador de calibracién
estd dada por

U(Xk,e) :X;€0:90+911’k1 + ...+ 60pxrp (24)

En donde 8 = (09,01, ...,0p) es estimado a través de minimos cuadrados pondera-
dos, como en una regresién multiple. Por lo tanto, la caracteristica de interés sigue
el siguiente modelo de super-poblacién

Yr = X3,0 + vpe (2.5)

donde los ¢j son independientes e idénticamente distribuidos con E¢(ey) = 0y
Ve(ex) = 0%,y vy = v(xg) = 1. Por tanto, al estimar 6 usando la técnica de
minimos cuadrados se tiene que

-1
0= (> adiax | > ardixiy
kes keEs

— (leflx)flx/vfly
donde V = diag(diq1, .. .,dngn) = %diag(dl, ey dp).
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Resultado 2.2. De esta forma, el estimador de calibracion del total poblacional
resultante del anterior modelo de super-poblacion estd dado por

ty,opt = tyﬂ' + (tx - tx‘n’)la (26)
Demostracion.
Eympt = tAyTr + (tp, - Aﬂﬂ—>By

= bye + (O ik — Y dijur) By
keU keU

=ty + (O %10 - > dix,0)B,
keU keU

=ty + (D%, — > dix})0B,
keU keU

= tyx + (Z X — Z dpxi)' 0B,
keU keU

= tAyTr + (Z X — Z dkxk)'é
keU keU

puesto que Ey = 1. Lo anterior se tiene de la definicién de éy teniendo en cuenta
que
fir = X0 = 2, (X'VIX)"IX'V 1y

Por tanto,
> drgriiy =y VXX VIX) TIXVIIX(XVTIX) TIXV
kes
— ylvflx(leflx)flxlvfly

= diqrfuyn

kes

O

Noétese que el termino By es igual a uno y por tanto desaparece, lo que hace que
el estimador éptimo de calibracion sea idéntico al estimador de calibracién clasico
dado por (10.4.5).

2.2. u(x) Via modelo lineal generalizado
(Qué sucede si la informacion auxiliar no describe a la caracteristica de interés
con un comportamiento lineal, como se observa en la Figura 2.7

Es ésta la parte mas importante del desarrollo préactico en los estimadores 6ptimos
de calibracion. Al respecto, el usuario puede pensar por un instante en los siguientes
cuestionamientos:
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Figura 2: Comportamiento no lineal de la caracteristica de interés explicada por
la informacion auziliar

= Si una caracteristica de informacion auxiliar explica muy bien a la carac-
teristica de interés, entonces calibrar con respecto a esta informacién auxiliar
serfa muy conveniente. Sin embargo, esta relacién no siempre sera lineal.

= Si queremos estimaciones perfectas deberiamos utilizar a la misma carac-
teristica de interés para calibrar, pero como ésto es un absurdo se debe
utilizar u(x) semejante a y.

Si se conoce que la informacién auxiliar disponible no describe a la caracteristica
de interés de forma lineal, se ponen en tela de juicio la aplicacion de los estimadores
cldsicos de calibracién motivadas por Deville & Sérndal (1992). Por tanto, si los
valores de la caracteristica de interés son considerados como realizaciones de un
modelo de super-poblacién  como en (2.1) que puede ser descrito a través de
su primer y segundo momento, entonces claramente el modelo lineal generalizado
(MLG), descrito detalladamente en McCullagh & Nelder (1989) y dado por (2.3).
La mayor particularidad del MLG es que la varianza de la caracteristica de interés
depende de la media p. Ademas, en el MLG se considera que la caracteristica de
interés se relaciona con las variables de informacion auxiliar mediante la media
y una funcién de vinculo ¢(-) tal que

g(ur) = 6o + 61z + ... + Opxip

Notese que el modelo clasico de regresién lineal es un caso particular del MLG en
donde g(pur) = ur y V(ugx) = 1. Por supuesto, existen otras formas de la funcién
de varianza y vinculos no lineales también son permitidos. Por ejemplo, entre las
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