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Resumen: El creciente interés por abordar investigaciones respecto del cono-
cimiento especifico, que tiene y utiliza el profesor de matematicas, y de los
elementos que lo conforman, se ha traducido en un incremento en la oferta
de modelos analiticos que pretenden organizar, definir y analizar estos cono-
cimientos para interpretarlos, caracterizarlos y hasta reproducirlos. Uno de los
elementos que aparecen de manera reiterada y que se considera esencial en
este tipo de modelos es el Conocimiento Didactico del Contenido. Sin embargo,
la caracterizacion de este tipo de conocimiento depende, en gran medida, de
los fundamentos sobre los que se construye el modelo, los cuales suelen quedar
a la sombra del modelo mismo y de las definiciones de sus componentes. En
este sentido, nos proponemos explicitar las bases teoricas y metodoldgicas bajo
las cuales se construye una caracterizacion del Conocimiento Didactico del
Contenido, a la luz del modelo de conocimiento especializado del profesor de
matematicas.
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Palabras clave: Conocimiento Diddctico del Contenido, conocimiento especia-
lizado, profesor de matemadticas.

Abstract: The growing interest in addressing research regarding the specific
knowledge that the mathematics teacher has and uses and the elements that
make it up have resulted in an increase of the creation of analytical models
which aim to organize, define, and analyze this knowledge to interpret, char-
acterize and even reproduce them. One of the elements that appear repeatedly
and that is considered essential by these models is the teacher's Pedagogical
Content Knowledge. However, the characterization of this knowledge depends
largely on the foundations on which the knowledge model is built, which usually
lie in the shadow of the model itself and of the definitions of its components.
In this sense, our objective is to make explicit the theoretical and methodological
bases under which a characterization of the Pedagogical Content Knowledge
is built in light of the mathematics teacher’s specialized knowledge model.

Keywords: Pedagogical Content Knowledge, Specialised Knowledge, Mathe-
matics teacher.

1. INTRODUCCION

El interés por encontrar formas efectivas de estudiar el conocimiento profesional
del profesor y comprender los procesos de adquisicion, uso y desarrollo de este,
lleva a los investigadores a realizar distintas propuestas que permitan indagar
sobre la labor del profesor, vista esta como la practica de un profesional que
requiere de conocimientos especificos.

Existen distintos pardmetros utilizados para diferenciar las componentes del
conocimiento profesional, definidas en funcion de como se genera, sobre qué versa
o para qué sirve dicho conocimiento. Shulman (1986), por ejemplo, propone una
separacion del conocimiento del profesor en tres componentes: el Subject Matter
Knowledge, que incluye el conocimiento que requiere el profesor del qué vy el
porqué de los contenidos referentes a la disciplina que ensefa, el Pedagogical
Content Knowledge (PCK), que alude a los aspectos de conocimiento referentes a
la ensenanzay aprendizaje del contenido que se imparte, y el Curricular Knowle-
dge, que se refleja en los programas, materiales, planeaciones que tienen los

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 2, AGOSTO DE 2020 9



Dinazar Isabel Escudero-Avila, José Carrillo Yafez

profesores. Shulman (1987) destaca el PCK como un elemento de especial interés
‘because it [] is the category most likely to distinguish the understanding of the
content specialist from that of the pedagogue’ (p. 8).

Con esta propuesta, Shulman provoca un especial interés por profundizar en
la comprension de elementos que conformen el conocimiento profesional de un
profesor, de manera que se tenga una mejor conceptualizacion del constructo
y de sus caracteristicas como un conocimiento propio de la labor de ensenanza
(e.g. Carpenter, Fennema, Peterson y Carey, 1988; McDiarmind, Ball y Anderson,
1989). Ademas, surge la necesidad de buscar caracteristicas especificas de este
conocimiento asociadas al contenido a ensenar, lo que ha llevado a la cons-
truccién de modelos de conocimiento que pretenden organizar, definiry analizar
los elementos que lo conforman.

Con respecto al conocimiento profesional del profesor de matematicas, exis-
ten distintas propuestas de modelacion de dicho conocimiento (e.g. Knowle-
dge Quartet, Rowland, Turner, Thwaites y Huckstep 2009; Mathematical
Knowledge for Teaching, Ball, Thames y Phelps, 2008; Proficiency in Teahing
Mathematics, Schoenfeld y Kilpatrick, 2008; Profound understanding of fun-
damental mathematics, Ma, 1999). Esta variedad de modelos pone de mani-
fiesto la complejidad de interpretacion y comprension de la naturaleza de dicho
conocimiento, asi como la necesidad de establecer mecanismos para operativizar
e identificar elementos clave que permitan su andlisis.

Dentro de todas estas propuestas y caracterizaciones, a mas de 30 anos de
distancia, el PCK sigue teniendo un papel relevante como uno de los elementos
esenciales para la descripcion y analisis del conocimiento profesional. A pesar
de que las categorias propuestas inicialmente por Shulman han sido reinterpre-
tadas, estas contintan siendo vigentes y siguen siendo consideradas un avance
importante en las concepciones sobre el conocimiento del profesor (Vazquez-Ber-
nal, Jiménez-Pérez y Mellado, 2019; Depaepe, Verschaffel y Kelchtermans, 2013).

Sin embargo, la caracterizacion de este conocimiento depende, en gran
medida, de los fundamentos sobre los que se construye el modelo, que suelen
quedar ocultos bajo la sombra del modelo mismo y las definiciones de sus
componentes.

En este sentido, consideramos importante reflexionar sobre los cambios y/o
adaptaciones que sufre el PCK al considerarse parte de un modelo de conoci-
miento que tiene una filosofia, identidad e intencionalidad propia. Esto propor-
cionara al lector la posibilidad de adentrarse en este proceso de construccion
de un modelo y de la caracterizacién y adaptacion del PCK.
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La relevancia de esta propuesta radica en someter a discusion de la comu-
nidad las bases teoricas y metodologicas bajo las cuales se construye esta
caracterizacion, a la luz del modelo de conocimiento especializado del profesor
de matematicas (Mathematics Teacher's Specialised Knowledge -MTSK-, Carri-
llo-Yanez, et al, 2018). Consideramos que esta podra enriquecer la reflexion sobre
la utilidad y vigencia del PCK como piedra angular del conocimiento profesional
del profesor, asi como la discusion sobre la utilidad del MTSK y otros modelos
como herramienta de analisis del conocimiento del profesor de matematicas.

Es importante senalar que, aunque se han presentado otros analisis parciales
de algunos de los datos recopilados en esta investigacion, estos han estado
enfocados a reflexionar sobre el tipo de conocimientos especializados que mani-
fiesta el informante a lo largo del curso (e.g. Escudero-Avila, et al, 2015) y a
resaltar las relaciones existentes entre distintos subdominios de conocimiento
(e.g. Carrillo-Yanez, et al, 2018). Sin embargo, en este trabajo nos enfocamos en
la descripcion del proceso de construccion, justificacion y refinamiento de cate-
gorias realizado a partir del analisis de este caso. El interés en el contenido
matematico concreto queda en un segundo plano, tratandose de un instrumento
de trabajo que nos permita ilustrar los subdominios, validar la construccion del
modelo y refinar categorias.

2. BASES METODOLOGICAS

Para definir y caracterizar los elementos del conocimiento didactico se realizo
un estudio de caso de tipo instrumental (Stake, 1995), puesto que la informa-
cion que nos proporciona el informante sirve para realizar un proceso de
abstraccién que permita aportar informacién adicional sobre el funcionamiento
y la caracterizacion del conocimiento profesional del profesor de matematicas.
En este sentido, hemos decidido adoptar un enfoque cualitativo de andlisis y
posicionarnos en un paradigma interpretativo (Bassey, 2003).

El caso a estudiar se define como el conocimiento especializado del profesor
de matematicas de secundaria que participa en un programa de formacion
continua a distancia (online). Omar, nuestro informante, es un profesor colom-
biano de matematicas de secundaria y bachillerato con mas de 25 afos de
experiencia, que participaba activamente en el curso virtual Teoria de Situaciones
Didacticas desarrollado en el seno de un programa de Posgrado en Matematica
Educativa (maestria profesionalizante con sede en México).
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Alo largo de cinco semanas, Omar realiz6 aportaciones y reflexiones sobre
su trabajo y el de sus companeros en foros, ensayos y actividades compartidas
a través de la plataforma Moodle y por correo electrénico. Uno de los tutores
del curso y autor de esta investigacion, dio seguimiento y retroalimentacion
constante al profesor sobre las tareas que se le pedian en concordancia con
los objetivos del curso. Una vez terminado el curso, se reconoce la relevancia
de la informacion generada y el potencial para analizar, de estos datos, el
conocimiento especializado del profesor en distintos contextos, por la riqueza
en cuanto a la justificacion matematica y didactica que Omar vertia en sus
participaciones. Se descargaron en formato pdf, y se organizaron y analizaron
cinco actividades realizadas, una por semana, en las que se produjeron un
total de siete documentos de texto con siete tareas individuales de Omar (A#_
D#) y tres foros de discusion (A#_ F#_P#) en los cuales el profesor interactuaba
con otros companeros de curso y que se separaron en siete conversaciones
diferentes. Estos se organizaron y codificaron por actividad y documento como
se muestra en la Figura 1.

Actividad Documentos Codificaciones
Resolucién del problema de las cuerdas Al D1
Guia pedagogica del problema de las cuerdas Al D2
Pregunta 1:
¢ Cudl es la naturaleza del problema de las Al F1 P1
cuerdas?, jun ejercicio rutinario, tradicional, — =
Foro 1: abierto?
! Anal(i’;;’nd.o el Pregunta 2:
{Qué técnicas visualizaste para resolver el Al_F1_P2
problema de las o
cuerdas problema de las cuerdas?
Pregunta 3:
¢ Consideras que el problema de las cuerdas Al F1 P3
constituye un buen recurso didédctico? jPor qué ==
si? ¢ Por qué no?
2 Recurso didactico individual A2 D1
Respuesta a la retroalimentacion A2 D2
Reporte de lectura sobre herramientas teéricas A3 D1
3 Foro 2: Herramientas U‘?l?dad. - A3 F2 Pl
te 6rica.s Utilizabilidad A3 F2 P2
;Y los potenciales? A3 F2 P3
4 Andlisis individual del recurso usando las herramientas teéricas A4 D1
5 Reporte de evaluacion externa del recurso A5 D1
Foro 3: Discusion de evaluacion externa AS_F3

Figura 1. Organizacion y codificacion de actividades realizadas por Omar (Escudero, 2015, p. 88)3

* Una explicacion detallada de cada una de las actividades puede consultarse en Escudero (2015).
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Dado que las actividades se proponian de acuerdo a la tematica del curso,
el contenido matematico sobre el que se discute cambia a lo largo de las sema-
nas, aunque se dedica especial atencion al desarrollo de una secuencia didactica
que Omar propone centrar en el desarrollo de conocimientos sobre las funciones
lineales y cuadraticas. Son estas participaciones y actividades las que utilizare-
mos en este estudio para ilustrar la caracterizacion del PCK (Actividades 2, 4 y 5).

Los textos utilizados, para ejemplificar y justificar la caracterizacion de los
subdominios y categorias del PCK en este articulo, han sido modificados con
respecto a las participaciones literales de Omar dentro de este curso virtual. Esto
con la intencién de proporcionar al lector la mayor cantidad de evidencias sobre
el conocimiento de Omar y resumir la informacion que se recolecta a lo largo
de cinco semanas de trabajo. Se ha puesto especial atencién en crear textos con
sentido narrativo que mantengan la literalidad y esencia del discurso en relacion
con el objeto de estudio. Pueden consultarse los datos completos y codificados
en Escudero (2015).

Al respecto del disefio metodoldgico, inicialmente se utilizd el método top-
down: de la teoria a los datos (Niss, 2006), generando una caracterizacion tedrica
y muy general del PCK, para lo cual se revisaron y sistematizaron distintas
aproximaciones y definiciones de este tipo de conocimiento en la literatura
especializada, partiendo de las aportaciones y criticas sobre el modelo de Shul-
man (e.g. Vazquez-Bernal, et al, 2019; Depaepe, et al, 2013; Flores-Medrano, et
al, 2016; entre otros). Apoyados en esta reflexién y en los principios tedricos bajo
los cuales se concibe la construccion del MISK, decidimos imprimir especial
énfasis en el reconocimiento de las diferencias entre la naturaleza de este domi-
nio y la del dominio del conocimiento matematico, tomando en cuenta las dis-
tinciones en cuanto a los criterios de validez, los procesos de construccion de
conocimiento asociados a estos, asi como su expresion o manifestacion, lo que
implica diferentes vias para acceder a ellos. En la siguiente seccion entraremos
mas en detalle en este proceso de construccion.

Posteriormente, recurrimos a una aproximacion bottom-up: de los datos a la
teoria (Niss, 2006), en la cual se complementa y reinterpreta la definicion de los
subdominios y sus componentes a la luz del analisis de las producciones de
Omar. Ademas, en este proceso se complementa esa primera caracterizacion
tedrica para refinar el modelo con la aportaciéon de categorias especificas de
conocimiento (Figura 2), que nos permitan tener una visién mas particular
de las formas de conocer el contenido que un profesor de matematicas puede
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tener y las cuales, en conjunto, le permitiran actuar como un especialista de la
educacion matematica.

Como explicamos, la metodologia top-down 'y bottom-up utilizada en esta
investigacion demandaba la generacion de categorias de andlisis de los datos
y su comparacion constante. La cantidad de informacion generada durante el
curso y el numero de categorias que se utilizaron para el tipo de analisis pro-
puesto requirié del uso del software MAXQDA, como un instrumento que per-
mitia hacer asignaciones de categorias de forma simple y ordenada, haciendo
referencia a cualquier tipo de unidad de informacion (episodios, fragmentos de
episodio, frases o palabras una asignacion), triangulando distintos momentos del
curso y asi obtener un andlisis lo mas completo posible.
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Figura 2. Diseno metodologico utilizado para la caracterizacion del CDC como parte del MTSK.
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3. BASES TEORICAS
3.1. EL MODELO CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

Describimos a continuacion, de forma sucinta, elementos caracteristicos del
modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathema-
tics Teacher's Specialised Knowledge —MTSK-, Carrillo-Yanez, et al, 2018) con el
proposito de contextualizar el proceso de construccion de la caracterizacion
del PCK que se aborda en este estudio, asi como explicitar concepciones al
respecto del conocimiento profesional del profesor subyacentes en el modelo.

EI MTSK es una herramienta tedrico-analitica que clasifica aquellos elementos
del conocimiento del profesor donde la matematica, como objeto de ensenanza'y
aprendizaje, es determinante, excluyendo el conocimiento pedagogico general,
aunque, naturalmente, reconoce su relevancia (Carrillo-Yanez, et al, 2018).

El conocimiento es entendido en este modelo como una amplia red de con-
ceptos, imagenes y habilidades inteligentes que poseen los seres humanos
(Pajares, 1992), disponibles para “usar para resolver problemas, alcanzar metas,
o desarrollar cualquier tarea. iN6tese que, de acuerdo a esta definicion, el cono-
cimiento no ha de ser necesariamente correcto!” (Schoenfeld, 2010, p. 25). La
diferencia entre conocimiento correcto o incorrecto es irrelevante si la intencion
del investigador es saber qué y como conoce el profesor, ya que esa es la infor-
macion que el profesor posee, coincida esta con el referente de verdad del
investigador o no. Este posicionamiento responde a la necesidad de crear un
modelo de conocimiento que no sea prescriptivo sino descriptivo, con la inten-
cion de interpretar el conocimiento desde un punto de vista integral, tomando
en cuenta la naturaleza del Conocimiento Matematico (CM) y el Conocimiento
Didactico del Contenido (CDC) y las diferencias que existen en cuanto a los
criterios de validez.

La idea de especializacion inspirada en la propuesta que hacen Ball y cola-
boradores (2008) para el Mathematical Knowledge for Teaching (MKT), se entien-
de en el MTSK como la integracién de los tres grandes dominios vinculados a
la ensefanza de las matematicas (Figura 3): los conocimientos matematicos
(CM), los conocimientos didacticos del contenido matematico (CDC)* y las

* Hemos llamado anteriormente PCK al Conocimiento Didéactico del Contenido que propone Shulman
(1986). Ahora usaremos las siglas CDC para referirnos al Conocimiento Didactico del Contenido matematico
que se construira como parte del MTSK.
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creencias y concepciones que tiene el profesor acerca de las matematicas, su
aprendizaje y ensenanza (Carrillo-Yanez, et al, 2018). Mientras que en MKT la
especializacion se refiere a la exclusividad de uso de conocimiento matematico
por parte del profesor frente a otros profesionales, en MISK procede del uso
conjunto de elementos de conocimiento en la ensenanza de las matematicas,
independientemente de que algunos de esos elementos se compartan o0 no con

otros profesionales.
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Figura 3. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas -MTSK.
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Seguin Ma (1999) y Schoenfeld, et al. (2008), es evidente la necesidad de que
el profesor conozca de manera amplia y profunda el contenido que ensenara.
En este sentido el dominio de CM incluye el Conocimiento de los Temas que
tiene el profesor sobre las propiedades, definiciones y significados del contenido
matematico de manera fundamentada, los procedimientos (como se hace, cuan-
do puede hacerse, por qué se hace asi), los distintos registros de representacion
asociados a dicho contenido, la fenomenologia, y aspectos epistemologicos que
permiten al profesor comprender diferentes significados atribuibles al contenido.
El Conocimiento de la Estructura de la Matemadtica engloba conocimientos de
conexiones inter-conceptuales y conocimientos avanzados y elementales (con
respecto al contenido que se atiende). Por tltimo, se incluye un subdominio de
Conocimiento de la Practica Matemdtica, referente al conocimiento sobre las
formas de proceder propias de la matematica, asi como, por ejemplo, sobre
distintos tipos de razonamientos, incluyendo los contextos matematicos en que
unos son mas adecuados que otros (Carrillo-Yanez, et al, 2018).

Otra de las caracteristicas distintivas de este modelo es la consideracion de
un dominio de creencias, dejando de manifiesto que estas permean el conoci-
miento matematico y didactico del profesor. En este sentido, las creencias y las
concepciones sobre la matematica y sobre su ensenanza y aprendizaje en el
MISK seran entendidas como verdades personales, sostenidas individual y/o
colectivamente, derivadas de la experiencia o el propio pensamiento, puesto que
estan basadas en componentes afectivas y evaluativas, sobre las que se pueden
tener diferentes grados de convencimiento (Thompson, 1992). Estas pueden, ade-
mas, estar justificadas con argumentos que no sigan criterios que puedan res-
ponder a canones de evidencia, es decir, no son falsables.

3.2 CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO COMO PARTE DEL MTSK

Mostraremos a continuacion la fundamentacion teorica con la cual se caracte-
riza el CDC dentro del MTSK, que sirvid para definir subdominios y construir
categorias.

En la fase de trabajo top-down se reconoce la importancia que tiene el
conocimiento didactico matematico dentro del MTSK por contar con una entidad
propia, con fuentes y referentes diferentes a las del conocimiento puramente
matematico. Posee una estructura y naturaleza distintas, puesto que, como men-
ciona Azcarate (1998), esta dirigido a la ensenanza de las matematicas, cuya
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fuente principal vive en la Didactica de la Matematica como cuerpo de conoci-
miento integrador en si mismo de diversas fuentes de conocimiento.

Parte del proceso de caracterizacion del CDC dentro del MTSK consistio en
la sistematizacion y analisis de literatura especializada en el desarrollo, com-
prension, caracterizacion y/o reflexion sobre le PCK definido por Shulman y
reinterpretado por otros investigadores (e.g. Azcarate, 1998; Ball, et al, 2008;
Mitchell, Charalambous y Hill, 2014; Pinto y Gonzalez, 2008). Consideramos de
modo especial el trabajo de Depaepe y colaboradores (2013), cuyo objetivo fue
proporcionar una revision sistematica de la investigacion educativa matema-
tica empirica para responder a {como se conceptualiza y como se analiza el
PCK en la investigacion educativa matematica empirica?

En esta primera revision se encontré que no existen diferencias claras entre
las habilidades o capacidades del profesory sus conocimientos (Munoz-Catalan,
2010), por lo que, en el MTSK se caracteriza el PCK como un conjunto de cono-
cimientos, destrezas y habilidades que los profesores necesitan y aplican en el
acto de ensenar, ligados directamente con la practica de aula como actividad
principal y a un contenido especifico (Depaepe, et al, 2013). Esta definicion esta
en concordancia con la definicion de conocimiento, bajo la cual se desarrolla el
MTSK y su naturaleza de conocimiento parcialmente tacito, situado, contextua-
lizado, personal, social, dinamico, integrado, complejo y practico (Climent, 2002;
Munoz-Catalan, 2010).

Como hemos sefnalado, aunque se han establecido pautas que ayudan a
identificar algunas de las componentes de este conocimiento o posibles formas
en las que puede desarrollarse, todavia existen discrepancias con respecto a su
caracterizacion. Aun asi, Depaepe y colaboradores (2013) identifican algunas
componentes de estos conocimientos que surgen en diferentes modelos y apro-
ximaciones teoricas:

[.] (1) knowledge of students’ (mis)conceptions and difficulties, (2) knowledge of
instructional strategies, (3) knowledge of mathematical tasks and cognitive demands,
(4) knowledge of educational ends, (5) knowledge of curriculum and media, (6) con-
text knowledge, (7) content knowledge, and (8) pedagogical knowledge (p. 15).

Este primer acercamiento a la literatura, junto con la filosofia de base de MTSK
que pone en el centro el contenido matematico y deja fuera elementos de cono-
cimiento pedagogico general y de contexto, conduce a una caracterizacion del
CDC organizada a traves de tres tipos basicos de conocimiento: el conocimiento
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del contenido matematico como objeto de aprendizaje, el conocimiento del
contenido matematico como objeto de ensenanzay el conocimiento de la orga-
nizacion o secuenciacion del contenido matematico desde una vision general
de los estandares y objetivos de aprendizaje. A continuacion, definimos y ejem-
plificamos cada subdominio con sus respectivas categorias, poniendo especial
énfasis en el proceso de creacion y validacion de estas.

3.2.1 Subdominio del conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de
las matemadticas (Knowledge of Features of Learning Mathematics-KFLM)

Como hemos visto hasta ahora, distintos autores y modelos de conocimiento
expresan la necesidad de identificar los conocimientos que permiten al profesor
reconocer, analizar y comprender determinados procesos de aprendizaje de las
matematicas y entender su génesis, lo cual deriva en la capacidad de inter-
pretar las producciones de los estudiantes y anticipar posibles razonamientos,
conocer errores frecuentes, dificultades de aprendizaje recurrentes o las con-
cepciones erroneas que podrian tener sus estudiantes.

El foco central del KFLM estd en reconocer al contenido matematico como
objeto de aprendizaje, por lo que decidimos centrar la atencién en los conoci-
mientos del profesor sobre las caracteristicas de aprendizaje inherentes a un
contenido matematico en particular o a la matematica en general. Sus elementos
no estan orientados hacia el conocimiento de los estudiantes como actores
principales en el proceso de aprendizaje. Aunque reconocemos que este enfoque
podria restar importancia al papel del estudiante en dicho proceso, resulta nece-
sario focalizar nuestra atencion en un aspecto especifico del conocimiento pro-
fesional del profesor como lo son las caracteristicas de aprendizaje derivadas de
su interacciéon con el contenido matematico y las caracteristicas del contenido
matematico en si mismo como objeto de aprendizaje. Esta relacion estudiante-con-
tenido pone el énfasis en el conocimiento que tiene el profesor del propio proceso
de aprendizaje al observar y analizar las interacciones del estudiante con el con-
tenido matematico (Flores-Medrano, Escudero-Avila, Montes y Carrillo, 2015).

Con esta definicién y basados en literatura de investigacion (enfoque top-
down), decidimos establecer una primera propuesta de categorias para este
subdominio de conocimiento: Errores y dificultades asociados al aprendizaje de
un contenido matematico, formas de interaccion de los estudiantes con un
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contenido matematico, intereses y expectativas de los estudiantes y teorias de
aprendizaje asociadas a un contenido matematico.

Al respecto de la categoria de errores y dificultades asociadas al aprendizaje
de un contenido matematico, es innegable la necesidad de reflexion sobre las
posibles dificultades, errores u obstaculos que pueden surgir en los procesos de
aprendizaje de un determinado contenido.

En la fase de analisis correspondiente al proceso bottom-up Omar, pone de
manifiesto el siguiente conocimiento:

O: La importancia del aprendizaje de la funcién radica en su papel como herramien-
fa modeladora de fendmenos matemdticos, fisicos, quimicos, econémicos, etcétera.
Sin embargo, hay que considerar la complejidad que supone, en este proceso de
aprendizaje, la variedad de representaciones que tiene el concepto en diferentes
contextos y su forma algoritmica.

Ademas, Mitchell y colaboradores (2014) presentan un estudio empirico del
que concluyen que el conocimiento que requiere el profesor para usar dis-
tintas representaciones de un determinado contenido implicadas en diferen-
tes tareas de ensenanza no pertenece Unicamente al dominio didactico,
puesto que se requiere articular conocimientos que permitan reconocer las
representaciones como recurso para la instruccion y las posibles formas en
las que este serd usado por los estudiantes, ademas de reconocer las caracte-
risticas matematicas especificas del recurso. En este sentido, conocer los diferen-
tes tipos de representacion de las funciones no implica directamente conocer
las dificultades que existen en el aprendizaje de estas, ni conocer estrategias
especificas de utilizacion de una determinada representacion, con lo cual es
importante hacer una distincién entre el conocimiento profesional del profesor
que es puramente matematico (representacién de las funciones) y el que es
didactico matematico (dificultades en el aprendizaje de las funciones).

Aungue Omar no lo mencione (incluso lo desconozca), existe literatura en la
que se reporta este tipo de dificultades (e.qg. Viseu y Menezes, 2014), lo que justifica
su inclusion en esta categoria como una dificultad u obstaculo tipico relacionado
con el contenido mismo. Este conocimiento esta ligado directamente al concepto
de funcion, sin embargo, no es conocimiento matematico, sino conocimiento sobre
caracteristicas de este contenido como objeto de aprendizaje.

Por otra parte, el profesor reconoce la importancia que tiene el aprendizaje
de este contenido ligandolo con su papel como herramienta de modelacion
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matematica. Esto es importante porque no es el conocimiento de un error o una
dificultad asociada a este contenido, sino que podria representar quiza hasta
un area de oportunidad para desarrollar ciertos aprendizajes alrededor de este
contenido, es decir, valerse de la idea de modelacion para trabajar el contenido
y potenciar su aprendizaje.

Omar, nos permite reconocer la importancia que tiene que el profesor tenga
conocimientos tanto de dificultades como de fortalezas que pudieran estar aso-
ciadas a este contenido matematico, de manera que sus herramientas de trabajo
profesional se vean enriquecidas, por lo que esta categoria se redefine como:
conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un
contenido matematico.

A pesar de que la fuente mas comun de este tipo de conocimiento es la
propia experiencia profesional, existe ya una creciente cantidad de investigacion
cognitiva sobre el aprendizaje del estudiante, que ha producido resultados enfo-
cados, tanto en procesos y algoritmos alternativos de trabajo matematico como
en la identificacion de concepciones, errores, obstaculos y dificultades de los
estudiantes y de su pensamiento matematico.

En la categoria de formas de interaccion de los estudiantes con un contenido
matemdtico, se engloban los conocimientos del profesor sobre los procesos y
estrategias, tanto los tipicos como los no habituales (Sosa, Aguayo y Huitrado,
2013), que podrian seguirse al enfrentar una determinada tarea matematica, asi
como conocimientos sobre el lenguaje y los procesos a través de los cuales los
estudiantes interactian con el contenido matematico (Flores-Medrano, et al. 2016).

En el caso de Omar, podemos validar esta categoria con evidencias de que el
profesor tiene conocimiento de que los estudiantes realizaran ciertos procesos de
trabajo matematico asociados a las diferentes representaciones de la funcion:

O: Al pasar del registro algebraico al grdfico espero que los estudiantes puedan
establecer relaciones de variable dependiente con independiente, y que se observe
como modelar el fenémeno a partir de este recurso grdfico. A través de la tabulacion
v utilizando métodos como el de solucion de ecuaciones simultdneas o el método
de diferencias pueden determinar los pardmetros de las funciones partiendo de datos
dados, con esto pueden proceder a graficar en papel o en hoja milimétrica.

Estas evidencias nos permiten resaltar que Omar tiene un conocimiento de

ciertas formas de interaccion con el contenido matematico, pero ademas nos
indica que estas formas deben estar ligadas al aprendizaje de este contenido,
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en este caso el aprendizaje de funcién. Omar posee conocimiento de que, al
pasar de un registro a otro, los estudiantes establecen ciertas relaciones y pueden
observar diferentes caracteristicas de la funcién, asi como asignarle distintos
significados.

Esto nos permite reinterpretar el nombre de la categoria como: formas de
interaccion con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje.

En el KFLM se incorpora también la categoria de conocimiento del profesor
sobre intereses y expectativas de los estudiantes sobre el abordaje de un
determinado contenido matematico. En el caso del conocimiento puesto en
evidencia por Omar, se hace evidente que el profesor sabe que la modelacién
de fendmenos fisicos resulta atractiva y motivadora para los estudiantes, puesto
que permite generar en ellos un interés en explicar el comportamiento del fené-
meno y contextualizar el trabajo matematico que realiza:

O: Las actividades mds llamativas para los estudiantes son aquellas que tienen
relacion con las ciencias naturales, como las relacionadas con caida libre, movi-
mientos y, aquellas donde la medicion interviene de una manera primaria. Si se
toma a la modelacion como herramienta matemdtica para la solucién de problemas
reales, es posible realizar simulaciones, aplicando el modelo matemdtico hallado a
situaciones diferentes, favoreciendo que el estudiante las utilice en otras dreas del
conocimiento.

Por lo tanto, en esta categoria se valida la necesidad de tomar en consideracion
los conocimientos del profesor sobre estas expectativas e intereses, asi como
el conocimiento sobre las preconcepciones de facilidad o dificultad asociadas
comunmente a las distintas areas de la matematica.

La dltima categoria a incorporar en este subdominio se refiere al conoci-
miento sobre teorias de aprendizaje, el cual se refiere a lo que sabe el pro-
fesor sobre literatura referente a la Educacion Matematica como disciplina
cientifica, especificamente resultados al respecto del aprendizaje de los con-
tenidos matematicos. Aunque la literatura especializada se menciona como
fuente de conocimiento, no se incorpora, en ningun otro modelo que hayamos
revisado, su consideracion como categoria o subdominio de conocimiento. Sin
embargo, esta distincion parece practica y necesaria puesto que nos permite
saber como usa el profesor dichos conocimientos e identificar posibles vias de
desarrollo de los mismos.
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Por otra parte, derivado del analisis de las participaciones en el curso virtual,
identificamos que Omar hace referencia a constructos tedricos asociados al
aprendizaje de las matematicas ligados a una teoria especifica:

O: Uno de los objetivos principales de la actividad es lograr la resignificacion del
concepto de funcién utilizando la prdctica de modelacion. Dentro de la secuencia
trato de apoyarme en las diferentes formas en que se entiende la modelacion, entre
ellas el enfoque socioepistemologico, recordando que la resignificacion es una prdc-
tica social.

El analisis de estas participaciones indica que Omar parece transformar el sig-
nificado de los constructos tedricos que explicitamente relaciona con la Teoria
Socioepistemologica (TSE) (Cantoral, 2013), como la resignificacion, que define
como el proceso por el que se alcanza un aprendizaje significativo de los con-
ceptos y que es uno de los términos centrales de este enfoque tedrico. Omar
muestra, ademas, conocimiento sobre la idea de prdcticas sociales que, en el
marco de la TSE, se refiere a actividades que organizan los procesos de apren-
dizaje a través de actividades comunes en determinados contextos. Sin embargo,
parece relacionar la prdctica de modelacion con la modelizacion matematica de
fendmenos en contextos reales y no con un proceso de construccién de cono-
cimiento matematico. Esto nos da la oportunidad de identificar que Omar conoce
una teoria formal sobre el aprendizaje de las matematicas como lo es la TSE,
pero que la transforma para adaptarla a una teoria personal de aprendizaje
basada en una interpretacion de estos constructos formales.
Por otra parte, Omar comenta:

O: Siempre he considerado que para un mejor aprendizaje del conocimiento del
conceptlo de funcién cuadrdtica es necesario ver primero funcion lineal. Los ejercicios
propuestos en la tarea tienen la intencion de resignificar el concepto de funcion
lineal, y por ende estd dirigido a recoger todo lo conocido sobre funciones.

Aungque pudiera parecer obvio, Omar enfatiza aqui que, siempre ha considerado
mas adecuado e importante trabajar el concepto de funcién lineal previo al de
funcién cuadratica. Este es un conocimiento que pone en juego para el disefio
de las tareas, pues considera que una vez que los estudiantes han podido tra-
bajar con las funciones lineales y han reflexionado sobre sus caracteristicas sera
mas sencillo repetir el proceso para las cuadraticas observando sus diferencias.
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Esto lo consideramos, también, como una teoria personal que Omar ha cons-
truido sobre el aprendizaje del concepto de funcién cuadratica, puesto que
parece sustentarse en su experiencia personal.

A partir de este analisis bottom-up, esta categoria se define entonces como
el conocimiento de teorias formales y/o personales de aprendizaje asociadas
a un contenido matematico, englobando aqui lo que sabe el profesor acerca
de los posibles modos de aprehensioén asociados a la naturaleza misma del
contenido matematico y de estructuras cognitivas del estudiante tanto para la
matematica en general como para contenidos particulares.

3.2.2 Subdominio del conocimiento de la ensenanza de las matemdticas
(Knowledge of Mathematics Teaching—KMT)

Shulman (1986) se refirio a las componentes del PCK como el conocimiento de
las formas mas efectivas de representacion y formulacion de un contenido, de
manera que este pueda ser comprensible para otros, senalando que estas formas
de representacion potentes no son unicas, por lo que el profesor debe conocer
distintas alternativas para utilizar a conveniencia.

En la fase top-down se identifica que las componentes que suelen asociarse
con un conocimiento referente a cuestiones de ensenanza son los conocimientos
del profesor sobre estrategias especificas de ensenanza, las formas mas efectivas de
representacion de ideas y el conocimiento de distintas tareas y actividades rela-
cionadas con la ensenanza de un determinado contenido matematico. Ademas,
se hace alusion a distintas representaciones del contenido a ensenar, sus limi-
taciones, potencialidades y su origen, asi como los elementos necesarios para
su desarrollo, seleccion e implementacion en el aula (Escudero, 2015; Depaepe,
et al, 2013).

Estas componentes han sido utilizadas y reinterpretadas por autores que se
han centrado en ampliar la definicion de las representaciones como recursos
para la instruccion o representaciones instruccionales (Llinares, Sanchez y Gar-
cia, 1994), englobando el conocimiento del profesor de estas representaciones
y las formas en las que las interpreta y utiliza en el aula, asi como los vinculos
que existen entre estos conocimientos y otros de este mismo dominio pedagogico
(Pinto et al, 2008).

Como mencionan Bosch y Gascon (2001), la decisién de elegir una repre-
sentacion, recurso, material, formas de instruccion o secuencia para trabajar un
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determinado contenido, demanda del profesor especial atencion en el potencial
que tienen para ser usados en la ensefanza, considerando si sus caracteristicas
son las ideales para abordar el contenido matematico.

Esta reflexion tedrica deriva en una primera caracterizacion de este subdo-
minio, que refleja el interés del MTSK en subrayar la integracion de matematicas
y ensenanza desde el propio nombre del subdominio, por lo que se incluyen
aqui aquellos conocimientos sobre las distintas posibilidades de ensenanza
condicionadas por la naturaleza misma del contenido.

Con la intencién de clarificar la caracterizacion de este conocimiento se pro-
ponen las siguientes categorias: Estrategias didacticas para la ensenanza de un
contenido matematico, teorfas de ensenanza asociadas a un contenido mate-
matico y recursos de ensefanza asociados a un contenido matematico.

Es evidente que el profesor necesita tener conocimiento de distintas herramien-
tas con las cuales abordar el contenido y sobre las caracteristicas matematicas
que pueden tener ciertas estrategias didacticas, asi como reconocer la influencia de
estas sobre la ensenanza de un contenido matematico en un momento y con-
texto particular, ya sea positiva o negativamente. En este sentido se define la
categoria de estrategias didacticas para la ensenanza.

Sin embargo, en el analisis del caso de Omar se presenta y comenta una
actividad disenada por el profesor con la cual se aborda el concepto de funcién
lineal para trabajarlo con estudiantes de secundaria o bachillerato:

O: Se pretende analizar el llenado de un recipiente a velocidad constante para
poder establecer los diferentes vinculos entre distintas variables, a través de pre-
guntas relacionadas con el comportamiento del llenado de un tanque de forma
rectangular de 3cm de alto, 2cm de ancho y 5¢cm de largo, que recibe agua con
un flujo constante de 1cm? por sequndo.

Usando esta actividad los estudiantes pueden llegar no solo a obtener un algoritmo,
sino ademds analizar las diferentes relaciones que se pueden dar entre distintas
variables, determinar como varia una funcién con respecto a uno de los pardmetros,
qué pueden obtener de una grdfica y cudl es el proceso para obtener un modelo
matemdtico. Con todo lo anterior puedo decir que el estudiante logra nuevos signi-
ficados de funcion.

Podemos afirmar que Omar conoce una tarea especifica con la cual abordar

aspectos especificos de las funciones lineales, por ejemplo, las relaciones entre
variables y los efectos que tiene la variacion de parametros.
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Ademas, se ponen de manifiesto conocimientos sobre caracteristicas de esta
tarea como: estrategia didactica propicia para el trabajo con la funcién lineal,
como la conveniencia de considerar la variacion y el cambio como foco central
de trabajo y la busqueda de un modelo matematico que represente variaciones
propias de este tipo de funciones, asi como la flexibilidad de esta tarea para
adaptarse a distintos niveles educativos:

O: La tarea dirige al estudiante a inmiscuirse en el contexto variacional, invitdndolo
a desarrollar una serie de actividades, establecer un modelo matemdtico y represen-
tar los datos en un grdfico, para luego incitarlo a que comience a realizar variaciones
fomentando la investigacion, y la aprehension de conocimiento.

La actividad me acerca a la realidad, muestra un fenomeno poco estudiado en el
aula, me lleva a establecer relaciones aplicadas a situaciones de la vida diaria; lleva
al estudiante a que realice predicciones, y a que dé nuevos significados de la funcion
lineal (resignificacion). El objetivo no es el de aprender conceptos de memoria o
algoritmicos, sino, a través de procesos de modelacion, llegar a un aprendizaje
significativo del concepto.

En este disefo, se observa también una explicita intencion de guiar los proce-
dimientos de los estudiantes para identificar relaciones especificas por medio
de la modelacion matematica de fenomenos y el tratamiento y transito entre
registros de representacion de la funcion lineal.

O: En el caso de esta secuencia se utilizardn las siguientes acciones: elaboracion
de tablas, utilizacién de algoritmos, la elaboracion de grdficas, comparacion, relacio-
nes entre variables, variaciones matemdticas, andlisis de datos, consecucion modelos,
entre otras.

La estructura misma del diseno didactico pone de manifiesto, ademas, su cono-
cimiento sobre la modelacion de fendmenos como estrategia didactica asociada
al aprendizaje de funciones, y la conveniencia de su uso para generar una
secuencia de tareas que permita a los estudiantes trabajar el contenido mate-
matico en contextos especificos.

Al cuestionarlo sobre el uso de la modelacion en su diseno de secuencia,
Omar comenta:
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O: El proceso para obtener un modelo matemdtico se llama modelacion matemdtica;
la modelacion matemdtica se puede ver como el medio para ensenar un concepto
matemadtico y/o como herramienta para generar significados. En el primero se esta-
blecen unas secuencias para ensenar cualquier concepto, y en el segundo se gene-
ran significados articulando diferentes contextos para reafirmar el aprendizaje.

La modelacion como prdctica se basa en desarrollar procesos mentales, que lleven
al estudiante mds alld de aplicar una férmula o hallar un resultado.

El objetivo de la actividad no es el de aprender conceptos de memoria o algorit-
micos, sino llegar a un aprendizaje significativo del concepto a través de procesos
de modelacion.

Su discurso refleja el peso dado al uso de un contexto real para involucrar a los
estudiantes y establecer relaciones a través de la modelacién. Sin embargo, este
uso de contextos no parece estar ligado directamente al concepto de funcion
lineal, puesto que Omar considera que esta actividad podria trabajarse también
con contextos puramente matematicos sin cambios significativos. Aun asi, con-
sideramos que Omar tiene conocimiento sobre las ventajas que tiene el trabajo
con la modelacién de fenomenos reales como estrategia didactica para la cons-
truccion del concepto de funcion lineal puesto que identifica caracteristicas
propias de este tipo de estrategia: implica desarrollar procesos mentales que van
mas alla de aplicar una formula o hallar un resultado y requiere que los estu-
diantes tengan ciertos conocimientos previos que les permitan establecer rela-
ciones entre variables y dar nuevos significados al concepto de funcion.

O: Al pasar de un registro al otro espero que el estudiante establezca las relaciones
de variable dependiente-independiente, y pueda observar como se podria modelar
el fenémeno a partir de los recursos grdficos.

En el diseno se manejan contextos diferentes como el algebraico, el visual, y el
grdfico que unidos fundamentan el aprendizaje de funciones. El juego entre estos
contextos permite resignificar el concepto de funcion través de la modelacion.

Se reconocen aqui conocimientos sobre la potencialidad didactica que tienen
los distintos registros asociados a la funcion, al utilizar el transito de un registro
de representacion a otro como una técnica para abordar el concepto de funcion,
y que identificamos como parte de esta categoria. Esto lo justifica a través de la
busqueda de relaciones entre ellos por parte de los estudiantes para el modelado
del problema.
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Las evidencias de conocimiento, que extrajimos de las participaciones de
Omar, nos permiten reinterpretar esta categoria y refinarla al reconocer la
necesidad de distinguir entre estrategias, técnicas y tareas diddcticas que
permitan al investigador observar los datos desde perspectivas diferentes y
analizar cuestiones especificas que ofrecen informacion sobre las posibilidades
de accion que tiene el profesor, asi como reflexionar sobre la toma de decisio-
nes que hace sobre su diseno:

- Tarea: Secuencia de llenado de recipiente que permite explorar las carac-
teristicas especificas de las funciones.

- Estrategia: Modelacion de fendmenos como estrategia didactica asociada
al aprendizaje de funciones.

- Técnica: El transito entre distintos registros de representacion permite, a
través de la modelacion, resignificar el concepto de funcion.

Renombramos entonces el subdominio como el conocimiento de las estrategias,
técnicas y tareas para la ensenanza de un contenido matematico.

Asi como en el subdominio anterior, se incorpora al subdominio la categoria
de teorias de ensenanza asociadas a un contenido matematico. El KMT puede
ser un conocimiento fundamentado en resultados de investigacion en Matema-
tica Educativa, en la observacion y la reflexion sobre la actividad matematica en
el aula, en propuestas didacticas que tiene el curriculo, asi como la experiencia
previa del profesor, fuentes con las cuales pueden construirse teorias sobre la
ensenanza de las matematicas que pueden orientar, e incluso condicionar el
actuar del profesory el uso que hace del conocimiento (Schoenfeld et al, 2008).

Del analisis bottom-up se observan algunas evidencias del conocimiento de
Omar sobre constructos tedricos provenientes de la teoria SE que le sirven para
sustentar y disenar una determinada estrategia didactica para la ensenanza de
la funcion.

O: Hago referencia a términos de la Socioepistemologia puesto que esta teoria me
permite mirar la educacion matemdtica como una actividad en la que se estudia el
trasfondo de los conceptos matemadticos y llevarlos a otros contextos, me acerca al
mundo real. La investigacion en el aula puede trabajarse a partir de la resolucion
de problemas y de la utilizacion de fendmenos fisicos, quimicos o matemdticos
donde se tiene que utilizar la prdctica de modelacion.
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La prdctica de modelacion (que es la que se aplica en este recurso, y sobre la cual
se cred la actividad), exige tener conocimiento sobre conceptos como variable depen-
diente e independiente y, quizd, conocimientos bdsicos sobre funcién lineal, de una
manera tradicional. La actividad me acerca a la realidad a través de un fenémeno
fisico, me lleva a establecer relaciones aplicadas a situaciones de la vida diaria; lleva
al estudiante a realizar predicciones y, a que dé nuevos significados de la funcion
lineal (resignificacion).

Es importante sefalar que Omar no hace una asociacion directa de |a teorfa
con el tratamiento didactico de las funciones, pero si con el entorno de trabajo
motivador que se genera con la practica de modelacion y su utilidad como
herramienta para generar conocimiento matematico al establecer relaciones
con los fenomenos de contextos reales en aula. Esta idea parece ser la que lo
lleva a utilizar la practica de modelacion en el disefo y estructura de sus tareas
para generar en el estudiante nuevos significados al respecto de la funcion
lineal, estableciendo relaciones entre la modelizacion matematica y los con-
textos reales, lo cual parece responder a una influencia significativa de trabajos
relativos a SE.

Al igual que en el caso del KFLM, se identifica en Omar la construccion de
una teorfa personal de ensenanza basada en su conocimiento sobre constructos
teoricos de la SE, al utilizar la idea de practica de modelacién como generadora
de conocimientos, de ahi la relacion que hace con los contextos del mundo real
por lo cual reinterpretamos el nombre de la categoria como: teorias formales
y/0 personales de ensenanza asociadas a un contenido matematico.

La categoria de recursos de ensenanza, se refiere al conocimiento de mate-
riales utilizados para la ensenanza de un contenido particular, manteniendo el
foco del analisis en el conocimiento sobre sus caracteristicas didacticas ligadas
especificamente a las matematicas.

Esta categoria fue especialmente dificil de observar en el analisis. A pesar
de que Omar hablé varias veces de la posibilidad de usar herramientas tecno-
logicas como GeoGebra o Cabri, para validar los resultados obtenidos a través
del trabajo manual o algebraico de los contenidos, no menciond la potencialidad
que tienen estos materiales para el trabajo matematico, las diferencias entre
ellos, ni las ventajas y desventajas de su utilizacion para trabajar el concepto de
funcion. Lo que si podemos afirmar es que el profesor conoce dos softwares
disenados especificamente para la ensenanza de las matematicas, que permiten
realizar representaciones graficas y esquematicas de contenidos matematicos.
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O: Se usardn recursos de Idpiz y papel inicialmente, y para la verificacion o validacion
de la actividad se utilizara un software que puede ser GEOGEBRA o CABRI, para
mostrar al estudiante que lo que realizd no solamente lo validan sus pares, sino
también una herramienta que ademds de ser un apoyo visual para mostrar resultados,
es como un agente externo al aula que puede decir si lo realizado estd bien o no.

Por otro lado, nos muestra conocimiento de una caracteristica especifica de los
libros de texto como materiales didacticos:

O: Muchos libros de texto se centran en el trabajo algebraico a través de algoritmos,
olviddndose de establecer relaciones entre el contexto y otras representaciones a
veces necesarias como la graficacion.

Esto puede considerarse un conocimiento de caracteristicas especificas de los
libros ligadas directamente a la ensefianza de las funciones, dado que estos
conocimientos se suman a los resultados obtenidos anteriormente, acerca de lo
que sabe Omar sobre la dificultad que supone la variedad de representaciones
de las funciones, y estos conocimientos sirven para motivar el planteamiento de
secuencias de tareas en las que se utilizan distintos registros de representacion
de las funciones.

El analisis y reflexion del caso, nos lleva a repensar la categoria y renombrarla
como conocimiento de recursos materiales y/o virtuales de ensenanza asocia-
dos a un contenido matematico.

3.2.3 SUBDOMINIO DE CONOCIMIENTO DE LOS ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS (KNOWLEDGE OF MATHEMATICS LEARNING STANDARDS-KMLS)

En la literatura existen discrepancias con respecto a la inclusion del
conocimiento del curriculum dentro del PCK. Sin embargo, segun Depaepe
y colaboradores (2013), distintos modelos de conocimiento del profesor
reconocen la importancia de tener conocimiento curricular, como parte
del dominio didactico, lo cual identifican como knowledge of educational
ends o knowledge of curriculum and media.

Por otro lado, el conocimiento curricular se estudia desde distintas perspec-
tivas: como organizador de contenidos, como modelo de planeacion del curso,
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como el que contiene estrategias de ensenanza, como estandar que ayude a la
evaluacion de saberes adquiridos o como el que norma lo que se debe aprender
y como debe aprenderse en el curso (Pinto, 2010).

Dentro del MTSK se define un subdominio que engloba conocimientos
sobre contenidos propuestos en las normativas curriculares institucionales,
para saber lo que se prescribe en cada etapa, es decir, dar una ubicacion
temporal y contextual al contenido abordado. Ademas, respondiendo a criticas
sobre el caracter normativo que implica reconocer solo los conocimientos
oficiales (Depaepe et al, 2013), se contempla aqui el conocimiento de objetivos
y estandares de aprendizaje no oficiales que pueda tener el profesor, asi como
los procedentes de asociaciones profesionales o de los investigadores, al igual
que los que derivan de la experiencia del profesor respecto a los logros de
aprendizaje, anadiendo un elemento de juicio y critica en relacién con lo
prescrito por la administracion educativa.

Esta aproximacion top-down, permite proponer las siguientes categorias para el
analisis de este tipo de conocimiento: Expectativas de aprendizaje de un contenido
matematico en un nivel especifico, nivel de desarrollo conceptual o procedimental
esperado para un contenido en un determinado momento escolar y secuenciacion
con temas anteriores y posteriores a un determinado momento escolar.

La categoria de expectativas de aprendizaje de un contenido matematico
en un nivel especifico, se refiere al conocimiento del profesor sobre lo que se
espera que el estudiante aprenda en un determinado nivel escolar. Este puede
ser adquirido a través de consultas de un documento rector que indique cuales
son esos contenidos, 0 como abstraccion de las capacidades matematicas espe-
cificas que requieren los estudiantes en ese momento escolar. Por ejemplo, Omar
hace algunos comentarios acerca de que en Colombia se aborda el concepto
de funcién como parte de los contenidos del curriculum de bachillerato (sexto
a undécimo grado) y que se retoman en grados superiores:

O: El concepto de funcién se aborda regularmente en el bachillerato, ademds de
refomarlo en niveles tecnoldgicos y universitarios donde generalmente se le da mds
relevancia.

En el informe no explicito los conocimientos que debe tener el estudiante, debido a
que la actividad se disefia para octavo grado (13-14 anos) y de acuerdo al curriculo
el estudiante ya tiene conocimientos suficientes para resolver la actividad. Cuando
una actividad se adapta a otros grados diferentes al propuesto, se debe hacer
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teniendo como referencia que los conocimientos para resolverlo sean conocidos,
como es este caso.

Omar senala que los estudiantes de octavo y noveno grado, tienen conocimiento
suficiente sobre el concepto de funcién lineal como para afrontar la actividad
exitosamente y, establecer nuevos significados del concepto, aunque no profun-
diza en cuales son estos conocimientos. Por otra parte, considera que la tarea
es modificable para otros grados y, reconoce que en dicha adaptacion se deben
tener en cuenta los estandares de conocimiento sobre funcion lineal y ser con-
secuente con ello en las adaptaciones que se realicen de la tarea.

Aungue no explicita los conocimientos a los que se refiere para las distintas
adaptaciones de la actividad, estos fragmentos nos permiten validar esta cate-
goria, resaltando asi la necesidad de contar con conocimiento sobre lo que los
estudiantes deberfan saber de un determinado contenido en un nivel escolar
para realizar un diseno adecuado de tareas.

Cuando Omar menciona que su actividad puede adaptarse a diferentes
niveles escolares, es natural preguntarnos qué es lo que hay que modificar y
qué conocimientos se requieren para adaptar el recurso al nivel de desarrollo
conceptual y procedimental que tengan los estudiantes en octavo, noveno, o
undécimo grado, puesto que esto implica reconocer caracteristicas especificas
del desarrollo cognitivo de los estudiantes.

O: Modificaria la actividad agregando algunas preguntas o quitando otras, asi se puede
ajustar a diferentes cursos sin cambiar el objetivo y la estructura de la actividad.

En general la actividad se puede aplicar a nuestros estudiantes del grado octavo
(13-14 anos), noveno (14-15 anos), y con algunos cambios para grado undécimo
(16-17 anos) y universidad cuando se hable de integrales.

Omar habla de modificaciones de forma (estructurales sin modificar objetivos),
sin profundizar en las modificaciones ligadas especificamente al contenido mate-
matico, a excepcion de una mencion poco clara a la adaptacion para universidad
en la que hace alusion a las integrales, lo cual limita el reconocimiento que
podemos hacer sobre su conocimiento.

En este sentido reconocemos la necesidad de crear una categoria de nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado para un contenido en un deter-
minado momento escolar, que se refiere al conocimiento del profesor sobre la
profundidad con la que debe ser abordado un contenido matematico especifico,
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en relacion con un nivel escolar determinado. De manera, que podamos recono-
cerlo, estudiarlo y caracterizarlo para asi poder desarrollarlo posteriormente.

Por ultimo, a pesar de que, entre las narrativas de Omar, no aparece evidencia
sobre el conocimiento que tiene de secuenciacion con temas anteriores y
posteriores a un determinado momento escolar, consideramos importante
incluir esta ultima como una categoria del KMLS. Se refiere al conocimiento
sobre la secuenciacion de diversos contenidos matematicos, ya sea dentro de
un mismo curso o pensando en cursos anteriores y posteriores. Es imposible no
cuestionar la similitud (y preguntarse por las diferencias) de este subdominio
con los conocimientos propuestos en el dominio de conocimiento de la Estruc-
tura Matematica (del dominio matematico). Su similitud con las conexiones
matematicas es patente. Sin embargo, mientras en el conocimiento de la estruc-
tura lo que el profesor conoce son las formas en las que se conectan contenidos
(interconceptual o temporalmente), en la categoria que estamos describiendo
aqui, la secuenciacion de temas matematicos puede responder a otras especifi-
cidades ademas de su estructura. Por ejemplo, si un profesor conoce que en un
grado escolar se ve un tema mediante una actividad y el contexto de esa acti-
vidad es continuacion para otro tema distinto, entonces el profesor estara evi-
denciando la secuenciacion de temas, cuyo proposito es didactico y no obedece
necesariamente a las conexiones matematicas (inter o intraconeptuales) exis-
tentes entre dichos contenidos.

4. REFLEXIONES FINALES
De acuerdo con la descripcion que hemos hecho, podemos mostrar al lector la

caracterizacion que se hace del CDC como parte del MTSK (Figura 4), partiendo
de subdominios y refinando con categorias de conocimiento:
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Teorias de aprendizaje asociadas a un Formales
contenido matematico Personales

Las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un

contenido matematico
Las formas de interaccién con un contenido matematico asociadas
a su aprendizaje
Los intereses y expectativas de los estudiantes sobre el abordaje
de un determinado contenido matematico

KFLM

Teorias de ensefianza asociadas a un Formales
contenido matematico Personales
KMT Recursos materiales y/o virtuales de ensefianza asociados a un
contenido matematico
Las estrategias, técnicas y tareas para la enseflanza de un
contenido matematico
Expectativas de aprendizaje de un contenido matematico en un
nivel especifico
Nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado para un
KMLS contenido en un determinado momento escolar

Secuenciacion con temas anteriores y posteriores a un
determinado momento escolar

Figura 4. Subdominios y categorias del CDC como parte del MTSK

Consideramos que la definicion de estos subdominios y sus categorias supone
un refinamiento de los considerados en otros modelos, como el de Shulman o
el MKT, en términos del contenido de los subdominios y su conceptualizacion,
focalizando la atencion en el conocimiento que tiene el profesor de como las
matematicas son aprendidas, ensenadas, o de cudles son las expectativas de
aprendizaje en los diferentes niveles educativos (Escudero, 2015)

Por otro lado, esta caracterizacion se diferencia de Shulman en tanto que se
construye como un modelo integrador (Gess-Newsome, 1999), en el que el CDC
no existe como un fenémeno aislado y la ensenanza se considera como el acto
de integrar el conocimiento a través de diferentes dominios del conocimiento, lo
cual es la esencia del MTSK.

Otra de las criticas al PCK se refiere a si este puede distinguirse tedrica y
empiricamente del conocimiento del contenido (Depaepe, et al, 2013), sin embar-
go, consideramos que las evidencias de este estudio permiten observar el poten-
cial que tiene distinguir distintas formas de conocer un contenido para su
analisis y sistematizacion. Por ejemplo, Omar conoce distintos registros de
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representacion para las funciones lineales, ademas de caracteristicas especificas
de estos registros (Kol) y sabe que esta variedad de representaciones puede
suponer una dificultad en el proceso de aprendizaje de este tipo de funciones
(KFLM). Ademas, Omar reconoce el trdnsito entre registros como una posible via
de ensenanza que permite analizar las relaciones entre las variables de la fun-
cién y observar el comportamiento de la misma desde distintos enfoques (KMT).
Estos conocimientos tienen una naturaleza distinta, pero en conjunto, permiten
tomar una decision en cuanto a la forma en la que elaborara el disefio de una
actividad para trabajar el concepto.

Consideramos importante senalar que hemos mantenido en la traduccion al
inglés del modelo el término PCK, queriendo aludir a los referentes y bases teo-
ricas de las cuales surge la distincion entre un conocimiento disciplinar y un
conocimiento didactico de la disciplina; no obstante, en la traduccién al espanol
hemos decidido hablar de Conocimiento Didactico del Contenido, que nos parece
que conlleva un significado mas acorde con nuestra intencién de aludir a lo que
Azcérate (1998) define como “un conocimiento profesionalizado de las matema-
ticas que capacite para una intervencion didactica fundamentada” (p. 27).

Esperamos que esta descripcion de bases teoricas y metodoldégicas que sub-
yacen a la construccion del modelo MTSK sirva al lector para reflexionar acerca
del potencial que tiene identificar y caracterizar el PCK, asi como para discutir y
criticar este y otros modelos de conocimiento profesional del profesor de matema-
ticas. Estamos convencidos de que esto serd un paso importante hacia la cons-
truccion de programas de desarrollo profesional cada vez mas especializados.
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