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Resumen

racias a la utilidad que la estadistica y la probabilidad tienen en la vida cotidiana y en la

comprension de las ciencias, algunos investigadores (Batanero, 2000; Batanero & Godino,

2005; Zapata Cardona, 2008; Jones, Langrall, Thornton & Mogill, 1997) han insistido en
incluir su estudio en los curriculos de matematicas en las escuelas de todo el mundo. El propo-
sito de este articulo es compartir una experiencia de aula, resultado de un trabajo de investigacion
(Acevedo, 2011), en el cual se diseiid una unidad curricular con el enfoque de la Ensefianza para la
Comprension (EpC) sobre el concepto de probabilidad.

Este enfoque facilita la construccion de estrategias que potencializan el desarrollo de la com-
prension, generando en el estudiante la motivacion e interés hacia el aprendizaje de la probabilidad
a partir de las relaciones que puede establecer entre este concepto y su cotidianidad por la posibilidad
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de realizar interpretaciones y analisis de fenomenos aleatorios, que le proporcionan herramientas para
hacer predicciones y tomar decisiones.

La unidad curricular se construyd, a través del trabajo directo, con un grupo de estudiantes de
décimo grado de una institucion educativa de Medellin. Esta experiencia permitié una aproximacion
a la caracterizacion de la comprension del concepto objeto de estudio.

Palabras claves: Ensefianza para la Comprension, unidad curricular, comprension, probabilidad.
A curriculum unit on the concept of probability in the context of teaching for understanding
Abstract

Thanks to the usefulness of statistics and probability in everyday life and in the understanding
of sciences, some researchers (Batanero, 2000; Batanero & Godino, 2005; Zapata Cardona, 2008;
Jones, Langrall, Thornton & Mogill, 1997) have insisted in including its study in mathematics
syllabuses in schools around the world. The purpose of this article is to share a classroom experience
as a result of a research project (Acevedo, 2011) that designed a curriculum unit with a focus on
teaching for understanding (TfU) on the concept of probability.

This approach facilitates the construction of strategies that strengthen understanding, thus genera-
ting motivation and interest among students in learning probabilities from the relationships they can
establish between this concept and their daily lives due to the possibility of interpretations and analysis

of random phenomena that provide them with tools to make predictions and make decisions.

The curricular unit was built through direct work with a group of tenth graders from a school
in Medellin. This experience allowed a characterization of the understanding of the concept under

study.

Key words: teaching for understanding, curriculum unit, comprehension, probability.

Introduccion

La importancia de investigar la forma como com-
prenden los estudiantes el concepto de probabilidad
radica en la necesidad actual de la formacion de futuros
profesionales y de ciudadanos, que deben tomar de-
cisiones en situaciones de incertidumbre. En la lite-
ratura especializada se muestran las dificultades que
tienen los estudiantes de secundaria y de los primeros
aflos de universidad en la resolucion de problemas
relacionados con este concepto (Fernandez, 2001;
Batanero, 2005; Barragués & Guisasola, 2002, 2006).
Pero poco se ha escrito sobre como los estudiantes lo
pueden comprender de una forma adecuada para apli-
carlo en diversas situaciones de su contexto.

Este articulo pretende aportar a los docentes una
herramienta de planificacion y de disefio de practicas
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de aula, llamada unidad curricular, que busca fomentar
la comprension del concepto de probabilidad a través
de los cuatro elementos de la comprensiéon que plan-
tea la Ensefianza para la Comprension (EpC): topicos
generativos, metas de comprension, desemperiios de
comprension y valoracion continua y evaluacion final,
con el fin de potencializar las cuatro dimensiones de
la comprension: contenido, métodos, propositos y
formas de comunicacion. Las actividades, que com-
ponen dicha unidad curricular, se enfocan desde los
distintos significados que histéricamente se le ha dado
a la probabilidad (subjetivista, clasico, frecuencialista
y axiomatico), como una manera de ampliar la vision
de los estudiantes y facilitarles unas herramientas para
comprender, desde distintas perspectivas, el concepto
de probabilidad. Esta unidad curricular hace parte del
trabajo de investigacion «Comprension del concepto
de probabilidad», que caracterizé la comprension del
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concepto en estudiantes de décimo grado. Es una
herramienta que ha sido probada en el aula y que los
docentes podrian tomar como referencia para cons-
truir sus propias practicas.

Marco de referencia

Investigaciones actuales han revelado que la com-
prension del concepto de probabilidad por parte de
los estudiantes viene acompanada de dificultades de
diversa indole: errores al resolver problemas de pro-
babilidad y su relacioén con los distintos significados
del concepto a través de la historia (Batanero, 2005),
ideas alternativas a las formales sobre el mismo con-
cepto, aun después de la instruccion (Fernandez, 2001;
Barragués & Guisasola, 2002), vision determinista del
mundo que impide dar el paso de lo intuitivo a lo for-
mal (Batanero & Godino, 2005), heuristicos y sesgos
al hacer investigacion sobre los juicios y la toma de
decisiones (Scholz, 1991; Muiioz, 1998; Saenz, 1998;
Serrano et al., 1996, 1998, citados por Barragués &
Guisasola, 2002). Otras investigaciones se han cen-
trado en el proceso de ensefianza, entre las cuales se
encuentran algunas propuestas didacticas para el de-
sarrollo de los contenidos minimos a nivel conceptual,
procedimientos y actitudes en los cursos de estadistica
y probabilidad (Nortes Checa, 1998). También Bata-
nero & Diaz (2005) proponen, en este sentido, un tra-
bajo por proyectos como estrategia para el desarrollo
de las clases. Insunza, Gastélum & Alvarez (2009) de-
sarrollaron un sofiware para favorecer el aprendizaje
y el razonamiento probabilistico desde una perspecti-
va frecuentista. Ademads, Batanero (2003) plantea las
simulaciones en los experimentos aleatorios como un
instrumento que permita a los estudiantes explorar y
descubrir conceptos y principios relacionados con el
azar y la probabilidad.

Todas estas propuestas son aportes validos para
la ensefianza de la probabilidad; pueden ser tenidos
en cuenta cuando se trabaja con un marco concep-
tual como el de la EpC, que ademas de dar un aporte
tedrico sobre la comprension, da a los profesores he-
rramientas para la planificacion y disefio de sus prac-
ticas de aula para fomentar la comprension. La EpC
surge de la vivencia de los profesores en el aula; por
lo tanto, la teoria y la practica estdn estrechamente
ligadas, pero claramente diferenciadas, de tal mane-
ra que la teoria ilumina la practica y la practica nutre
la teoria. Con este paradigma de trabajo, no se pre-
tende que los profesores copien un modelo sino que
exploren y reflexionen sobre sus propios contextos,
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realidades, intereses y necesidades para transformar
sus practicas educativas. Utilizando los elementos
tedricos de este marco conceptual se logrd construir
una caracterizacion del proceso de comprension del
concepto de probabilidad a través de cuatro nive-
les de comprension (ingenuo, principiante, aprendiz
y experto) para cada una de las dimensiones de la
comprension (contenidos, métodos, propodsitos y
formas de comunicacioén), como un aporte tedrico
que puede servir a los docentes en el momento de
construir sus experiencias de aula, para que todas
ellas estén dirigidas a que el estudiante avance de
un nivel a otro de comprension. En este articulo se
presentara lo correspondiente a la aplicacion de los
elementos de la comprension mediante una unidad
curricular.

Esta unidad curricular tiene por objetivo favo-
recer la comprension del concepto de probabilidad.
Desde la EpC se entiende la comprension como esa
«capacidad de hacer con un topico una variedad
de cosas que estimulan el pensamiento, tales como
explicar, demostrar y dar ejemplos, generalizar, es-
tablecer analogias y volver a presentar el topico de
una nueva manera» (Blythe & Perkins, 1999: 39). Lo
anterior implica una vision de la comprension vincu-
lada con el “desempefio”, es decir, la comprension
de un estudiante se evidencia segin sus acciones.
Estas acciones o desempefios deben demostrar lo
que sabe y ademas aplicarlo de forma novedosa. Por
eso, cuando se quiere apreciar la comprension de un
estudiante en un momento determinado, se le pide
que «haga algo que ponga su comprension en juego,
explicando, resolviendo un problema, construyendo un
argumento, armando un producto» (Perkins, 1999: 71).
Lo que los estudiantes respondan frente a estas activi-
dades no solo demostrard su nivel de comprension,
sino que ademas les puede hacer avanzar. El hecho
de enfrentar nuevos desafios puede llevarlos a obte-
ner mejores comprensiones del concepto estudiado.
Para lograr esta comprension se proponen, desde la
EpC, cuatro elementos de la comprension que sir-
vieron de soporte para la construccion de la unidad
curricular.

El primer elemento son los tdpicos generativos.
Son temas centrales para una o mas disciplinas, por
lo que se pueden establecer multiples relaciones en-
tre unos temas y otros, incluso con la vida misma
del estudiante. Estos topicos deben ser llamativos
e interesantes tanto para los estudiantes como para
los docentes, porque tienen el poder de generar co-
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nocimientos, relaciones y la necesidad de indagar
sobre su origen. El docente debe partir del siguiente
cuestionamiento para la determinacion de los topi-
cos generativos: {Qué quiero que mis estudiantes
comprendan?

El segundo elemento son las metas de comprension.
De acuerdo con Blythe et /., dichas metas son «enun-
ciados o preguntas donde se expresan cudles son las
cosas mas importantes que deben comprender los
alumnos en una unidad o en un curso» (1999: 45).
Esas cosas pueden ser conceptos, procedimientos o
habilidades. El profesor debe hacer en este punto una
rigurosa seleccion tematica, puesto que lo que impor-
ta en este enfoque es la calidad de los aprendizajes y
no la cantidad. Por esta razon, su consigna es “menos
es mas”. Los profesores deben hacerse las siguientes
preguntas: ;Qué es lo que quiero que mis estudiantes
comprendan? ;Por qué es importante que lo compren-
dan? Es esencial que los estudiantes conozcan estas
metas para que sepan hacia donde se orienta su proceso
de aprendizaje.

El tercer elemento son los desemperios de com-
prension. Son todas las actividades que los estudiantes
hacen para desarrollar y demostrar su comprension.
Involucra a los estudiantes en un trabajo que hace
que progresen en las metas de comprension especi-
ficadas para la unidad curricular a través de desafios
suficientemente grandes como para ampliar sus cono-
cimientos. Estas actividades van mas alla de la memo-
rizacién y la rutina, sin demeritar la importancia que
estos elementos tienen en el aprendizaje. Ofrecen la
posibilidad de utilizar multiples estilos de aprendizaje
y maneras de expresarlos, el espacio para que los
estudiantes apliquen lo que saben en distintas situa-
ciones y ademas la posibilidad, tanto para el profesor
como para el estudiante, de constatar el desarrollo de
la comprension a lo largo del tiempo en situaciones
innovadoras y retadoras. Existen tres tipos de des-
empefio de comprension: preliminares, investigacion
guiada y sintesis.

Los desemperios de comprension preliminares tie-
nen la finalidad de que los estudiantes exploren los
temas antes de darles la informacion. Por lo general,
aparecen al inicio de la unidad curricular y sirven para
ubicar al estudiante en el dominio del topico genera-
tivo, quien vera la relacion de éste con sus intereses
y experiencias previas, lo que permite al docente co-
nocer lo que los estudiantes ya saben y lo que estan
interesados en aprender.
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Los desempeiios de investigacion guiada sirven
para que los estudiantes se centren en problemas y
cuestiones especificas, relacionadas con el topico
generativo y las metas de comprension. La guia del
profesor ayuda a los estudiantes a aplicar conceptos
y métodos disciplinares, a integrar sus conocimientos
y a poner en practica una comprension cada vez mas
elaborada y avanzada.

Los desempeiios de sintesis, en fin, exigen a los
estudiantes integrar las distintas comprensiones de-
sarrolladas en los desempefios previos y, por ende,
mostrar con claridad el dominio que tienen de las
metas de comprension establecidas. En este tercer
elemento los profesores indagan: ;Qué deben hacer
los estudiantes para desarrollar y demostrar su com-
prension?

El cuarto elemento, por ultimo, es la valoracion
continua y evaluacion final, que consta de dos com-
ponentes: establecer unos criterios de evaluacion de
cada desempefio, que deben ser conocidos por los
estudiantes antes de iniciar los desempefios, y pro-
porcionar una retroalimentacion continua a los es-
tudiantes para permitirles mejorar sus desempefios.
Entre las estrategias usadas para la valoracion conti-
nua y evaluacion final se tuvo en cuenta la propuesta
de Novak, Gowin & Otero (1999) sobre los mapas
conceptuales, la cual facilitd conocer las redes con-
ceptuales, que los estudiantes fueron construyendo
en el proceso de comprension del concepto de pro-
babilidad.

En el siguiente apartado se presenta la unidad
curricular disefiada y aplicada con estudiantes de
décimo grado sobre el concepto de probabilidad, si-
guiendo, para su construccion, los cuatro elementos
propuestos por la EpC que se explicaron anterior-
mente.

Unidad curricular sobre el concepto
de probabilidad

La unidad curricular tiene en cuenta los Estandares
Basicos de Matematicas propuestos por el Ministerio
de Educacion Nacional de Colombia (MEN, 2006).
Su objetivo consiste en mostrar una propuesta para la
ensefianza del concepto de probabilidad y buscar su
comprension.

La principal caracteristica de esta unidad es llevar
al estudiante a reflexionar y discutir sobre los con-
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ceptos asociados a la probabilidad, como el azar, los
experimentos aleatorios, los espacios muestrales, los
eventos y la probabilidad, segun sus distintas concep-
ciones a través de la historia, a partir de diferentes as-
pectos relacionados con el entorno.

Topico generativo y metas
de comprension

El primer paso que se dio en la construccion de
la unidad curricular fue disefar el tdpico generati-
vo partiendo de un tema o pregunta que fuera tras-
versal al proceso de comprension del concepto de
probabilidad, relacionara distintos aspectos de la
disciplina y ademds generara en los estudiantes el
interés por su estudio. Luego de algunas busquedas
y discusiones se llego a la siguiente pregunta: ;En
qué situaciones de la cotidianidad se puede apli-
car la probabilidad? Durante el tiempo de imple-
mentacion de la unidad curricular los estudiantes
estuvieron en la busqueda de respuestas; sin em-
bargo, para que fuera guiada, se construyeron me-
tas de comprension, que iban delineando el camino
para el logro del topico generativo. Inicialmente se
construyo6 una meta de comprension a largo plazo o
hilo conductor, que guiaria todo el proceso: los es-
tudiantes comprenderan la probabilidad como una
medida del azar. Después, para poder alcanzar esta
meta a largo plazo, se plantearon algunas metas de
comprension a corto plazo:

* Los estudiantes comprenderan las diferencias y
similitudes entre los experimentos o fenomenos
aleatorios y los deterministas, a través de distintas
situaciones de su entorno.

* Los estudiantes comprenderan la probabilidad
como un concepto asociado solamente a fenome-
nos aleatorios, usando distintas situaciones de su
entorno.

* Los estudiantes comprenderan los distintas con-
cepciones que ha tenido la probabilidad a través
de la historia: clasica, frecuencialista, subjetivista
y axiomatica, para aplicarlas a la resolucion de
situaciones problema de diversas ramas del saber
y de su cotidianidad.

Desempeiios de comprension

Para lograr estas metas de comprension, se disefiaron
las siguientes actividades o desemperios de compren-
sion para cada una de las fases propuestas por la EpC.
Cada uno de los desempefios se ejemplificard con
algunas producciones de los estudiantes en la aplica-
cion de la unidad curricular.

Fase de exploracion

Se hizo una lluvia de ideas en la cual los estudian-
tes aportaron sobre lo que consideraron como expe-
rimentos aleatorios y los que no lo son. Algunas de
estas ideas previas dadas fueron:

Tabla 1. Paralelo entre experimentos aleatorios y experimentos deterministas.

Experimentos aleatorios

Experimentos deterministas

» Los experimentos aleatorios no buscan algo especifico, sino
lo que pueda pasar.

* Realizar una actividad donde uno no busca una actividad
especifica.

* Son demostrativos y se espera llegar a un fin especifico.
* Se realizan para probar algo.

En estas ideas se evidencia que los estudiantes reco-
nocen algunas diferencias entre los experimentos deter-
ministas y aleatorios, pero no se vislumbran las similitu-
des ni la asociacion de estos ultimos con la probabilidad.

Luego los estudiantes consultaron las definiciones
de estas dos clases de experimentos para establecer un
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comparativo con sus ideas iniciales, determinar las di-
ferencias y relaciones existentes entre ellos y construir
un mapa conceptual para compartir con los compaiie-
ros de clase.

Uno de los mapas conceptuales construido por uno
de los estudiantes se muestra a continuacion:
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Figura 1. Mapa conceptual que muestra las ideas sobre el concepto de experimento.
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Al comparar las ideas previas con las consultadas
y expuestas en el mapa, se puede notar como los es-
tudiantes tenian preconcepciones que los acercaban
a las definiciones. Sin embargo, con la consulta se
muestran algunas relaciones nuevas. Pero el mapa
conceptual muestra como encuentran diferencias en-
tre los experimentos, aunque no similitudes.

Se dieron luego algunos ejemplos de fendémenos
deterministas y de fendémenos aleatorios cercanos
a la vida de los estudiantes. En el caso de los de-
terministas se citaron algunos de la fisica: medir el

tiempo de caida de un cuerpo que se arroja verti-
calmente desde una determinada altura o compro-
bar alguna teoria sobre reacciones quimicas. Para
el caso de los fendmenos aleatorios se citaron los
juegos de azar: loterias, juegos de cartas, de dados,
de ruletas.

Posteriormente, se hizo otra lluvia de ideas en la
cual los estudiantes dieron sus aportes sobre lo que
para ellos significa la probabilidad y los conceptos
con los que la relacionan en su cotidianidad. Al res-
pecto, algunas ideas dadas por los estudiantes fueron:

Tabla 2. Ideas iniciales sobre el concepto de probabilidad.

Ideas de los estudiantes

Analisis

Numero de casos en que puede suceder algo.

Opciones de que algo pase.

Se nota como los estudiantes asocian la probabilidad con el conteo,
sin pensar en la razon.

Posibilidad de obtener un resultado especifico.

Al entender la probabilidad como posibilidad, se la esta asociando
con fendmenos que no necesariamente son aleatorios.

Después se expuso a los estudiantes un mapa con-
ceptual en el que se muestra una red de ideas alrede-
dor del concepto de probabilidad con el fin de intro-
ducir este topico.

Luego se propuso a los estudiantes que respon-
dieran: jEn qué situaciones de mi cotidianidad puedo
aplicar la probabilidad? Para responder este cuestio-
namiento los estudiantes usaron distintas fuentes de
informacion: preguntar a alguien, consultar en Inter-
net o simplemente la experiencia propia. Después so-
cializaron las ideas encontradas por ellos, conforma-
ron grupos de tres o cuatro y eligieron un problema
de probabilidad que les interesara resolver y estuviera
relacionado con su vida. Cada grupo compartiéo de
manera detallada el tipo de problema que habia se-
leccionado y las ideas preliminares de como pensaban
solucionarlo.

Algunos de los problemas o preguntas que inicial-
mente se plantearon fueron:

Estudiante 1: «Nuestra situacion problema esta en-
focada en las loterias, en especial El Baloto, porque
nos produce curiosidad saber la probabilidad que hay
de ganar contando con que hay miles de personas que
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también lo juegan, ademas, saber si es muy dificil
tener 6 nimeros iguales a los ganadores, sabiendo que
por cada nlimero se pueden escoger 45.

Estudiante 2: «Si hay 200 cabinas en el metro-
cable, y todas dan 30 vueltas al cable en un dia.
(Qué probabilidad hay de que en 10 dias, yendo a
diferentes horas, me vuelva a tocar en la misma ca-
bina?»

Estudiante 3: «;Qué probabilidad hay de obtener
en el juego de poker un full house?»

Estudiante 4: «La revista Jogue esta rifando un
premio de 300.000 dolares en mercancias de sus tien-
das asociadas; se debe escoger por lo menos una de
tres llaves entre 5.000, de las cuales existen 3 colo-
res: amarillo, rojo y verde. Hay una de cada color que
abre la caja con el premio. Cuando llegamos, decian
que quedaban 500 llaves amarillas, 200 llaves rojas y
700 verdes y se podian escoger 3 verdes, 1 amarilla
y 2 rojas. /Cual es la probabilidad de que me gane el
premio?»

Cada una de estas situaciones evidencia como
cada estudiante, desde sus intereses, gustos y moti-
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vaciones, se hace preguntas que pueden convertirse
en proyectos propios, que con la orientacion del do-
cente les puede llevar a comprender el concepto de
probabilidad. Y con este tipo de trabajos el docente
puede valorar la apropiacion a nivel conceptual, pro-
cedimental, de comunicacién y de relacion con la rea-
lidad que alcanzan los estudiantes. Por otro lado, se
puede reconocer como las situaciones son realmente
sencillas de resolver para una persona con algun co-
nocimiento basico de probabilidad. Sin embargo, para
los estudiantes, son todo un reto.

Uni-pluri/versidad

Fase de investigacion guiada

Cada grupo de estudiantes empez0 a indagar so-
bre el tema elegido, las condiciones en que se pre-
senta y algunas ideas de como resolverlo. Ademas,
se les propusieron algunas actividades para explorar
las distintas concepciones de probabilidad que se
han dado a través de la historia, como un insumo
para la solucién del problema de interés. Se inicid
con el desarrollo de la actividad Lo probable y lo
improbable, con la cual se pretendid que los estu-
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Figura 2. Diferentes tipos de probabilidad.
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diantes pudieran asignar niveles de probabilidad
a distintos eventos. Con esta actividad se exploro
la concepcidn subjetivista de la probabilidad. Con
la actividad experimental: ;Cémo se comporta el
azar?®, los estudiantes exploraron sus ideas sobre
el azar y las reglas que este sigue, a la vez que se
introdujeron en las concepciones frecuencialista y
clésica de la probabilidad a través de experimentos
aleatorios como lanzar una moneda y analizar el
valor al que tienden las frecuencias relativas del
evento “salir cara” a medida que aumenta el nimero

de lanzamientos. A continuacion se muestran algu-
nos fragmentos de la actividad.

Van a trabajar en parejas. Cada pareja realizara
3 experimentos, y cada uno de ellos lo repetira 20 ve-
ces. Después juntaremos todos los resultados obteni-
dos en la clase.

Experimento 1: Lancen una moneda y anoten C
si sale cara o S si sale sello. Después calculen la fre-
cuencia de cada uno de los resultados.

Tabla 3. Resultados de los lanzamientos de una moneda.

Experimento Resultados Frecuencia
C C C C S S S C C S Cara Sello
Moneda (C) (S)
C S S S C S C C S S 11 9

Una vez recogidos sus resultados, agrupen los
datos de toda la clase en la siguiente tabla y constru-
yan el respectivo grafico de frecuencias relativas.

Completen la tabla 4 con los resultados de la clase
correspondientes al lanzamiento de una moneda. Van a

anotar el numero de caras obtenidas y después calcu-
laran la frecuencia acumulada y la frecuencia relativa.

Construya en el plano cartesiano una representa-
cion grafica que relacione el numero de lanzamientos
acumulado con la frecuencia relativa.

Tabla 4. Lanzamiento de una moneda: frecuencia de cara.

Repeticiones . :
. . Frecuencia . Frecuencia
Parejas lanzamiento de Frecuencia acumulada .
de cara relativa
moneda

l.a 1-20 10 10 10/20=0,5
2.a 21-40 14 24 24/40 = 0,6
3.a 41-60 10 34 34/60 = 0,56
4.a 61-80 11 45 45/80 = 0,56
S.a 81-100 7 52 52/100 = 0,52
6.a 101-120 9 61 61/120= 10,51
7.a 121-140 8 69 69/140 = 0,49
8.a 141-160 12 81 81/160 = 0,51
9.a 161-180 10 91 91/180=10,5
10.a 181-200 12 103 103/200 = 0,51

5 Adaptada de Azcarate & Deulofeu (1998).
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Figura 3. Frecuencia de cara en el lanzamiento de una moneda.

Observen las frecuencias relativas en su grdfico, a
medida que se van acumulando mas datos:

Pregunta: ;La frecuencia varia mucho o se va
manteniendo mas o menos en el mismo valor?

Respuesta: Se va manteniendo mds o menos el mismo
valor.

Pregunta: Si la frecuencia se mantiene mas o me-
nos igual, jalrededor de qué valor se mantiene?
Respuesta: Alrededor de 0,5.

Pregunta: (El lanzamiento de la moneda se hizo
siempre de la misma manera?
Respuesta: Si.

Pregunta: {Cree que esto influy6 en los resultados?
Respuesta: Si, ya que al tratarla de una manera pa-
recida se podria obtener algunos resultados iguales.

De la misma manera, los estudiantes analizaron la
tendencia de las frecuencias relativas para el evento
“sacar 5” en el lanzamiento de un dado en repetidas
ocasiones (experimento 2) o “sacar cara y sello” en
el lanzamiento de dos monedas (experimento 3). Con
preguntas alrededor de estos experimentos, los estu-
diantes construyeron algunas ideas sobre el azar y la
probabilidad, como las siguientes:
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Para el caso del lanzamiento de una moneda, algu-
nos estudiantes encontraron que las frecuencias rela-
tivas del evento “sacar cara” se mantienen alrededor
de 0,5 cuando se lanza 200 veces. En el experimento
de lanzar el dado 200 veces, las frecuencias relativas
del evento “sacar 5 se van manteniendo alrededor de
0,12y 0,2.Y en el experimento de lanzar dos monedas
200 veces, las frecuencias relativas del evento “sacar
caray sello” estuvieron alrededor de 0,4 y 0,51. Algu-
nos estudiantes compararon estos valores con la razon
entre los casos que favorecen cada evento y los casos
posibles de cada experimento, haciendo una relacion
inmediata con la definicion clasica de la probabilidad,
es decir, 1/2 para el primer experimento, 1/6 para el
segundo y 2/4 ¢ 1/2 para el tercer experimento. Ade-
mas, encontraron que en el azar se pueden dar algunas
regularidades, como las frecuencias relativas, con lo
que posteriormente se concluyo que a este valor se le
llama probabilidad.

Con la actividad Algunos juegos de azar, los es-
tudiantes exploraron el campo desde donde surgio la
probabilidad usando juegos de cartas, dados cubicos,
dados dodecaédricos, balotas y monedas y algunas
combinaciones de ellos para aplicar la definicion clé-
sica de la probabilidad e ir verificando desde la prac-
tica algunos teoremas (eventos imposibles, contra-
rios y compatibles) y aplicando algunas definiciones
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(probabilidad condicional, eventos independientes y
probabilidad conjunta) y axiomas (eventos seguros
e incompatibles) de la teoria axiomatica de la proba-
bilidad.

A medida que se avanzo en la realizacion de estas
actividades de exploracion, los estudiantes comenza-
ron a resolver el problema elegido por ellos, utilizando
lo que habian consultado, las herramientas tedricas
que sobre el concepto de probabilidad se habian cons-
truido con las dos actividades anteriores y las discu-
siones de clase.

Fase de sintesis

En esta fase los estudiantes mostraron la compren-
sion del concepto de probabilidad a través de la ex-
posicién del problema elegido al inicio del curso y de
la solucidén o soluciones encontradas. A continuacion
se presenta uno de los problemas que resolvieron los
estudiantes.

Descripcion del problema:

El metrocable de Medellin, ruta Acevedo-Santo
Domingo Savio, cuenta con 60 cabinas que le dan
una vuelta completa al circuito en 30 minutos. Su
funcionamiento comienza a las 5 a.m. y finaliza a las
10 p.m., funcionando asi un total de 17 horas diarias.

Se eligio la cabina numero 20 para determinar las
probabilidades de que al ir a una hora seleccionada
de manera aleatoria, ésta se encuentre en la estacion
donde comenzo el circuito para poder abordarla.

(Qué probabilidad hay de que en diez dias, yendo
a horas aleatorias, una vez por dia al punto de par-
tida (primera estacion), pueda abordar la cabina nu-
mero 20 durante las diez visitas? (Esta fue la pregunta
que investigaron.)

Desarrollo:

Espacio muestral (Q): Cada dia la cabina niumero
20 comienza a dar la vuelta por el circuito a las 5:10
a.m. (esto quiere decir que cada medio minuto hay
una cabina en el punto de partida, que en este caso
es la primera estacion). Como el recorrido total hasta
llegar de nuevo al punto de partida dura 30 minutos,
esta cabina estard alli a las siguientes horas cada dia:
tiempos en los que la cabina numero 20 estard en la
primera estacion ().
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5:10 a.m. 1:40 p.m. 9:40 a.m. 6:10 p.m.
5:40 a.m. 2:10 p.m. 10:10 a.m. 6:40 p.m.
6:10 a.m. 2:40 p.m. 10:40 a.m. 7:10 p.m.
6:40 a.m. 3:10 p.m. 11:10 a.m. 7:40 p.m.
7:10 a.m. 3:40 p.m. 11:40 a.m. 8:10 p.m.
7:40 a.m. 4:10 p.m. 12:10 p.m. 8:40 p.m.
8:10 a.m. 4:40 p.m. 12:40 p.m. 9:10 p.m.
8:40 a.m. 5:10 p.m. 1:10 a.m. 9: 40 p.m.
9:10 a.m. 5:40 p.m.

Si cada medio minuto hay una cabina lista para
ser abordada, quiere decir que en las 17 horas de fun-
cionamiento del sistema habra 2.040 abordajes. Este
total lo encontramos convirtiendo 17 horas en medios
minutos, es decir, (17 horas)(2)(60 minutos) = 2.040
medios minutos en 17 horas.

Entonces, al haber 34 momentos en que la cabi-
na elegida estara en el punto de partida, la expresion
para determinar la probabilidad es la siguiente:

P(cabina numero 20 en el punto de partida)
=(34/2.040) = 0,0166, que en términos de porcentaje
es del 1.66% por cada dia.

Ahora bien, como son 10 dias los selecciona-
dos para el experimento, las probabilidades son
las del primer dia y* [multiplicada] las del segun-
do dia, y* [multiplicada] las del tercer dia, [...]
v* [multiplicada] las del décimo dia. Es decir:

1 1 1 1 _1_ 1 1 _ 1_1
—X—X—X—X—X—X—X—X—X—, que
60 60 60 60 60 60 60 60 60 60

10
simplificando queda (%) = 1.6538 x 107, En

términos de porcentaje (multiplicando por 100), esto
es 1.6538 x 1075 = 0,00000000000000016538% de
probabilidad de que esto suceda.

Este es un problema que naci6 de la curiosidad de
los estudiantes. Con un poco de consulta y los elemen-
tos tedricos estudiados, como la definicion clasica de
probabilidad y los eventos independientes, los estu-
diantes lograron resolverlo.
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Valoracion continua y evaluacion final
En este proceso los estudiantes desarrollaron un

portafolio de actividades para recoger sus produc-
ciones.

Fase de exploracion

A continuacion se describen los desempefios de
comprension que se aplicaron durante la fase de ex-

Uni-pluri/versidad

ploracion y la manera como se hizo la valoracion de
cada uno de ellos segun criterios y su respectiva re-
troalimentacion.

Mediante los desempefios descritos, en esta fase
se busco conocer los conceptos previos de los estu-
diantes para iniciar el estudio de la probabilidad. De la
misma manera, se quiso generar en ellos la inquietud
sobre la relacion de este concepto con su vida y como
pueden solucionar una situacion problema.

Tabla 5. Valoracion continua en la fase de exploracion.

Desempeiios
de comprension

Valoracion continua

Criterios

Retroalimentacion

Los estudiantes construyeron un mapa conceptual
sobre los conceptos previos necesarios para el estu-
dio del concepto de probabilidad: teoria de conjun-
tos y técnicas de conteo.

Riqueza y veracidad de las
relaciones entre conceptos.

Informal: El docente, durante las
clases posteriores, afind algunas de-
finiciones que no eran validas o a las
que les faltaba profundidad.

Se hizo una lluvia de ideas en que los estudiantes
aportaron sobre aquello que consideraron como ex-
perimentos, experimentos aleatorios y experimen-
tos deterministas.

Claridad en los aportes
hechos.

Informal: Entre los estudiantes y el
docente se amplio la lluvia de ideas.

Los estudiantes consultaron las diferencias y
relaciones existentes entre los experimentos de-
terministas y los aleatorios para compartir con los
compafieros de clase. Ademas, se dieron algunos
ejemplos de los dos tipos de experimentos.

Claridad y profundidad en
las ideas consultadas.

Variedad en los ejemplos
aportados.

Informal: El docente y sus estudian-
tes compararon las diferencias o
similitudes que se dieron entre las
ideas aportadas en la lluvia de ideas y
lo consultado y sacaron conclusiones
al respecto.

Posteriormente, elaboraron un mapa conceptual
sobre los dos tipos de fendmenos.

Riqueza y veracidad de las
relaciones entre conceptos.

Formal: El docente hizo comentarios
por escrito de los mapas conceptua-
les.

Los estudiantes dieron sus ideas sobre lo que sig-
nificaba, para ellos, la probabilidad y los conceptos
con los cuales la relacionan en su vida.

Claridad y coherencia de las
ideas presentadas.

Informal: Entre el docente y los estu-
diantes se amplio6 la lluvia de ideas.

Se propone a los estudiantes que respondan las
siguientes preguntas: |En qué situaciones de mi
cotidianidad puedo aplicar la probabilidad? ;Cuales
situaciones me ayudan a solucionar la probabilidad
de la carrera que tengo en mente para mi futuro?
Para responder estos cuestionamientos los estudian-
tes usaron distintas fuentes de informacion.

Variedad en las situaciones
presentadas.

Formal: El docente hizo por escrito
las observaciones pertinentes a las
respuestas dadas por los estudiantes.

Partiendo de las respuestas a estos interrogantes,
los estudiantes, en grupos de dos o tres, eligieron
un problema para ser resuelto por ellos utilizando la
probabilidad y teniendo relacion con su vida. Poste-
riormente, cada grupo narr6 de manera detallada el
problema que propuso resolver y las ideas prelimi-
nares de como piensan ellos que pueden hacerlo.

Complejidad y pertinencia
del problema propuesto.

Formal: El docente escribi6 las ob-
servaciones pertinentes a los proble-
mas presentados por los estudiantes
para que siguieran profundizando y
empezaran a resolverlo.
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Fase de investigacion guiada

En este apartado se presentan los desempenos de
comprension que se llevaron a cabo durante la fase
de investigacion guiada, con su respectiva valoracion,
teniendo en cuenta los criterios y la retroalimentacion.

Mediante los desempefios de comprension des-
critos en esta fase, se ofrecid a los estudiantes las
herramientas conceptuales y procedimentales sobre
la probabilidad, que les sirvieron para resolver la
situacion problema que se propusieron en la fase
anterior.

Tabla 6. Valoracion continua en la fase de investigacion guiada.

Valoracion continua

Desempeiios
de comprension

Criterios

Retroalimentacion

Los estudiantes desarrollaron la actividad Lo
probable y lo improbable, con la que se pre-
tendia que pudieran asignar probabilidades a
distintos eventos. Con esta actividad los estu-
diantes exploraron la concepcion subjetivista de
la probabilidad.

Desarrollo de la actividad con
claridad y de forma completa.

Informal: Los estudiantes y el
docente socializaron sus ideas y
llegaron a acuerdos.

Con la actividad experimental ;Como se
comporta el azar?, los estudiantes exploraron
sus ideas sobre el azar y las reglas que este
sigue, a la vez que se introdujeron en las con-
cepciones frecuencialista y clasica de la proba-
bilidad.

Desarrollo de la actividad de
forma completa y participacion
en su socializacion con aportes
argumentales.

Informal: Discusiones de los estu-
diantes mediada por el docente.

Con la actividad Algunos juegos de azar, los
estudiantes exploraron el campo desde donde
surgid la probabilidad. Fueron abordando al-
gunos axiomas, definiciones y teoremas de la
teoria axiomatica de la probabilidad, a la vez

Desarrollo de toda la actividad y
aplicacion correcta de la defini-
cion clasica de la probabilidad y
de los axiomas y teoremas cons-
truidos mediante la actividad.

Informal: Los estudiantes y el
docente discutieron las soluciones
dadas a las distintas situaciones
propuestas y su validez o no.

que siguieron aplicando la definicion clasica de
probabilidad.

Fase del proyecto final de sintesis

En la tabla 7 se describen los desempefios de
comprension correspondientes a la fase del proyec-
to final de sintesis, con su respectiva valoracion, te-
niendo en cuenta los criterios y el proceso de retroa-
limentacion.

En esta fase los estudiantes mostraron de distintas
formas la manera como comprenden el concepto de
probabilidad.

Este apartado sobre valoracion continua y evalua-
cion final permite visualizar, de una manera sintética,
el proceso seguido con los estudiantes para compren-
der el concepto de probabilidad, por lo que ofrece un
posible camino para los docentes en la construccion
de sus practicas de aula.
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Discusion y conclusiones

La utilizacion de unidades curriculares, como la que
se presenta en este articulo, implica varias acciones por
parte de los docentes y de los estudiantes. Por parte del
docente, requiere la elaboracion de practicas de aula
en las que el estudiante construya conceptos, proponga
procedimientos y haga relaciones de éstos con situacio-
nes de su entorno, experimentando, conjeturando, con-
sultando en distintas fuentes y discutiendo. Ademas,
implica un acompafiamiento continuo y personalizado
del proceso de aprendizaje del estudiante, haciendo la
retroalimentacion de cada actividad o desempeiio que
este realice. En el caso del concepto de probabilidad
fue de gran utilidad el uso de las simulaciones y las
situaciones de contexto real, lo cual esta acorde a algu-
nas de las estrategias propuestas en las investigaciones
actuales sobre la ensefianza de la probabilidad.
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Tabla 7. Valoracion continua en la fase del proyecto final de sintesis

Desempeiios
de comprension

Valoracion continua

Criterios

Retroalimentacion

Exposicion del problema elegido al
inicio del curso y de la solucién o
soluciones encontradas.

Contenido: Utiliza los conceptos estudiados
apoyandose en ellos para la argumentacion y
validacion de la solucion dada a su problema
de aplicacion.

Meétodos: Propone creativamente estrategias
para solucionar el problema seleccionado.

Propésitos: Logra relacionar eficientemente
los conceptos aprendidos con la situacion de
la vida diaria elegida para abordar durante el
periodo.

Formas de comunicacion: El material elabo-
rado es creativo. Posee dominio del lenguaje
relacionado con el concepto de probabilidad.
Facilidad para comunicarse entre los integran-
tes del equipo y para comunicar sus ideas a
sus compafieros y al docente.

Formal: Los estudiantes y el docente
valoraron las exposiciones de sus
compafieros con una matriz que con-
tiene los criterios de valoracion de
acuerdo con las cuatro dimensiones
de la EpC.

Entrega del portafolio de actividades
de los estudiantes.

Contenido: Guias de las actividades desarro-
lladas, pruebas escritas, diarios de campo,
mapas conceptuales, planteamiento y solucion
del problema de aplicacion.

Formal: El docente hizo comentarios
por escrito de las fortalezas y debili-
dades de los portafolios construidos.

Desarrollo de una prueba escrita que
contiene una serie de situaciones
problema acerca de la probabilidad.

Solucion creativa de los distintos problemas,
argumentando con base en la teoria estudiada
sobre el concepto de probabilidad.

Formal: El docente revisoé la solu-
cion de las situaciones problema y
escribid los comentarios pertinentes.

Por otro lado, cada actividad que se realice debe
tener unos criterios de evaluacion para que los proce-
sos de retroalimentacion ayuden al estudiante a avan-
zar en su comprension del concepto de probabilidad.

El concepto de probabilidad es fundamental en
la formacion del pensamiento aleatorio en los estu-
diantes de educacidén media. Por lo tanto, el diseno de
experiencias de aprendizaje que favorezcan su com-
prension les daré la oportunidad de comprender otros
conceptos, como el teorema de Bayes y las distribu-
ciones de probabilidad, por citar algunos ejemplos.
Ademas, les beneficiara en la toma de decisiones al
resolver situaciones de su entorno, tanto en la vida es-
tudiantil como en la profesional.
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