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Kinematic Design of a 2-PRR Parallel Robot

Diseno Cinematico de un Robot Paralelo 2-PRR
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Abstract— In civil construction Abstract— This paper
presents a dimensional synthesis for a 2-PRR planar parallel
robot with a structural plane of symmetry. This robot can
achieve the translation of the moving platform without changing
the orientation, being useful for applications that require
controlled positions with high rigidity. Because the performance
of parallel robots is highly sensitive to their geometric
parameters, many methodologies to state the dimensional
synthesis has been developed. We used the method of Parameter -
Finiteness Normalization Method (PFNM) to state the
dimensional synthesis using Global Condition Index (GCI) and
workspace (w,) design atlases. For the two, GCI and w,, designed
atlases, it is not possible to maximize one of the indexes without
diminishing the other one, which represents a design
compromise. Also, we remark singular configurations that are
coming from specific geometry or limit positions. The complete
dimensional synthesis is also presented.

Index Terms— Dimensional synthesis, design atlas, global
condition index, parallel robot, workspace.

Resumen— Este articulo presenta una sintesis dimensional
para un robot plano paralelo 2-PRR con estructura simétrica.
Este robot posibilita la translacion de la mesa movil sin cambios
en la orientaciéon, lo cual resulta uatil en aplicaciones que
requieren posiciones controladas con alta rigidez. Debido a la alta
sensibilidad que tienen estos robots con respecto a los cambios
geométricos, muchas metodologias han sido desarrolladas para
establecer la sintesis dimensional. En este trabajo se usd el
Método de Normalizacién de Parametros Finitos (PFNM) para
establecer las dimensiones usando dos atlas de disefio, para el
indice Globales de Condicién (GCI), y para el espacio de trabajo
(w,). Se muestra que, para los dos atlas de disefio, GCl y wy, no
es posible maximizar uno de los indices sin disminuir el otro, lo
gue representa un compromiso de disefio. Igualmente, se resaltan
configuraciones singulares que vienen de geometrias especificas o
de posiciones limite. La sintesis dimensional completa del 2-PRR
es también presentada.

Este manuscrito fue enviado el 15 de mayo del 2020 y fue aceptado el 26
de septiembre del 2020.

Este trabajo fue parcialmente financiado por el programa de 40 000
primeros empleos de la Republica de Colombia (administrado por CONFA)
que financi6 a la Joven Investigadora Mariline Delgado por un afio, a partir de
septiembre de 2018.

S. Durango, M. Delgado, y C. Alvarez son integrantes del Grupo Disefio
Mecénico y Desarrollo Industrial de la Universidad Auténoma de Manizales,
Colombia (e-mail: sebastiandi@autonoma.edu.co,
catalina08delgado@gmail.com, dekinov@autonoma.edu.co)

R. Florez es integrante del Grupo Automética de la Universidad Autbnoma
de Manizales, Colombia (e-mail: rubenfh@autonoma.edu.co).

M. Florez es Estudiante de la Maestria en Sistemas Automaticos de
Produccion de la Universidad Tecnol6gica de Pereira, Colombia (e-mail:
florez244@gmail.com)

P
M. C. Delgado-Martinez"

; C.A. AIvarez—Vargas”:b ; R. D. Florez-

Palabras claves— Atlas de disefio, espacio de trabajo, indice
global de condicion, robot paralelo, sintesis dimensional.

. INTRODUCCION

OS robots paralelos han logrado reconocimiento en

aplicaciones industriales debido a ventajas como conexion
directa de la base a la plataforma mdvil, soporte de cargas
elevadas, alta rigidez en su espacio de trabajo y capacidad de
realizar movimientos rapidos y precisos [1].

El rendimiento de los robots paralelos es sensible a sus
pardmetros geométricos, entonces para lograr un desempefio
requerido se seleccionan las dimensiones de un espacio de
disefio [2][3][4][5].

La sintesis dimensional se sirve de optimizaciones, donde
los requerimientos de disefio se traducen en funciones objetivo
evaluadas en el espacio de disefio [6], como es el caso del
robot paralelo plano 5R que se ha dimensionado usando
algoritmos genéticos para optimizar el espacio de trabajo y la
destreza del robot [7]. Los indices de desempefio también
sirven en la sintesis topoldgica, donde se comparan robots
paralelos evaluando indices relacionados con velocidad,
capacidad de carga y rigidez [8]. Estas metodologias tienen en
comin una demanda computacional alta para evaluar los
indices en el espacio de disefio y dificultades para expresar los
resultados de manera que sean cdmodos de interpretar.

Como alternativa Liu y Wang [9] han desarrollado un
método de normalizacion de pardmetros finitos (PFNM) que
es Util en el disefio de algunos robots paralelos planos. Este
método se basa en la construccion de atlas de disefio a partir
de las relaciones entre parametros acotados y normalizados
(r;) vy el indice de rendimiento a evaluar. Para lograr una
herramienta grafica se reduce la dimensionalidad del espacio
de disefio a uno de dos coordenadas (s,t), en el cual se
representan los indices de rendimiento, por ejemplo como
mapas de colores [10]. La normalizacion de los pardmetros
geométricos permite representar el universo de robots de
diferentes escalas en un espacio acotado de disefio. Una vez
determinado un conjunto de parametros normalizados
(adimensionales) Optimos, entonces es posible volver al
espacio dimensional a través de un factor de normalizacion D,
el cual es el promedio de los pardmetros geométricos del
mecanismo [11].

La sintesis dimensional usa modelos cinematicos para
evaluar un desempefio requerido, por ejemplo, un nimero de
condicidn, en un espacio de trabajo (W). Para el espacio de
trabajo también se analizan sus singularidades. Respecto a los
desempefios uno habitual es el indice local de condicién
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(LCI), definido en [0, 1], y que estima la razén entre las
capacidades de cambio en las direcciones de movimiento de la
plataforma movil. Para el LCl valores cercanos a 1
representan comportamientos cercanamente  isotropicos,
mientras valores cercanos a cero representan la vecindad con
una singularidad [12]. Para representar de manera general el
espacio de trabajo se ha desarrollado el indice global de
condicion (GCI) [13] que integra el LCI en un espacio de
trabajo.

2r3

Fig 1, mecanismo paralelo plano 2-PRR.

A continuacion se presenta el disefio cinemético de un robot
2-PRR, que es uno paralelo plano que logra la traslacion de la
mesa movil sin cambio en la orientacion [14]. Las
coordenadas generalizadas se asocian a dos juntas prismaticas
paralelas conectadas a la base. El robot tiene aplicaciéon en
operaciones de posicionamiento en un plano y puede
combinarse con otros sistemas para posicionar en el espacio.
La estructura, representada por un conjunto de tres parametros
geométricos (ry,73,73), Se presenta en la Fig.1l. El disefio
cinematico consiste en definir el conjunto de pardmetros para
un desempefio requerido, por ejemplo, el tamafio del espacio
de trabajo W, o el GCI. Con respecto a otros trabajos [14][15]
se ha redefinido W como un segmento perpendicular a la
direccion de los pares prismaticos, desacoplando la direccion
paralela que ahora solo determina la longitud de los
actuadores. El proceso de disefio se ha desarrollado
graficamente al mapear el espacio de disefio {r;, 1, 13} a uno
ortogonal {s,t} y representado los indices de desempefio
como mapas de colores [13] .

La estructura del documento es: la seccién 2 describe y
modela la cinemética del robot 2-PRR y presenta los
fundamentos de la sintesis dimensional. La seccion 3 presenta
los atlas de disefio w;, y GCI y muestra su uso en un disefio.
Las conclusiones se presentan en la seccion 4.

Il. PROBLEMA GEOMETRICO

A. Descripcion topoldgica del robot 2-PRR

El robot paralelo plano con estructura 2-PRR, presentado en
la Fig.1, estd compuesto por un bastidor tipo portico, una
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plataforma movil, dos extremidades, y dos actuadores lineales
conectados a la base. La mesa mévil se conecta mediante dos
extremidades P, B; y P,B, formadas por eslabones binarios y
pares de rotacion. Una de las extremidades tiene una
estructura de paralelogramo para restringir el movimiento de
la mesa exclusivamente a una traslacion. Los pares activos B,
y B, son accionados sobre las columnas C; y C,
respectivamente. Para modelar el sistema se requieren tres
parametros: r; es la longitud de las extremidades, r, es la
semilongitud de la plataforma mévil, y r; denota la
semidistancia entre las dos columnas. O'x’y’ es el marco de
referencia y Oxy es un marco de coordenadas movil solidario
con la mesa.

B. Problema geométrico inverso

Dada la posicion [x  ¥]T de la mesa movil, se requiere el
vector de variables de las juntas activas [Y1  ¥2]7. Se define
el vector posicién del punto O respecto al marco de referencia
fijo:

Py = [x y]T- 1)

El vector rp;, con i = 1,2, describe la posicion de las

juntas rotacionales P; y P, y se define en el sistema movil
como:

rpy = [~ 0], Trp, = [, O], (2)

el vector P; describe la posicion de las juntas rotacionales
P, y P, con respecto al marco fijo y puede ser expresado
como:

Pi:P0+rPil (l=1,2) (3)

El vector rg; con i =1,2, es el vector posicion de los

actuadores lineales B; y B, con respecto al marco moévil y se
desarrolla como:
ni’, y2]". (4)

rBl = [_T3 rBZ = [Tg

El sistema queda definido por la restriccion geométrica:

lre,—rell=m @(=12). (5)

El problema geométrico inverso tiene cuatro soluciones de
acuerdo con la ecuacion (5) y segun se plantea en [14] y [16].
Para la configuracion del mecanismo mostrada en la Fig.1 se
define la solucién:

yi=y+ \/712_(35_7”2 +13)%. (6)

yi=y+ \/T12_(X+T2 +13)2. (7

1) Problema geométrico directo

Para el problema directo el vector de variables de las juntas
activas [Y1 ¥2]7 es conocido, entonces el problema es
determinar la posicion [x Y] de la plataforma mévil de
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acuerdo con el marco de referencia.
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Fig.2, esquema para el problema geométrico inverso.

El punto P en la Fig.2 representa la contraccion de la mesa
mévil. El marco de referencia movil Oxy coincide con el punto
P. Se definen los angulos 6; y 0,, cuyos valores estan
asociados a la posicion de la plataforma movil. A
continuacion, se desarrolla el modelo directo [16]:

U=y1-Yy2 (8)
V=2(r; —ry). 9)

Se plantea la restriccion geométrica:
—1;sin@; — U = —r; sin6,, (10)
11)

-1y cos8; +V =1 cosb,.

La siguiente expresién se obtiene elevando al cuadrado y
sumando (10) y (11):

kysin6; + k, cos 0; = ks, (12)
donde:

ky = 2Ury,

k, = —2Vr, (13)

ks =—(U?+V?).

La referencia [17] propone una solucién para una ecuacion
de la forma k, sin 8 + k, cos 8 = ks como:
6, = atan2(ky, k;) + atan2 (kI + k3 — k2 ks ). (14)
Donde atan2 es la funcion arco tangente de dos argumentos

que regresa el valor del angulo en los cuatro cuadrantes. La
posicion de la plataforma movil es ahora:

X =-r3+1,050; +1,, (15)

y=y; +1r;5inb,. (16)

C. Analisis de Singularidades

Una limitacion importante de los mecanismos paralelos es
que las singularidades pueden existir dentro del espacio de
trabajo, en ocasiones reduciéndolo de manera importante.
Debido a esto, es necesario desarrollar un modelo para las
singularidades como insumo fundamental del disefio
cinematico. Las variables de las juntas activas se agrupan en el
vector q = [Y1  ¥2]7 y la posicidn de la plataforma movil se
define por el vector x =[x ¥]7. Asi las restricciones
cinematicas impuestas por los eslabones pueden ser descritas
mediante la funcién:

[tV -G

F . . (17)
Y=Y, +rit = (x+1,—13)
El modelo diferencial esté definido por [18] como:
Jqd = JxX, (18)
donde, para el robot 2-PRR,
—(x =7 +713) y_Y1]
= , 19
Jx [—(x+r2+r3) Y=Y (19)
y=-y1 0 ]
= ) 20
Ja [ 0 Y=Y (20)
Se define la matriz Jacobiana del mecanismo | = ]gljx:
rzy—_r;—x 1
/= r3—r21x 1| (21)
y=y2

Las singularidades de la cinematica directa, Fig.3(a), e
inversa, Fig.3(b), ocurren cuando det(/,), det(J;), 0 ambos,
son iguales a cero.

En el caso del robot 2-PRR el det(J,) = 0 ocurre cuando
s+x=r, 0 r,+x=r;. Esta singularidad se presenta
cuando la extremidad del lado izquierdo es paralela a la
extremidad del lado derecho, como se muestra en la Fig.3(a).

El det(J;) =0 ocurre cuando y=y; 0 y=y,. Esta
singularidad se presenta cuando una de las extremidades es
paralela al eje x, como se muestra en la Fig.3(b).

El tipo de singularidad que se muestra en la Fig.3(b),
implica que no es posible determinar cual serd el modo de
ensamble que asumird el robot, pues la extremidad que esta
alineada con el eje x se inestabiliza. Por lo tanto, la
configuracion limite del mecanismo se define por dicha
singularidad.
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2r3 2r3

Fia. 3. sinqularidades del robot 2-PRR simétrico.

D. Sintesis dimensional

Los tres pardmetros normalizados, acotados vy
adimensionales (ry,1,,73) que definen la geometria del robot
2-PRR tienen su equivalente dimensional en los parametros
(R4, R,, R3). Larazon entre los pardmetroses D = (R; + R, +

R3)/3.

1) Espacio de trabajo w,

El espacio de trabajo se define como el segmento entre las
singularidades, del tipo presentado en la Fig.3(b), en la
direccion perpendicular a la linea de accion de los pares
activos. Esta definicién difiere de la presentada por [14],
representando a w, como un segmento en lugar de un éarea, y
correspondiendo con la distribucion de los desempefios que
solo es funcién de la posicién x de la plataforma mévil (esto se
verifica, por ejemplo, por la matriz J que es independiente de
la variable y). La direccion paralela a la linea de accién de los
pares activos define, exclusivamente, la longitud de los
actuadores. Para el anlisis de los desempefios en el espacio de
trabajo también es posible tomar ventaja de la simetria con
respecto al eje y’. El espacio de trabajo se ilustra como una
reticula en la Fig.4.

Dadas la simetria y la independencia de los desempefios con
respecto a la posicion y de la plataforma movil, los mapas
locales de los desempefios se pueden construir exclusivamente
para un rango en la direccion x que corresponda con el
semisegmento de w;. Se presentan dos casos:

(22)

We=13+1 —T1, Si 1p,>r135,

Si 13>, (23)

Wy =1 +1,—13

2r3

Fig. 4, espacio de trabajo de un robot 2-PRR.

2) Indice Global de Condicion

El nimero de condicion k; de la matriz Jacobiana es una

medida de la controlabilidad del mecanismo.
g1

k'= ) k]21,

;=2 (24)
donde g, y o, son el maximo y el minimo valores singulares
de J. El reciproco 1/k; del nimero de condicion es el LCI,
donde LCI € [0 1]. Para evaluar el rendimiento global del
mecanismo en un espacio de trabajo, por ejemplo en wy, se
usa el indice global de condicién GCI [5]:

1
kj(mn)y

GCI = —

- m %:1 Z’II}I,I:].

(25)

donde M es el nimero de nodos en los que se ha dividido el
eje x y N es el nimero de nodos en los que se ha dividido el
eje y del espacio de trabajo w,. Para el robot 2-PRR se ha
asumido N = 1.

3) Espacio de disefio del robot 2-PRR

Para disefiar usando el PFNM se normalizan los pardmetros
del mecanismo de acuerdo con la razon D, entonces r; =
R;/D, (i =1,2,3). Esta normalizacion implica que:

£t + 15 + B3 = 3. (26)
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Ademas, los pardmetros r; y r, no pueden ser nulos y el
ensamble del mecanismo noesviablesir; <r +r,ynrn <
r; + 3. Por lo tanto, los pardmetros se acotan:
0<n<3,0<mn1r<1,5. (27)
Basado en las ecuaciones (26) y (27) se puede establecer un

espacio de disefio como el que se muestra en la Fig.5, donde el
paralelogramo ABCD esta definido por los valores limite de 7y,

Ty y 13 [11].

rl
Fig. 5, espacio de disefio para un robot 2-PRR.

Wl

En la Fig.6 el espacio de disefio se ha mapeado a uno de dos
variables independientes s y t, lo que permite expresar los
indices de desempefio w, y GCI mediante mapas de colores o
alternativamente mediante superficies. Esta representacion
facilita el proceso de disefio reduciendo la optimizacion a un
procedimiento que puede ser incluso grafico. La funcion del
mapeo esta dada por [11]:

_ 211

;
s=Z+2 t=T3

N (28)

ri=r2

Fig. 6, proyeccion del espacio de disefio de un robot 2-PRR.

I1l. RESULTADOS

A. Atlas del espacio de trabajo tedrico

Los rendimientos estdn basados en el espacio de trabajo
tedrico, ecuaciones (22) y (23). En la Fig.7, el espacio de
trabajo estd determinado por el recorrido de la plataforma
mdvil, justo antes de que cualquiera de las extremidades se
alinee con el eje x. En otras palabras, en los extremos de w; el
robot podria alcanzar una singularidad. Para evitar esto el atlas
de la Fig.7 registra valores de w, para el 90% del recorrido de
la plataforma movil. El atlas representa el universo de robots
independiente de su escala.

E spacio de trabajo, Wt

0.5

25 3

-
=
S

I

Fig. 7, atlas del espacio de trabajo

El atlas del espacio de trabajo registra que las regiones para
las cuales w; es mayor corresponden con valores altos de s y
pequefios de t.

B. Atlas del indice global de condicion

La Fig.8 registra un mapeo del GCI, el cual indica, de
manera general, la controlabilidad del robot en su espacio de
trabajo.

La comparacion de la Fig. 7 y Fig.8 muestra que no es
posible maximizar uno de los indices de rendimiento sin
disminuir el otro.

indice de Condicion Glabal, «

Fig. 8, atlas del indice de condicién global

C. Region de disefio

De las Fig.7 y Fig.8 se puede determinar el tamafio del
espacio de trabajo para un desempefio requerido de un robot 2-
PRR adimensional. El coeficiente de normalizacion queda
determinado por la razon D = Wiw,, lo que determina el
conjunto dimensional R; = Dr;,i = 1,2,3. En este caso la
sintesis dimensional es un compromiso entre el GCI y el
tamafio del espacio de trabajo. Para obtener un mecanismo con
proporciones adecuadas entre sus pardmetros y con una
isotropia aceptable en su espacio de trabajo se propone, de
manera general, disefiar en las regiones w, > 0,5y GCI > 0,4.

Como ejemplo se requiere dimensionar un robot con un
recorrido de 20 cm para la plataforma movil. Graficamente se
elige una coordenada en los mapas correspondiendo con un
GCI requerido y un w; aceptable. Para esta labor se pueden

376
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acotar los mapas segun los requerimientos, como en el caso de
la Fig.9 y Fig.10. Para este ejemplo se asumieron las
coordenadas (t, s, GCD)=(25 1,2, 06). Los
pardmetros adimensionales correspondientes, de acuerdo con
las ecuaciones (26) y (28), fueron r, = 1,57, 1, = 0,23 yry =
1,2, con un espacio de trabajo w, = 0,55. Dado que 3 > 13,
de la ecuacion (23) se tiene:

W = Rl + Rz - R3. (29)
Entonces la ecuacion (29) se puede expresar como:
W = D(T1 + rz - T3). (30)

Obteniendo el factor de normalizacion D = 16,502, que
lleva a las dimensiones R, = 25,96 cm, R, = 3,80 cm, R; =
19,75 cm.

15
1
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R 08 g
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s 2 + Ty
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Fig. 9, espacio acotado de disefio para el espacio de trabajo. w, > 0,5y
GCI > 0,4.
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Fig. 10, Espacio acotado de disefio para GCIl. w, > 0,5y GCI > 0,4

IV. CONCLUSIONES

Se presenta la sintesis dimensional de un robot paralelo
plano simétrico 2-PRR. Para desarrollar el espacio de disefio
se implementd una normalizacion del conjunto de parametros
geométricos de manera que el universo de los robots,
independiente de su escala, quede representado en funcién de
dos parametros [9]. Como criterios de disefio se usaron el
tamafio del espacio de trabajo y el indice global de condicion.

El espacio de trabajo se defini6 teniendo en cuenta la
independencia de los indices de desempefio con respecto al
desplazamiento de la mesa mavil en la direccion paralela a las
juntas activas. En consecuencia, el espacio ahora es un
segmento w, perpendicular a la direccién de las juntas activas
y limitado por las singularidades del robot. El recorrido
requerido por la mesa movil en la direccién paralela a las
juntas activas determina, exclusivamente, la longitud de los
actuadores.

El proceso de seleccion de parametros se simplificé
asumiendo una proyeccion del espacio de disefio a uno
ortogonal [11], lo que permite representar los indices de
desempefio como mapas (atlas) de colores o superficies. Los
atlas para el espacio de trabajo e indice global de condicion se
registran en la Fig.7 y Fig.8. La seleccion de un conjunto de
pardmetros es un compromiso entre un desempefio requerido,
por ejemplo, para el indice global de condicion, y el tamafio
del espacio de trabajo. Para resolver este compromiso es
posible acotar los atlas en regiones que cumplan
simultaneamente dos requerimientos, por ejemplo, las
regiones destacadas en la Fig.9 y Fig.10. El dimensionamiento
esta determinado por la razon entre los espacios de trabajo
requerido y adimensional.

La proyeccion ortogonal elegida registra las singularidades,
condiciones de ensamble y otras relaciones geométricas como
lineas, segln se presenta en la Fig.6. Se destaca r; = r,, que
corresponde con la igualdad de la longitud de la mesa movil
con la semilongitud entre las direcciones de las juntas activas,
lo que configura un mecanismo paralelogramo de cuatro
barras, ganando el sistema un grado de libertad (singularidad)
sin importar la posicién de las juntas activas, en consecuencia
GCI = 0 para este segmento.

La alineacién de una extremidad con la mesa mévil implica
que el movimiento de la extremidad se indetermina. Esta
singularidad es facilmente controlable limitando el espacio de
trabajo a una fraccion de su valor teérico.
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