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RESUMEN: El presente articulo analiza la estabilidad espacial y temporal de una solucion numérica de la ecuacion
de difusion-adveccion, a través del método de Petrov-Galerkin en contracorriente (SUPG), junto con una
discretizacion temporal Backward-Euler. En la primera parte del articulo se plantean los conceptos fundamentales de
la técnica de estabilizacion espacial SUPG para dos dimensiones y posteriormente se presentan las consideraciones
empleadas para la discretizacion temporal. A continuacion se trata la metodologia y las expresiones necesarias para
la implementacion computacional del método. Se analizan dos casos de estudio en los cuales se compara la
estabilidad espacial y temporal de la solucion implementada, con la obtenida por medio de la aproximacion
convencional Bubnov-Galerkin. Se emplea el error en norma de energia para analizar la estabilidad de las
aproximaciones obtenidas. Videos y graficas adicionales de los problemas presentados en este articulo pueden ser
descargados de www.gnum.unal.edu.co
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ABSTRACT: This article analyzes the space and temporal stability of a numerical solution of the diffusion-
advection equation through the streamline upwind Petrov-Galerkin Method (SUPG), along with a Backward-Euler
temporal discretization. In the first part the fundamental concepts of the SUPG technique for space stabilization in
two dimensions, and the temporal discretization considerations are presented. Next the methodology and necessary
expressions for computer implementation of the method are treated. Two cases of study are developed in which the
space and temporal stability of the implemented solution are compared with those obtained by means of the
conventional Bubnov-Galerkin approach. The error in the energy norm is used to analyze the stability of the obtained
results. Videos and additional graphs of the problems in this article can be downloaded from www.gnum.unal.edu.co.
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1. INTRODUCCION

Aunque la formulacion convencional de elementos
finitos, 0 método de Bubnov-Galerkin, resulta util y
adecuada para el tratamiento de muchos problemas
de la ingenieria, especialmente en el campo de la
mecanica de solidos, presenta problemas de
estabilidad en la aproximacion alcanzada cuando en
la ecuacion diferencial aparecen operadores no
autoadjuntos, tal como el término advectivo en la
ecuacion (1).

%_V-(k(x)f7¢)+ a0 Ve=fx (1

En esta ultima expresion, denominada ecuacion de
difusién-adveccion, ¢(x) es la funcion de campo
escalar a encontrar, k(x)>0 es el coeficiente
difusivo, @(x) es el campo de velocidad asociado al
proceso advectivo y (%) es la funcion de
generacion.

Este término advectivo, bajo la formulacion
convencional (Bubnov-Galerkin), tiene un efecto
desestabilizador de la matriz de rigidez,
introduciendo asimetria en la misma y produciendo
oscilaciones falsas en la aproximacion alcanzada, tal
como se muestra en la Figura 1 para un problema
unidimensional.
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Figura 1. Falsas oscilaciones mostradas por la
aproximacion alcanzada con el método Bubnov-Galerkin
Figure 1. Spurious oscillations showed in Bubnov-
Galerkin approximation method

La eliminacion de estas oscilaciones o estabilizacion
de la solucion, se logra regresando el caracter
simétrico a la matriz de rigidez, lo cual puede ser
logrado empleando diversos métodos, entre los
cuales se puede citar el método de las lineas de
caracteristicas [1], el método de calculo finito [2],
los métodos de fraccionamiento [3-4], el método de
minimos cuadrados de Galerkin[5]y el método

Petrov-Galerkin de contracorriente
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin, SUPG)

[6].

El SUPG se basa en la modificacion de las
funciones de ponderacion, de manera que se
otorgue mayor peso a la informacion de los
nodos ubicados aguas arriba, por encima de
los nodos ubicados aguas abajo, lo que es
equivalente a emplear un método de
diferencias finitas descentradas [7].

El presente articulo analiza la estabilidad
espacial y temporal de la solucién a la
ecuacion (1), empleando la técnica SUPG
para la solucién espacial y el método
Backward-Euler en la dimension temporal.
En la primer parte del texto se exponen los
fundamentos de la técnica SUPG para
problemas bidimensionales, y posteriormente
se presentan las consideraciones asociadas
con la discretizacion temporal. Se presentan
dos ejemplos de adveccion dominante y se
analiza la estabilidad de la aproximacion
alcanzada en cada uno de ellos para
diferentes mallas.

2. EL METODO SUPG
UNIDIMENSIONAL

En  problemas  unidimensionales la
estabilizacion con el método de Petrov-
Galerkin puede ser alcanzada adicionando un
término perturbador a la funcion de peso
estandar (W), tal como se muestra en (2) [7]:

W= w2 )
! f2 dx

donde 4 es el tamafio caracteristico del

elemento y « es un parametro de

perturbacion positivo calculado con (3) [8-

10].
1 1_1] 3)
P P

el el

a= min( Cotlﬂz

En esta ultima expresion, en la cual P es el

numero adimensional de Peclet definido
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como p :‘ﬂ‘%k, se observa que la funcion de peso

solo debe ser perturbada si P2 >1. En otras palabras,
para valores inferiores en el nimero de Peclet la
formulacion SUPG lleva al planteamiento
convencional de Bubnov-Galerkin. El término
adicionado a la funciéon de peso original en (2)
modifica las funciones de ponderacion W y w;, tal
como lo muestra la Figura 2, reduciendo el area bajo
la curva de la funcion de peso 1/, al mismo tiempo

que se aumenta el valor de la integral de w; a lo

largo del elemento. Esta modificacién sobre W,
logra sobrestimar el valor de los coeficientes K,
por encima de los coeficientes K, , en la ecuacion

de ensamble (4) de un nodo interno 7, la cual es
obtenida a partir del sistema de ecuaciones (5).

Kp, + (]<161+1 + K5, + ]<12+1¢1'+1 =f @

1

K, K, 0 o o [a] [£

0 Ky KutKY KD 0 llg =] 1

o o o & k4] L1

Para el anterior sistema de ecuaciones, los términos
de la matriz de rigidez [K] de un elemento e,

calculados de acuerdo con el método SUPG
unidimensional, estan definidos por medio de la
expresion (6) [7].

dW , dN, dn,
K]em :J;kadX dX‘i‘-[ I/I]}UE dx (6)

En esta ultima expresion N son funciones de forma

empleadas en una aproximacion por tramos
convencional, como la planteada en (7).

¢€ :§Wm (7)

De forma anéloga, los términos del vector [ f] para
un elemento e se definen de acuerdo con (8) [7].

1= W R9ds

El uso de las expresiones (6) y (8), en la ecuacion
(4), permite llegar a la ecuacion de ensamble
estabilizada (9).

(8)
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Figura 2. Funciones de peso originales (arriba) y
modificadas con la expresion (1) (abajo)
Figure 2. Original weight functions (above) and
modified weight functions with expression (1)
(bottom)

1+ P+ D)., + 21+ Po)g,

1+ P14, =[Z r 9

La formulacion del problema unidimensional
resulta en extremo valiosa para el analisis de
la correccion impuesta por el método SUPG.
Sin embargo, el planteamiento de esta técnica
en problemas en dos o tres dimensiones
requiere algunas consideraciones adicionales.

3. EL METODO SUPG EN DOS
DIMENSIONES

Se puede verificar facilmente como la
ecuacion de ensamble unidimensional (9),
alcanzada con la estabilizacion SUPG, puede
ser construida de otra forma, partiendo de un
planteamiento Bubnov-Galerkin y
aumentando artificialmente el término
difusivo, tal como se plantea en (10) [7].
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d dg dp 10
- [(k k)dx} i = fix) (10)

donde f es el término difusivo incluido para

estabilizar la solucion y el cual se define como
k, =%aub~ Esta interpretacion del método SUPG,

resulta especialmente util para la generalizacion de
la técnica a problemas en dos o tres dimensiones. De
esta forma, asi como en  problemas
unidimensionales, la modificacion de las funciones
de peso es equivalente a adicionar un término
difusivo adicional que actua en la direccion del
flujo, para problemas con una o dos dimensiones
adicionales, se debe garantizar que el efecto de la
difusion artificial actie contrarrestando el efecto
advectivo, el cual solo opera en la direccion de la
velocidad .

De acuerdo con este planteamiento, una
perturbacion sobre la funcion de forma, como la
escrita en la ecuacion (11), solo logra estabilizar el
efecto advectivo en la direccion x. De forma
analoga se podria perturbar la funcion de
ponderacion para estabilizar la adveccion en la
direccion y, como se muestra en (12).

W= SO Dy @hOW(12)
ox 2 oy

De esta forma, para lograr estabilizar la solucion en
la direcciéon de una velocidad bidimensional, se
requiere ponderar las perturbaciones planteadas en
(11) y (12), tal como se muestra en (13) [11-12].

() o

donde u, y u, son las componentes de la velocidad

ey

en las direcciones globales x-—y, y aes el
coeficiente de perturbacion calculado de acuerdo
con (3), empleando el valor de la norma de la
velocidad y una dimension caracteristica 4 como la
mostrada en la Figura 3.

Figura 3. Linea de corriente al interior de un
elemento bidimensional
Figure 3. Streamline inside a bidimensional
element

Tomando la expresion (1) y aplicando el
método de los residuos ponderados se obtiene
la expresion (14).

[WVavg)+a-Vg- faa=0 (14)

Al aplicar el teorema de Green sobre la
anterior ecuacion se logra llegar a la forma
debilitada de la ecuacion de residuos
ponderados (15).

IWW-N¢0!2+IWHV¢GQ
Q Q (15)
:IWfa!!+IWkén~V¢dF

donde e, es el vector normal al borde de
flujo o borde de Neumman. Empleando ahora
aproximaciones por tramos del tipo
¢°=> N4, asi como la funcion de peso

modificada (13), se llega al sistema de
ecuaciones mostrado en (16)

(& Je [ ] [p,) = L)+ 2] a6)

en donde [g]° es el vector de valores nodales

del elemento, en tanto que los demas
términos se definen de acuerdo con (17),

(18), (19) y (20).
II{aN ON,,  ON, 8]\/,,]}
ox 8X dy oy (17)

Ny, e
+I ox TN,




Dyna 162, 2010

B 2 2
[k]= [ u{a N, ONy 9 Nﬂc@

a2u| Lo ox 0wy
B 2 2

+Iaik y(a N, 0N, &N, aNmHOQ
a2 |
QCZM |~ Ox Ox
J etk uxuy(aNz oN, N, aNmHaQ
o 2u |

J'Lbk u;aNfaNm}aQ

QCZM | Oy oy

J-abl(_aux ON, dN, 0u, N, aNm}

0x0y 0x 0y Oy

0x Oy Oy Ox

+ [
e 2‘14 | Ox Ox Ox Ox Oy Ox
J-abl(_aux ON, 6N, du, oN, aNm}

+ [
902‘14_6)/ 0x Oy Oy Oy 0oy

(18)

[A= [N, 2 (19)
_rah [ 0N, 0N, 20
(- [ 2 {0 Ben D @O

En las expresiones (17) a (20), /=m=1,2,3,4 para
un elemento cuadrilatero lineal.

4. DISCRETIZACION TEMPORAL

Para incorporar la dimension temporal al problema
de la ecuacion de difusion-adveccion planteado
previamente, se emplea una discretizacion temporal
del tipo [13]:

1 n+l n — n+1
L g)=olv- ) -a-verd )
+(1-0)V- W) -u-Vp+ Of
de modo que para @ =0 se llega a un planteamiento

totalmente explicito y condicionalmente estable
(Forward-Euler), como la descrita en (22).

A -a-verd @)

Asi mismo, para §=1 se obtiene el planteamiento
implicito de la ecuacion (23), denominado
normalmente esquema Backward-Euler.

Mo wp-aveg” @I

363

Por ultimo, si gzé, se llega a un

planteamiento semi-implicito denominado
Crank-Nicolson y definido en la expresion
(24).

8-

A u-Vo+ Q]"+l

(24)
17—V O

Aplicando el método de los residuos
ponderados a la ecuacion (23), y una
discretizacion espacial convencional como en
(7) se obtiene la expresion (25).

*[ m]-(pz]-lpz)=~(&]+ &) ¢"H(25
+([A+[£D™

)

en esta Gltima ecuacion, la matriz [M] se

define como:
[M]= [ NN,
>

N, N,
Jal]( b +ua JN,HGQ
X

2 oy

(26)

5. EXPERIMENTACION NUMERICA

La implementacion de la solucién numérica
de los casos presentados a continuacion se
realizO  empleando el lenguaje de
programacion FORTRAN. Se definiran los
siguientes casos:

5.1 Caso 1: Movimiento convectivo de
una funcién gaussiana

Este ejemplo, desarrollado entre otros autores
por Wang [14], esta definido por la ecuacion
diferencial (27), para un dominio
Q=(-0.5,0.5)x(~0.5,0.5).

o9

ot
con £=0.0001 y un campo de velocidad
rotacional z=[-4y4x]. Las condiciones de

—kA\Gg+1-Vg=0 (27)

borde definidas para las cuatro fronteras del
problema, son condiciones de Dirichlet
homogéneas, en tanto que las condiciones
iniciales estan definidas por la expresion



364 Garzon et al

(28), con o =0.0477. La solucion analitica del
problema se plantea en la expresion (29).

(r+025)+ 7
#(x,y0)=e 7 (28)
20° 2
¢(X,y,t‘)—me (29)
en esta ultima expresion:
(x+0.25)*+7
T 20%vAkt (30)
X = xCos(4f) + ySin(41) (31)

y=—xSi(4f)+ yCos(41) (32)

Este problema se caracteriza por tener tanto zonas
de conveccion dominante, ubicadas cerca de los
bordes del problema, como zonas de difusion
dominante, ubicadas en la region cercana al centro
del dominio. Estas zonas estan definidas y no
cambian en el tiempo, dado que el coeficiente de
difusiéon y el campo de velocidades no son funcion
de esta variable.

En las Figuras 4, 5 y 6 se muestran los resultados
obtenidos en diferentes valores de tiempo, tanto con
la formulaciéon convencional (graficas del lado
izquierdo), como con la formulacion estabilizada
SUPG (graficas del lado derecho). Ambos
planteamientos se  combinaron con  una
discretizacion temporal Backward-Euler empleando
pasos de tiempo Af=0.0005 y un tiempo final
t,=05.

Para la primera malla, formada por 10000 elementos
(£=0.01, Figura 4), se obtiene un nimero maximo - ,@“\
de Peclet igual a 141, ubicado en los vértices del 04 02 0 02 04

L

e . . 04 02 0 02 04
dominio, el cual decrece linealmente a medida que X X

se esta mas cerca del centro del cuadrado,
alcanzando un valor minimo de cero en este punto.

Se observa que las dos soluciones (Bubnov y p 0 02 04 06 08 1
Petrov) son similares en cuanto a magnitud y Figura 4. Soluciones transitorias obtenidas para
desplazamiento de la funcion gaussiana. Sin el caso de estudio 1 empleando = 0.01
embargo se presentan, en la solucion Bubnov- Figure 4. Transient solutions for the case where
Galerkin, pequefias inestabilidades tal como se h£=0.01

puede esperar debido a los altos valores de Peclet
(P, >1). Estas inestabilidades se evidencian en la

irregularidad de las lineas de contorno de las
graficas de la primera columna en la Figura 4.
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aumenta el nimero de Peclet, tal como se
observa en la Figura 5 (malla con 400
elementos, A=0.05), y especialmente en la
Figura 6 (malla con 100 elementos, 2=0.1),
en donde debido a los altos valores de P,

(maximo cercano a 1400), las oscilaciones
alcanzan a tener valores comparables con la
altura de la funcion gaussiana. No obstante,
en este ultimo caso la solucion que se alcanza
empleando SUPG no exhibe oscilaciones y
aun se conservan las lineas de contorno
suaves en la grafica.

La Figura 7 muestra la variacion del error en
norma de energia a lo largo del tiempo, para
las diferentes mallas empleadas, utilizando la
solucion convencional. La Figura 8, muestra
de forma analoga, la variacion del mismo
error para la solucion estabilizada con SUPG.

04 04 02

[T T T —
‘¢> 002 04 06 08 1

g 07

Figura 5. Soluciones transitorias obtenidas para el caso B N/

. v 06 g
de estudio 1 empleando A= 0.05 g s //'\ \l/

Figure 5. Transient solutions for the case where 4=0.05 S A 4 7T
E 04 /T ] ST 17 -
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Figura 7. Variacion del error en norma de energia
a lo largo del tiempo para la solucién Bubnov-
Galerkin. Figure 7. Energy norm error variation
in time for the Bubnov-Galerkin solution
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Figura 6. Soluciones transitorias obtenidas para el caso —+—1=0.01 ---e--h=0.03 —a—1=0.05
de estudio 1 empleando A=0.1 ) —*—h=0.07 ---h0.09 k0l ’
Figure 6. Transient solutions for the case where 4=0.1 Figura 8. Variacion del error en norma de energia

a lo largo del tiempo para la solucion SUPG
Figure 8. Energy norm error variation in time for

Dichas inestabilidades crecen conforme se aumenta the SUPG solution

el tamano de los elementos, es decir a medida que se
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Como se observa en las Figuras 7 y 8, se presentan
oscilaciones en el valor del error a lo largo del
tiempo, tanto para el método de elementos finitos
convencional, como para el método estabilizado
(SUPG). Este comportamiento, que se presenta
Unicamente con las mallas mas gruesas, muestra que
la técnica Backward-Euler de discretizacion
temporal, no siempre se puede considerar
condicionalmente estable y requiere, para las
condiciones de solucion impuestas, una malla con
tamafio promedio inferior a £#=0.05 con el fin de
alcanzar una estabilidad en la dimension temporal.

5.2 Caso 2: Movimiento convectivo de un frente
de onda

El ejemplo, tomado de [15], modela la propagacion
de un frente de onda dentro de un dominio cuadrado
Q=(0,1)x(0,1). El problema esta definido por medio
de la ecuacion (27), para una constante 4= 0.01y un
campo de velocidad definido por el vector
i = [w(x,1),0( y, )], en donde:

o(r, ) = 0.1A+0.5B+ C’ con r=x y (33)
A+ B+ C
donde:

-0.05(1-0.5+4.95(£+0.3))
Anf=e k (34)

-0.25(1-0.5+0.75(#+0.3))
B(nt)=e k (35)

-0.5(n-0.375)

CnH=e * (36)

Las condiciones de borde definidas para este
ejemplo son condiciones de Neumman homogéneas,
en tanto que las condiciones iniciales estan dadas
por la ecuacion (37).

#(x, 3.0) = a(x0).w(0)  (37)

El ejemplo resulta interesante porque el campo de
velocidades asociado al término advectivo es
variable en el tiempo y en el espacio, formando una
zona predominantemente advectiva que crece, a la
vez que la zona de difusion dominante se reduce,
como se muestra en la Figura 9. Esta condicion
exige de la técnica numérica empleada una mayor
capacidad de estabilizacion tanto en la dimension
espacial, como en la temporal.

Zona de
difusién
fuerte

X
Figura 9. Distribucion de las zonas
predominantemente advectivas y difusivas para el
segundo caso de analisis
Figure 9. Advective and diffusive zone
distribution for the second case

Los resultados obtenidos en este ejemplo se
muestran en las Figuras 10, 11 y 12 para
diferentes los diferentes instantes de tiempo,
considerando  tanto la formulacion
convencional (graficas de la izquierda), como
el método SUPG (graficas de la derecha).
Ambos planteamientos se combinaron con
una discretizacion temporal Backward-Euler
empleando pasos de tiempo Af=0.0005 y un
tiempo final ¢, =0.5.

Se observa como con la malla mas fina,
formada por 10000 elementos (/4=0.01,
Figura 10), no hay diferencias significativas
en las aproximaciones alcanzadas por las dos
técnicas (Bubnov y Petrov). Esto se explica
teniendo en cuenta que el nimero de P, enla

zona de adveccion dominante, en donde se
requiere la estabilizacion, es igual a 0.75
(P.<1).

Para la segunda malla mostrada, construida
con 289 elementos (4=0.06, Figura 11), el
numero de P en la zona de adveccion

dominante se eleva a 4.5 (P >1) y se

empiezan a encontrar oscilaciones espurias
con la aproximacion convencional. Para el
mismo caso la solucion SUPG no presenta
inestabilidades y la aproximacion alcanzada
es similar a la encontrada con la malla mas
fina. Estas oscilaciones se hacen mucho mas
evidentes empleando una malla mas gruesa
h=0.1 (Figura 12). Con esta malla el
numero P es igual a 7.5 en la zona de

altamente advectiva, y se observa, para esta
zona, un incremento en la amplitud de las
oscilaciones de la aproximacion alcanzada
con el método convencional Bubnov-
Galerkin.
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t=0.125

t=0.25

t=0.50

L L L L L
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08
Y X

[ _____ TRl
¢ 0 02 04 06 0.8 1

Figura 10. Soluciones transitorias obtenidas para el caso
de estudio 2 empleando 4=0.01
Figure 10. Transient solutions for the case where
h=0.01

.
1

t=0.25

¢ 0 02 04 06 08 1

Figura 11. Soluciones transitorias obtenidas para el caso
de estudio 2 empleando A=0.06
Figure 11. Transient solutions for the second case where
h=0.06

L L
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 I
X g

[ D NNEE
$ 0 02 04 06 08 1

Figura 12. Soluciones transitorias obtenidas para
el caso de estudio 2 empleando 4= 0.1
Figure 12. Transient solutions for the second case
where 4=0.1

La Figura 13 muestra la variacion a lo largo
del tiempo del error en la norma de energia
encontrado con las diferentes mallas
empleadas con la solucion convencional. La
Figura 14, muestra de forma andloga, la
variacion del mismo error para la solucion
con SUPG.

4.5E-03 N
4.0E-03
3.5E-03 /
3.0E-03 R
2.5B-03 f \\;\
2.0E-03

1.5E-03

|

7 E 7

1.0E-03 i | =
5.0E-04 AW T ]
0 & = — &
0.00 005 0.10 0.5 020 0.25 0.30 035 0.40 0.45 0.50

Error en norma de energia

——h=0.01 ---e-- h=0.03 —*—h=0.05
—=—h=0.07 =% =i:h=0.09 —+—h=0.1

Figura 13. Variacion del error en norma de
energia a lo largo del tiempo para la solucion
Bubnov-Galerkin del caso 2
Figure 13. Energy norm error variation in time
for the Bubnov-Galerkin solution for the second
case
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caso 2
Figure 14. Energy norm error variation in time for the
SUPG solution for the second case

Se observa nuevamente en las Figuras 13 y 14, al
igual que en las Figuras 7 y 8 del ejemplo anterior,
una inestabilidad temporal asociada con el método
de discretizacion Bacward-Euler empleado. Es de
notar que independientemente del método de
discretizacion espacial utilizado (Bubnov o Petrov),
se requiere una malla con tamafio promedio inferior
a h=0.05 (dado el valor de incremento temporal
empleado ~ Af=0.0005)  para  lograr  un
comportamiento estabilizado en la dimension
temporal.

6. CONCLUSIONES

Desde el punto de vista espacial se observa que la
estabilizacion SUPG  permite  eliminar  las
oscilaciones espurias de la aproximacion por
elementos finitos. Estas irregularidades en la
solucion aparecen en las regiones con numeros de
Peclet mayores a la unidad, y su magnitud aumenta
a medida que el valor adimensional P se

incrementa, como por ejemplo con el empleo de
mallas mas gruesas.

El método de estabilizacion implementado permite
alcanzar soluciones adecuadas incluso para casos en
los que el dominio espacial posee sub-zonas
predominantemente  difusivas y  advectivas
claramente definidas.

Se encontrd que para ambos problemas, el error en
la norma de energia en la dimension espacio-
temporal se comporta de forma similar tanto con la
solucion convencional, como con la aproximacion
estabilizada (SUPG). Esto se explica analizando el

caracter espacial del método Petrov-Galerkin,
el cual no consigue mejoras significativas en
cuanto a la estabilizacion temporal. De esta
forma se concluye que la componente mas
representativa de este error se presenta en el
dominio temporal por la acumulacion del
mismo en cada paso de tiempo Af. Esta
conclusion se ratifica al observar las graficas
del comportamiento del error en la norma de
energia espacial, el cual muestra crecimiento
a lo largo del tiempo, tanto para el método
Bubnov-Galerkin, como para el método
Petrov-Galerkin.
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