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RESUMEN. En la dltima década, el estudio de las relaciones de recurrencia ha obtenido
gran relevancia. La generacién de los aproximantes racionales se ha visto favorecido
con la inclusién de las relaciones de recurrencia para el estudio de la irracionalidad de
ciertas constantes matematicas, en particular la constante de Apéry. En este articulo
se presentan, a partir del Algoritmo de Zeilberger, dos relaciones de recurrencia de
tipo Apéry. Para el resultado se modificaron los denominadores de los aproximantes
racionales a la constante Apéry.
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ABSTRACT. In the last decade, the study of recurrence relations has obtained great
relevance. The generation of rational approximants has been favored with the inclusion
of recurrence relations for the study of the irrationality of certain mathematical constants,
in particular Apéry’s constant. This article presents, based on the Zeilberger algorithm,
two recurrence relations of the Apéry type. For the result, the denominators of the
rational approximations to the Apéry constant were modified.
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1. Introduccion

A finales del siglo X VIII, el prestigioso matemaético suizo, Leonhard Paul Euler publicé
en su famoso Tratado de Célculo Diferencial, la célebre formula de Euler [2, 7, 9]

_ k-1 (21)*" Bay, _
C(2k) = (-1) 2R k=1,2,..., (D
donde 1
<<k>=2? k=1.2,..., ©)

n>1

es la funcién zeta de Riemann en argumentos enteros y Bsj son los conocidos niimeros
de Bernoulli [4], con By, € Q para todo k € N. Mds adelante, Euler propuso la siguiente
conjetura para el caso impar,

¢ (2k+1) = Drpahtt,
qk
donde py, y ¢i son nimeros enteros. Sin embargo, los esfuerzos de Euler por validar su

conjetura quedaron frustrados [9].

Afios mas tarde, Roger Apéry sorprendi6 a la comunidad matematica con una elegante
charla sobre la irracionalidad de ¢ (3) probando que

lim |¢(3) — 2=

n—r oo qn

:O7

donde p,, /¢, son aproximantes racionales de Apéry, los cuales también se denominan
aproximantes diofdnticos de Apéry a ((3) cuando n crece, es decir, convergen a ((3) para
n suficientemente grande. Uno de los ingredientes mas cruciales en la prueba de Apéry es
la existencia de la relacidn de recurrencia [5, 6, 9]

(n+2)%ynt2 — 2n+3) (1702 +51n 4+ 39)yni1 + (n+1)°y, =0, n>0, 3)

la cual se satisface simultdneamente tanto por los numeradores p,, como por los denomina-
dores ¢,, de los aproximantes diofénticos p,, /¢, a {(3), siendo las condiciones iniciales

p0:07 p1:6; QO:17 Q1:5

Por cierto, los denominadores ¢,, de los aproximantes diofénticos a {(3) estdn dados
mediante la representacion explicita [3, 5, 10]

n+k\?/n\?2

Este articulo tiene como objetivo fundamental conseguir algunas relaciones de recu-
rrencia de tipo Apéry, es decir, que tengan el mismo polinomio caracteristico

AN 34N +1=0,

a partir del uso del Algoritmo de Zeilberger [1, 8].
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2. Resultados principales

Teorema 2.1. Sean € N, conn > 0. Sea ademds
n+k 2/m\?n — k& +1
Gin= Y —.
k k n+k
0<k<n

Entonces, la sucesion {q1 n}n>0 satisface la siguiente relacion de recurrencia de tipo
Apéry,

(n+1)(n+2)*(6n* 4+ 33n% + 31n% + 13n + 2)q1 nio
—2(n 4+ 1)2(102n7 + 112205 + 4310n° + 7967n"
+ 7802n° + 4143n? + 11801 + 138)q1 n+1
+n*(n +2)(6n* + 5703 + 1660 + 198n + 85)q1,, =0, n=1,2,... (5)

Demostracion. En efecto, la ecuacion en diferencias de segundo orden

Anql n+2 + 6nq1,n+1 + Y1,nq1,n = 0, n=12,...,

es equivalente a

Z (anbk,n+2 + Bnbk,nqu + ’)/nbk,n) = 0;
0<k<n+2

b n+k 2 n 2n—k—|—1
B =k k) n+k

De esta manera, teniendo en cuenta que b; ; = 0, para ¢ > j, entonces

donde

anbk,n—i-? + /Bnbk,n+1 + ’ank:,n - fn(k + 1) - fn(k); (6)

tal que f,, (0) = fy, (n + 3) = 0. Luego, definiendo,

L Fmam YR
f”(k)_(n_k+1)2(n_k+2)2(n+k)’ @

donde 73, (k) es un polinomio de grado 3 en k, cuyos coeficientes dependen de n.
Entonces, a partir de (6) y (7) se deduce la siguiente ecuacién:

ann+E)(n+k+1)°(n+k+2)(n—Fk+3)
+Bu(n+E)(n+k+1)(n—k+2)°
9 (n—k+1)° (n— k+2)?
=(n+k)(n+k+1)(n—k+2)°m, (k+1) - klm, (k).
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Asi, en virtud de la ecuacion anterior se arriba a un sistema de ecuaciones lineales de 6
ecuaciones para 7 incégnitas, donde una solucién particular viene dada por

an = (n+1) (n+2)* (6n* + 33n° + 31n% +13n + 2),

Bn = —2(n+1)%(102n7 + 112208 + 4310n° + 7967n*
+ 7802n% + 4143n2 + 1180n + 138),

Y = n* (n+2) (6n* 4+ 57n® + 166n° + 198n + 85) .

Teorema 2.2. Sean € N, conn > 0. Sea ademds

== (n;—k)2<z>2(n—/zi(j;)2k+l).

0<n—1

Entonces, la sucesion {qz n}n>0 satisface la siguiente relacion de recurrencia de tipo
Apéry:

(n+2)" (6n° + 48n* + 98n° 4+ 90n? + 40n + 7) g2,n12
—2(n+1)(102n® + 137707 + 6703n° 4 16506n° + 23060n*
+ 1898713 + 9153n2 + 2402n + 266)qa, 41
+n* (6n° + 78n" + 350n® + 732n% + 7361 + 289) g2, =0, n=1,2,... (8)

Demostracion. En efecto, la ecuacién en diferencias de segundo orden

An g2 n+2 + ﬁnq2,n+1 + Y1,n42,n = 0, n=12,...,

es equivalente a

Z (anbk,n+2 + ﬁnbk,n—i-l + fank,n) = Oa
0<k<n+2

b1 = _<n;—k)2(z>2(n—lzzl(—t;)f+1)'

Luego, teniendo en cuenta que b; ;1 = 0, para 7 > j, entonces

donde

anbk,7n+1 + Bnbk,n + W/nbk,n—l = fn(k + 1) - fn(k)a 9

tal que f,, (0) = f,, (n + 3) = 0. Luego, definiendo,

K, (k) (F9) (1)

fn(k): (n_k_'_]_)2('n,—]€"|‘2)2(7”L+/€)27

(10)
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donde 74, (k) es un polinomio de grado 4 en k, cuyos coeficientes dependen de n.
Entonces, a partir de (9) y (10) se infiere la siguiente ecuacién

an(n+ k) n+k+1)°(n—k+2)(n—k+3)
+Bnn—k+1)(n—k+2)°%(n+k)?
Y (n—k)(n—k+1)*(n—k+2)°
—(n—k+2°(n+k) mun,(k+1) = kiry, (k).

Por consiguiente, a partir de la ecuacién anterior se arriba a un sistema de ecuaciones
lineales de 7 ecuaciones para 8 incégnitas, donde una solucién particular viene dada por

an = (n+2)" (6n° + 48n* + 980> + 900> + 40n +7)

B = —2(n+1)(102n® 4 1377n" 4 6703n° 4 16506n° + 23060n*
+ 18987n3 + 9153n? + 2402n + 266),

Y = n* (6n° + 78n* + 350n® + 732n> + 736n + 289) .
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