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Resumen

Este articulo presenta aspectos histéricos del Teorema
Fundamental del Calculo (TFC) que podrian ser mediados
por herramientas tecnoldgicas. Esta exploracion pretende
identificar en los argumentos de Newton y de Leibniz, un
potencial heuristico para ser incorporados en ambientes de
aprendizaje del cdlculo en las universidades. Se presentan
los resultados de una exploracién de actualizacién de los
argumentos de Newton y de Leibniz con la mediacién
del software matemdtico Geogebra. Los resultados de esta
exploracién articulan factores histéricos y tecnoldgicos del
TFC, que podrian usarse de manera curricular, por ejemplo,
en el diseno de tareas para la formacién universitaria.

Palabras clave: Teorema fundamental del cdlculo; compe-
tencia; Geogebra; Newton; Leibniz.

Abstract

This article presents historical contributions of the Funda-
mental Theorem of Calculation (FTC) which could be
mediated by technological tools. It seeks to identify in the
arguments of Newton and Leibniz, a heuristic potential for
the construction of structures to solve a problem that over
time has been known as the FT'C, under the theoretical and
methodological framework of the ontosemiotical approach.
The results of this update scan of Newton and Leibniz’s
arguments are presented with the mediation of the mathe-
matical software Geogebra. The exploration results articu-
late historical and technological factors on the FTC and
they could be applied on the curricular area, for instance,
in the design of tasks for the training of college students.

Keywords: Fundamental theorem of calculus; compe-
tencies; Geogebra; Newton; Leibniz.
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Aspectos histdricos del teorema fundamental del calculo y posibles mediaciones tecnoldgicas

1. Introduccién:

La sociedad y el sector empresarial demandan que
el futuro egresado sea cada vez mas competente, eficaz,
eficiente, capaz de lograr un aprendizaje continuo, de
resolver y prever problemas, a la vez, que su formacién
vaya en sintonia con la capacidad de aprendizaje y adap-
tacién a nuevas situaciones problemdticas (Capote et al.,
2016; Zuniga, 2016; Palma, 2012). Esta formacién
de futuros profesionales no puede ir desconectada de
los avances tecnoldgicos y técnicos que tiene el mundo
globalizado (Serna y Serna, 2015; Gorgone et al., 2010;
Moreno, 2007). Tal panorama demanda el desarrollo de
nuevas competencias diddcticas en el profesorado. Es asi
como los formadores no deben ser inicamente transmi-
sores de conocimientos, sino ademds, deben orientar y
ayudar a construir procesos que permitan aprender
a aprender y aprender a emprender, es decir, ensefar a
comprender e interpretar, transformando la informa-
cién en conocimientos, asi como potenciar la crea-
tividad y la resolucién de problemas (Najwa et al.,
2018; Capote et al., 2010).

Estas exigencias también plantean retos en la
formacién de futuros profesionales, porque desarro-
llar y evaluar las competencias necesarias son tareas
complejas que exigen al profesor una formacién muy
calificada. En efecto, “el desarrollo del pensamiento
y de las competencias matemdticas de los alumnos
depende de manera esencial de la formacién de sus
profesores” (Font, 2011, p. 11). Dado que se consi-
deran las matemadticas como una de las ciencias basicas
en los curriculos de ciertas carreras universitarias, éstas
tienen un papel fundamental en la formacién.

En este contexto, es necesario aportar conoci-
miento sobre cdmo la ensefianza de las matemdticas,
como una ciencia bdsica, puede ayudar a demandas
tan ambiciosas como, por ejemplo, la de formar profe-
sionales que puedan aprender a aprender de por vida
(Capote Ledn et al., 2016). Es preciso entonces que el
profesor tenga un cierto nivel de competencia, es decir,
“ha de conocer y ser capaz de realizar las pricticas
matemdticas necesarias para resolver los problemas
matemdticos usualmente abordables por los estu-
diantes del nivel correspondiente, y debe saber articu-
larlos con los bloques temdticos posteriores” (Godino

etal., 2017, p. 91).

Como eje central de las matemadticas en los curri-
culos, aparecen las asignaturas de cdlculo (andlisis
matemdtico real o complejo), y entre sus muchos
objetos matemadticos importantes, existe el Teorema
Fundamental del Célculo (TFC), “una piedra angular
adecuada para cualquier desarrollo riguroso del cdlculo”
(Dunham, 2005, p. 105). Dicho esto, proponer
cambios en los procesos de ensefianza y aprendizaje del
TFC, incidirfa, tanto en estudiantes como en docentes,
en la comprensién de objetos matemdticos posteriores:
Teorema de Green, Teorema de Stockes, Teorema de la
Divergencia, cilculo de probabilidades para variables
aleatorias continuas, resolucién de ecuaciones diferen-
ciales e integrales, la transformada de Laplace, etc.

Entre los inconvenientes que existen con estos
procesos de ensefianza y aprendizaje del TFC se conocen,
por ejemplo, del lado de los docentes, que algunos de
ellos tienen un bajo conocimiento conceptual, incluso
a veces procedimental, de la integral definida (Rosyidi y
Kohar, 2018); y que las secuencias de tareas que disenan,
no muestran de manera explicita y consciente “el obje-
tivo de ensefar la complejidad de los objetos matemd-
ticos y la articulacién coherente de los componentes de
esta complejidad” (Robles et al., 2014, p. 70). Para los
estudiantes, algunos obstdculos al comprender el TFC,
radican en la dificultad de comprender otros objetos
matemdticos complejos, tales como funcién, conti-
nuidad, derivada e integral, razén de cambio y acumula-
ci6n, no relacionar integral definida con drea o ver como
estdticas las variables, es decir, estos objetos no aparecen
claros en sus mentes, lo que conlleva a que se conformen
con imdgenes que tienen sélo aspectos parciales de la
definicién o de algtin ejemplo particular (Thompson y
Dreytfus, 2016; Kouropatov y Dreyfus, 2013; Cordero,
2003; Carlson et al., 2002; Coelho, 1998; Thompson,
1994; Dreyfus, 1990). De hecho, el TFC algunas veces
no se percibe como fundamental para los estudiantes de
ingenierfa (Thompson y Dreyfus, 2016).

Sobre algunos problemas de la forma tradicional
de ensefar el TFC, se referencian entre muchos otros,
los trabajos con estudiantes de pregrado de Radmehr
y Drake (2017), y el de Rosyidi y Kohar (2018)
mostrando tanto inconvenientes en la parte algorit-
mica como en la interpretacién del TFC:
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Figura 1
Errores de dos estudiantes con la interpretacion
geométrica del TFC en la parte evaluativa

Given that f(x) is a continuous function satisfying the equation

[

Find f(x)

ff(x)dx =—6

2. Is f(x) unique? Give your reasons

Nota: Rosyidi y Kohar (2018).
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Figura 2
Errores cometidos por un estudiante y la interpretacion dindmica del TFC, en la parte acumulativa
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Nota: Radmehr y Drake (2017).

Este panorama constituye la realidad actual en
relacién con los aspectos de la ensenanza y el apren-
dizaje del TFC, expuestos por investigadores para ser
estudiados, tanto por comunidades de matemdticos,
como por aquellas de profesores universitarios. En
este contexto no parece estar explicita la necesidad de
incorporar a las matemdticas una perspectiva histérica
para la busqueda de estrategias que exploren formas
de recuperar argumentos que permitan ver més alld,
como es el caso de aquellos empleados por Newton y
Leibniz en sus trabajos sobre el TFC. ;Cémo articular
la historia de la matemdtica y la historia de la educa-
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cién, para realizar propuestas que respondan a tantas
demandas de mejora de la educacién matemdtica y de
la ensenanza del cilculo en contextos universitarios?
La incorporacién de la historia en la educacién
matemdtica universitaria se ha realizado desde dife-
rentes perspectivas. Una de ellas es la que se desarrolla
a partir de las huellas que los problemas de ensenanza y
aprendizaje del TFC plantean a la comunidad de inves-
tigadores. En este sentido, se cuenta con el estudio de
caso de la transposicién diddctica de la demostracién
del TFC (Klisinska, 2005). Por otro lado, la investiga-
cién de Coelho (1998) indaga sobre la comprensién
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del vinculo entre derivadas e integrales. Asi mismo,
en otro estudio se plantea definir de otra manera los
diferenciales, y desde alli, tener otra perspectiva del
TFC (Biehler et al., 2017; Thompson, 1994).

Desde el marco de la abstraccién reflexiva, se cuenta
con el andlisis de la integral definida (Aranda y Callejo,
2015). También, se dispone de investigaciones alre-
dedor de la parte evaluativa del TFC (Ponce, 2014); y
sobre como los estudiantes lo aplican a problemas fisicos
y graficos (Bajrachrya, 2014). Asimismo, la tesis doctora
de Cook (1999) analiza el aprendizaje del TFC y cémo
se ve afectado al implementar softwares matemdticos.
Se cuenta ademds con otras investigaciones sobre coémo
ensefar el TFC de una manera experiencial, experi-
mental e intuitiva (Rosenthal, 2016), o algunas que
describen problemas sobre la ensefanza-aprendizaje del
TFC (Cantor Chitiva, 2013; Pettersson y Scheja, 2008;
Trouche, 2005; Berry y Nyman, 2003; Hazzan y Leron,
1996; Macduffe, 1947; Hodgson, s.£.).

Otra perspectiva es la que explora en la historia del
TFC, para identificar diferentes teoremas que se deno-
minan como TFC, diferentes demostraciones de un
mismo enunciado denominado TFC; o argumentos
invariantes en diferentes teoremas o diferentes demos-
traciones (Mena, 2014; Ponce, 2013; Bressoud, 2011;
Lopez, 2011; Katz, 2008; Stoll, 1993), estos aspectos
(enunciados, argumentos, patrones, demostraciones,
teorfas, etc.) se denominan en este trabajo como
aspectos histéricos del TFC.

Centrarlamiradaalabisquedadeaspectos histéricos
permite analizar la construccién de un saber partiendo
del encuentro con otros saberes, de comprender las
uniones con las otras actividades cientificas y de reunir
diferentes campos de las matemadticas (Barbin, 2000).
Ademds, abordar la perspectiva histérica de procesos,
conceptos, teoremas, etc. que se piensan desarrollar, le
permite al estudiante comprender que ellas tienen un
estatus de actividad cultural inseparable de las otras acti-
vidades y précticas humanas (Barbin, 2006); le ayuda
a incrementar la motivacién en el aprendizaje; mostrar
el lado humano de las matematicas; mostrar a los estu-
diantes que no son los tnicos con esos inconvenientes
procedimentales; ver el lugar de las matemdticas en la
sociedad; comparar los procedimientos matemadticos

de antes con los actuales para restablecer el valor de las
técnicas modernas (Fauvel, 1991).

No obstante, “hay que recordar que uno de los
principales aportes de la historia es mostrar que las
nociones y conceptos que ensefiamos fueron inventadas
para resolver problemas (Barbin et al., 2018, p. xxi)”.
Es habitual ensefiar en un aula de clase un concepto
matemdtico para resolver luego una serie de problemas,
mientras que, desde el desarrollo histérico, se evidencia
que para resolver un problema (como sucede a menudo
en la vida real) se necesita el uso de muchos conceptos
(Barbin et al., 2018; Fauvel y Van Maanen, 2002).
Luego, este camino que se traza usando argumentos
histéricos, como uno de los multiples aspectos histd-
ricos que se pueden explorar, puede ser una ruta para
cumplir con las tres condiciones frecuentes, que segin
el IREM (Instituts de recherche sur I'enseignement des
mathématiques), deben tener las investigaciones que se
abordan desde la historia para que interesen a los
profesores: deben ser un estudio diferente (exdtico),
epistemoldgico y cultural (Barbin, 20006).

Explorar el TFC desde la perspectiva histérica de
los argumentos que fueron desarrollados por quienes
resolvian problemas y elaboraban formulaciones,
requiere el estudio de Newton, Leibniz, Barrow, Bona-
ventura Cavalieri, Pierre de Fermat, John Wallis, Isaac
Barrow, Hendrick van Heuraet, James Gregory, Leon-
hard Euler, Joseph-Louis Lagrange, Augustin-Louis
Cauchy, entre otros; todos matemadticos que trabajaron
con objetos explicitos o implicitos del TFC (Blasjo,
2015; Mena, 2014; Ponce, 2014; Ponce y Maldonado,
2013; Bressoud, 2011; Guicciardini, 2011; Lopez,
2011; Katz, 2008; Panza, 2000; Stoll, 1993).

El espacio para el estudio es amplio y muy prome-
tedor. En el estudio que aqui se presenta, se limita la
busqueda a los trabajos de Newton y de Leibniz sobre
lo que hoy es conocido como TFC, como un resul-
tado que emergié al resolver un problema (Bressoud,
2011; Guicciardini, 2008; Panza, 2000), haciendo
un andlisis de contenido de algunas de sus obras para
indagar la naturaleza de sus componentes (Fernandez,
2002) y las exigencias para una visibilizacién a partir
del software Geogebra, como ejemplo de mediacién y
de rescate de argumentos histéricos, pero utilizando la
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notacién moderna. Las caracteristicas de este software
matematico seran descritas mas adelante.

2. ;A qué TFC se hace referencia?

Lo que se conoce hoy como TFC, y que serd
la versién a la cual se referenciard en este trabajo, se
presenta usualmente en textos universitarios de la
siguiente manera:

Figura 3
Presentacion del TFC

Teorema Fundamental del Calculo:
Sea funa funcién continua en el intervalo [, 4],
Siglx) = f:f(t)dt, entonces ¢g'(x) = f(x)

1. fff(x)dx = F(b) — F(a) donde F es una

antiderivada de f; es decir,

Nota: Stewart, 2015.

Sin embargo, algunos autores apoyan que se cite
al TFC enunciado anteriormente, como el Teorema
Fundamental de Cdlculo Integral (Bressoud, 2011);
y como dato relevante, se cuenta con un estudio
de cémo algunos profesores llaman TFC sélo a la
primera parte del mismo (1) o a (2), la parte evaluativa
(Toumasis, 1993).

En la bibliografia consultada también se evidencia
que el TFC no es un objeto estitico, sino que parti-
cipa de nuevas configuraciones epistémicas y a medida
que ha pasado el tiempo, han ido apareciendo nuevos
significados parciales. En el campo de las matemadticas
puras, la evolucién del trabajo en Andlisis Matemdtico
en diferentes espacios (e.g. espacios de Sobolev, espa-
cios de Banach) ha permitido que el TFC se mantenga
vigente, con nuevas adaptaciones e incluso con el
cambio de notacién requerido. Por ejemplo, emerge en
la generalizacién de las integrales de Kurzweil-Hens-
tock en el espacio multidimensional de Banach, su
version del TFC (Federson, 1999); el trabajo realizado
sobre la (p,q)-derivadas y (p,q)-integrales motiva ahi
un TFC (Sadjang, 2013).

Weimar Muiioz Villate

Se evidencia también el trabajo desarrollado al
encontrar la versién global del TFC (el teorema de
Stokes) sobre variedades diferenciales compactas (Pfeffer,
1987); del paso de las integrales de Kurzweil-Henstock
a las integrales de Szabd-Szaz, cuenta con una versién
del TFC (Szaz, 1993). Surge también en el calculo esto-
céstico, sin usar limites, la prueba algebraica del TFC
con la férmula de Ito (Rajeev, 1997) y algunos trabajos
donde se modifican la medida, o se debilita alguna
condicién en las hipétesis del TFC, o se genera-
liza el mismo (Swartz y Thomson, 2015; Sobczyk y
Sanchez, 2008; Cabral, 2000; Macdonald, 1998; Chae,
1995; Ball, 1989; Schipp y Wade, 1989; Price, 1984;
Serrin, 1959).

sPor qué trabajar con las versiones del TFC de las
obras de Newton y de Leibniz? Es conocido que con
anterioridad Isaac Barrow tenfa una versién propia
del TFC, (Ponce, 2013; Ponce y Maldonado, 2013;
Panza, 2008; Child, 1916) asi como también James
Gregory tuvo la suya (Katz, 2008). Sin embargo, la
combinacién de una técnica algoritmica con un signi-
ficado parcial del TFC fue lo que convirti6 al cdlculo
en una herramienta prictica (Bressoud, 2011). Los
aportes de Newton y de Leibniz en el TFC son preci-
samente esos; no solamente sabian que la derivacién e
integracién eran procesos opuestos, sino que lo defi-
nieron de una manera algoritmica correcta. Bien cita
Bressoud a D.T Whiteside cuando afirma que:

“It is very tempting, nevertheless, to admit two criteria

into a working definition [of calculus] (without

excluding others); first, that differentiation and inte-
gration be seen as inverse procedures; and, secondly,
that both be defined with respect to an adequate algo-

rithmic technique”. (Bressoud, 2011, p. 103)

En adicién, se pueden ver las similitudes y dife-
rencias entre la demostracién de Leibniz y Barrow en
Lopez (2011), por ejemplo, en cuanto a la forma de
notar y trabajar con las proporciones del tridngulo
caracteristico y diferencial.

Por otro lado, en la obra de Newton y de Leibniz se
muestra cémo se relacionaron con este teorema, como
un resultado que emergié al resolver un problema
matemdtico (Bressoud, 2011; Guicciardini, 2008;
Panza, 2000). En efecto, para Newton el TFC emergi6
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cuando el algoritmo inverso que resuelve el problema
de las tangentes, resolvi6 el problema de las dreas,
(Panza, 2000). Sin embargo, para Leibniz las cosas
fueron diferentes. Su cdlculo inicié con la idea que
la suma y la diferencia son operaciones inversas (Katz,
2008). Como parte de su trabajo, aparece la parte
evaluativa del TFC cuando encontré el drea bajo una
curva construyendo una curva auxiliar, cuya pendiente
es proporcional a la altura de la curva original: “He
[Leibniz] demonstrates how to construct an auxiliary curve
Jfor which the slope (the ratio of the sides of the characte-
ristic triangle) is proportional to the vertical height of the
original curve” (Bressoud, 2011).

Dicho esto, este escrito irfa también en concor-
dancia, por ejemplo, con la necesidad de disefiar, en
el campo de la ingenieria, artefactos que funcionen en
la practica, cumpliendo con el propésito y especifica-
ciones que lo motivaron (Olaya, 2013), en este caso,
resolver un problema.

En este trabajo se explora y proponen las versiones
del TFC de Newton en su manuscrito “The October
1666 Tract on Fluxions” (Iliffe, 2011; Guicciardini,
2009; Panza, 2000) como una forma para presentar
la primera parte del TFC, y la versién de Leibniz del
afio 1693 publicado en “Acta Eruditorum” (Mena,
2014; Bressoud, 2011; Katz, 1993; Struik, 1969) que
corresponderd a la segunda parte del TFC. Esta explo-
racién ofrece una presentacion alternativa del TFC a la
ensefanza, que enfatiza la repeticién y no la compren-
sién, es decir, ofrecer una herramienta distinta a las que
son meramente algoritmicas u operativas, pues como
resaltan varios autores, bajo esos enfoques el estudiante
deja de comprender conceptos y métodos propios del
célculo (Robles et al., 2014; Artigue et al., 1995;
Tall, 1991), aunado a los inconvenientes expuestos al
comienzo de este escrito. Esta nueva presentacién
del TFC tiene en consideracién los puntos de vista
geométrico y dindmico, de Leibniz y de Newton, que
podrian ser mediados por el uso de herramientas tecno-
l6gicas, pudiendo ensefiarse de una manera mds intui-
tiva y visual. En resumen, esta forma de presentacién
enfatizada en lo dindmico y acumulativo que permite
apreciar y entender la relaciones expresadas en el TFC

(Dougherty et al., 2003).

3. La metodologia de andlisis de contenido
de textos historicos

En el presente estudio se utilizé el andlisis de conte-
nido de textos matemdticos histéricos de la fuente
primaria del TFC de Newton, posible gracias al trabajo
de The Newton Project (Iliffe, 2011), y en el caso de
Leibniz, a la fuente secundaria del trabajo sobre el TFC
en el Acta Eruditorum (Roinila, 2012; Lopez, 2011;
Struik, 1969). Andlisis de contenido que se hace bajo los
puntos de vista de sus aspectos materiales (determinar la
naturaleza de sus componentes: en Newton el sentido
dindmico del cdlculo, en Leibniz el geométrico) y de sus
aspectos tecnoldgicos; entender sus posibles usos y
aplicaciones (Fernandez, 2002).

3.1. Newton y el TFC

Newton trabajé con lo que actualmente es conocido
como TFC, cuando el algoritmo inverso que resuelve el
problema de las tangentes, solucioné el problema de las
dreas (Bressoud, 2011; Guicciardini, 2009; Katz, 2008;
Panza, 2000). Se abordard la presentaciéon histérica
del TFC desde el manuscrito “7he October 1666
Tract on Fluxions”. No obstante, Newton ya tenfa esta
idea, de manera general, desde 1665 (Guicciardini,
2009; Panza, 2000). Posteriormente, esta relacién
inversa entre el problema de dreas y el problema de
las tangentes vuelve a ser expresada en el libro “De
Analysi” de 1669 (Guicciardini, 2009, p. 185).

Para comenzar, en el cdlculo de Newton, el movi-
miento de un punto genera una recta y el movimiento
de una recta genera una superficie. Para él, las canti-
dades generadas por un flujo son llamadas fluentes y sus
velocidades instantdneas son las fluxiones. En el manus-
crito 7he October 1666 Tract on Fluxions, Newton
desarroll6 el problema de las fluxiones en la Propo-
sicién 7, es decir, utilizé un argumento para mostrar la
relacién entre los segmentos generados por objetos en
movimiento, y las velocidades puntuales de esos movi-
mientos (Panza, 2000). Luego, en la Proposicién 8
realizé el problema inverso de las velocidades, la cual,
puede ser vista como el simil de la época a nuestras
actuales tablas de integrales (Panza, 2000).
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La primera parte del TFC asegura que la razén
de cambio del 4rea bajo una curva estd dada por la
ordenada de la curva que la delimita, por tanto, se
presentard el Problema 5 de ese manuscrito, donde
Newton halla explicitamente la derivada de un drea

Weimar Muiioz Villate

bajo una curva. Se realiza ésta eleccién, teniendo en
cuenta que los procesos algoritmicos, de lo que hoy
conocemos como cdlculo integral, ya estaban dados
en la Proposicién 8.

Figura 4
Problema 5 del manuscrito “The October 1666 Tract on Fluxions”
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Nota: University of Cambridge library digital.

Este problema podria traducirse en términos
modernos como dada un drea representada por una
ecuacion, encuentre la curva que la delimita. Newton
utilizé la siguiente gréfica en su solucién (figura del

problema 5, figura 5). El observé que el movimiento
por el cual (el drea de la regién) y se incrementa es

bc = q. Es decir:

Figura 5
Reconstruccion de la demostracion de Newton del TFC

]( £
P
x f
g e &

Figura del Problema 5
(Mewton project, 2011)

Newton realizd la construccion geométrica de esta figura,

de la siguiente manera:

(a)de || aby ad || be. Tomo ademas ab 1 ad.

(b)ab = x (como longitud) y abc = y (como area).

(c) Declard be = 1 (y por lo tanto ad = 1), luego el area de oabde = x-1 = x.
(d) ad es fija y cbe se va desplazando hasta generar el rectangulo oabde vy la

superficie abe.
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La conclusién inmediata de esta construccién es
que la velocidad con las cuales se incrementan el drea
x estd dada por be, mientras que “el movimiento por
el que y se incrementa es &¢” (Iliffe, 2011), es decir, la
razén de cambio del drea y es be = q. Pero las cosas no
terminan ahi, porque, ademds y gracias a la Proposi-
cién 7 (el algoritmo de las velocidades) Newton ofrece
la forma algoritmica para hallar la derivada de estas

P Xy _ _
dreas. Esta formaes — == q = bc,

Xx

:Cémo hacia Newton para hallar esta curva de
ordenada ¢? En la Proposicién 7 (que segtin Panza
tiene toda la forma de un teorema) Newton buscaba
la relacién de las velocidades de dos o mds cuerpos,
que al moverse generan dos o mds rectas que estdn
relacionadas por una ecuacién dada (Panza, 2000).
Es decir, dada una ecuacién que relaciona x y y se
buscada la relacién de sus velocidades q y p. En la
Proposicién 8 (el algoritmo inverso de las velocidades)
Newton plantea que: dadas las velocidades 2 y una
ecuacién que relaciona las lineas x y y, se debe encon-
trar y. Para esto, Newton consideré tres casos en la
relacién dada y posteriormente agregé algunos ejem-
plos. Se trata asi de un conjunto de procesos pura-
mente algoritmicos que como dice Panza “configuran
un dominio real de investigacién... que serd llamado
mids adelante Célculo Integral” (Panza, 2000; p. 507).
Utilizando la notacién actual, se presenta a continua-
cién el Ejemplo 1 planteado por Newton inmediata-
mente después del problema 5.

Ejemplo: Suponga que la ecuacién y==rx
describe un drea. Esta ecuacién es equivalente a -47x’
+ 9y°=0. Asi, aplicando el algoritmo de derivacién de
Newton se tiene:

Xx _ _ (cl2rx?) _ 12rx?

Xy 18y 18y - Por lo tanto, vrx=gq.

. . 2\ L3
Esto es, si se re-escribe el drea dada como y = (5) raxz
se tiene que:

12rx?

18y Vrx = %U ‘/ﬁdt]

a

3.2. Leibniz y el TFC

El cdlculo de Leibniz “inicié con la idea que la
suma y la diferencia son operaciones inversas” (Katz,
2008, p. 572). Para Leibniz, surge lo que se reconoce
como la parte evaluativa del TFC, cuando logré hallar
el drea bajo una curva construyendo una curva auxiliar,
cuya pendiente es proporcional a la altura de la curva
original (Bressoud, 2011). La versién del TFC que serd
trabajada a continuacién es de 1693 y aparece en “Acta
Eruditorum” (Struik, 1969). No obstante, Leibniz venia
desarrollando esta idea desde tiempo atrds. En efecto,
el primer atisbo de su trabajo en este aspecto estd en su
escrito “Methodus tangentium invers’ de 1673, donde
aparecen frases como “vegress from the tangents or other
functions to the ordinates”, (Scriba, 2014, p. 114). ;Por
qué no presentar en este escrito una version anterior
a la de 1693? Porque el método empleado por Leibniz
en ese entonces el era el desarrollo en series de poten-
cias. Por ahora, se elige la entrada geométrica que
favorece la visualizacién, y que puede ser ambientada
posteriormente con el uso de Geogebra.

Como dato histérico del uso de la notacién, en
esta revista ‘Acta Eruditorum”, Leibniz introdujo por
primera vez el simbolo (:) para denotar la divisién,
es decir, %z a:b (Boyer, 1959).

La figura 6, que aparece a continuacién, contiene
la figura 2 del “Acta Eruditorum”, (Roinila, 2012). En
esta, los puntos entre paréntesis (H), (F), (C) y (B)
son infinitesimales, aunque suene extrafio: “Further-
more, there is notation that strikes the eye, used to repre-
sent points infinitesimally close to each other; for instance,
(F) is infinitesimally close to E (H) infinitesimally close to
H and C to (C)” (Lopez, 2011, p. 2).

La curva AH(H) es la figura a la cual se le pretende
hallar su drea. La curva C(C) es la curva cuya derivada
en C es precisamente FH. Se debe tener en cuenta
que Leibniz alcanzé su resultado comparando los
tridngulos TBC (tridngulo caracteristico) y CE(C) (el
tridngulo diferencial) (Bressoud, 2011; Lopez, 2011).
Toda ésta reconstruccién de la demostracién geomé-
trica de Leibniz puede verse en la figura 6 que sigue a
continuacion.
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Fugura 6
Reconstruccion de la demostracion de Leibniz del TFC

(a)Primero denominda AF =y, FH =z, BT =ty FC=x

\-\ A {b)Definié una distancia constante a, tal que TE:BC = FH:a (el uso de
= . NG| 15 estos parametros era usual en la época (Bressoud, 2011; Lopez, 2011)).
'_-'1.|.. ".;\ £
a2 L i
{C)Como FC =xy AF = y.entonces dy = F(F)=CE y dx =E(C)
{Mathematical

Treasure: Leibniz's
Papers on Calculus)

(d) De la relacidn de los triangulos caracteristico y diferencial, se tiene que TB:BC =

E(C):EC, luego TB: BC = dx:dy

(e} Concluyd que dx:dy = z:a, es decir, adx = zdy. Este (ltimo producto es el area de la

regién F(F)(H)H y adx es elarea de un rectangulo de altura E{C) = dx y ancho &l

parametro a.

{(f) Al sumar a ambos lados de esta igualdad, se obtiene que [ adx = ax, es el area de un

rectangulo de altura FC = x y ancho a, mientras que [ zdy es el Area de |a regién AFHA.

Lo que muestra que C(C) es la antiderivada (o quadratrix como se denominaba en aguella

epoca) de la curva AH{H).

Ahora, utilizando una notacién moderna y usando
el resultado de Leibniz, se puede concluir la segunda
parte del TFC, su parte evaluativa. Es decir:

Si se quiere hallar el drea bajo una curva con orde-
nada y, lo que se necesita es encontrar una curva z tal
que z = [ ydx . Es decir, si y=f{x), se debe buscar z=F(x)

(su antiderivada) que satisfaga:

dz vy p i
—_— == =
dx 1 Z=yax

De manera particular, [; dz = [; ydx, ao andlo-
gamente,

F(x):fxdzzfxydxzjxf(x)dx.

a a

En estos términos, /(4)=0, entonces F(x) - Fa) =
J; f (¥)dx. Se acaba de demostrar la siguiente versién

del TFC (2), (Lopez, 2011):

Teorema: Sea f: [4,6] - R una funci6én continua
y suponga que F: [2,6] - R es una antiderivada para f,
es decir, F es continua en [, 4], diferenciable en (4,6)
y F’(x) = f(x) para todo x en (,6). Entonces:

[ fix)dex = F(b) - Fla)

4. Exploracién de herramientas tecnoldgicas
para mejorar la visualizacién del TFC

Este trabajo plantea elementos para una articula-
cién entre historia y tecnologia en contextos curricu-
lares. Los elementos obtenidos del estudio histérico se
exploran con herramientas tecnolégicas en la bisqueda
de estrategias que aportan recursos a los disenadores
de curriculos (y profesores disefiadores de actividades),
para la ensefianza del cdlculo y en particular del TFC,
en respuesta a los escritos que senalan que las reformas
del célculo y el uso de tecnologias parecen no aportar
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lo suficiente para mejorar la comprension de los estu-
diantes, debido a que, en parte, no hay cambios fuertes
en el curriculo (Thompson et al., 2013). Sin embargo,
scémo se podrian emplear las herramientas tecnolé-
gicas para actualizar argumentos histéricos con un
valor diddctico? Se entiende que un argumento histé-
rico tiene un valor did4ctico si el mismo es usado como
un recurso en actividades de ensefianza o de apren-
dizaje de las matemdticas. El rol principal de estos
softwares es el de la mediacién. Ahora, como se tienen
estos argumentos histéricos, pero con la notacién de
la época, la mediacién estd en que se captura el argu-
mento histérico y se utiliza en el software con la nota-
cién moderna, es decir, el contenido va cargando ese
argumento histérico que tiene una restricciéon noética
en la notacién, pero el argumento no tiene dicho
condicionamiento.

El otro papel del software matemdtico es ayudar
a la construccién de esas tareas o actividades de ense-
fianza, en este caso, basados en las versiones del TFC
de Newton y de Leibniz. Se plantea asi una nueva alter-
nativa de presentar el TFC a formadores universitarios,
fortaleciendo la visualizacién y la acumulacién como
otra opcién a “la ensenanza tradicional y en particular
la ensefanza universitaria. .. [que] tiende a centrarse
en una préctica algoritmica y algebraica del célculo y a
evaluar en esencia las competencias adquiridas en este

dominio” (Artigue et al., 1995).
4.1 ;Por qué el software Geogebra?

Geogebra es un software de libre distribucién,
creado en Austria por Markus Hohenwarter, entre los
afos 2001 y 2002, como parte de su tesis de maestria
en educacién matemdtica y ciencias computacionales
de la Universidad de Salzburgo. Este software puede
ser utilizado en computadores Windows, Mac OS
y Linux, ademds, cuenta con aplicaciones para telé-
fonos méviles en Android, iPad y Windows (Majerek,
2014). Algunas de las ventajas de este software son:
Geogebra es un programa utilizable en diversas plata-
formas, estd en espanol, es de acceso libre, cuenta
con una rica base de datos y con ejemplos variados y

disponibles en internet; ademds, muestra en paralelo
la parte algebraica y geométrica, ayudando a que el
estudiante vea la conexién entre ecuaciones y graficas
(Takaci et al., 2015; Majerek, 2014; Hohenwarter
et al., 2008), sin olvidar que por ser una herramienta
de multimedia permite captar la atencién de los estu-
diantes (Bogndr et al., 2018).

No obstante, lo mds sobresaliente de Geogebra
es el hecho que permita hacer ilustraciones dind-
micas. En efecto, con su opcidn deslizador se pueden
mostrar graficas de funciones que no sean estdticas,
cémo cambian las variables, cémo se incrementa el
drea bajo una curva, cémo cambia la recta tangente
sobre la curva a medida que varia el punto sobre el
eje horizontal, etc. Por consiguiente, Geogebra es
una herramienta tecnoldgica que permite mejorar la
visualizacién en dos o tres dimensiones, sin importar el
nivel de escolaridad del estudiante (Takaci et al., 2015;
Majerek, 2014). Visualizacién que le permite al estu-
diante hacer sus propias conclusiones, profundizando
su conocimiento tedrico (Takadi et al., 2015).

4.2 ;Cémo usar Geogebra en la presentacién

del TFC?

Los objetos matemdticos involucrados en el TFC
no son sencillos (Robles et al., 2014; Bressoud, 2011),
luego el uso de Geogebra permitiria visualizar algunos
de esos objetos complejos y las posibles relaciones
entre ellos. Por mencionar algunos ejemplos, usando
este software en particular para este teorema, se tienen
los siguientes trabajos: hacer cdlculos con la funcién de
drea como conector entre la integral definida y la anti-
derivada (McCullough, 2017; Teper, 2015; Golden,
2011; Hohenwarter et al., 2008); cémo hacer una
introduccién de la primera parte del TFC calculando
la razén de cambio del flujo de una bomba de agua
(Schwartz, 2015) o mediante diferenciales (Walker,
2016); y cémo realizar la integral definida de la
segunda parte del TFC por aproximaciones de sumas
de Riemann (Kumar, 2015), en relacién con su anti-
derivada (Almeida, 2018; Rosenthal, 2016) o usando
el teorema del sdndwich (Lacoste, 2016).
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Ahora, bajo las presentaciones histéricas mostradas
anteriormente, un primer paso podria ser utilizar
Geogebra para mostrar el predecesor del TFC de
Leibniz, este es, su llamado Teorema de Transmuta-
cion (Mena, 2014). En efecto, Leibniz no se concentré
exclusivamente en desarrollar sus ejercicios mediante
series infinitas (Scriba, 2014), sino como se mostré
anteriormente, llegd al TFC empleando el tridngulo

Weimar Muiioz Villate

mento geométrico también fue usado en su Teorema
de Transmutacién (Katz, 2008). Bdsicamente, este
teorema muestra la relacién entre el drea de un tridn-
gulo diferencial y un rectdngulo formado por las
prolongaciones de sus lados a los ejes. Por ejemplo, en
la figura 7 puede verse la relacién dindmica entre el
drea del tridngulo OdSdxdy con el rectingulo PQNM

(una es la mitad de la otra), realizada en el software

diferencial y su relacién con el tridngulo caracteristico, ~ Geogebra.
es decir, aplicando métodos geométricos. Este argu-
Figura 7
Teorema de transmutacion de Leibniz visto en Geogebra
A
), Area de OdxdSdy= 0375 as i
T frea de OdvdScy= 0198
k4
B
5
’
3
/ Area de PQNM=0.75
2 2
il Bl
Area de PQNM = 0.396
I 1
o] Ml 8] L 3
0 1 2 3 hid i 8 i 8 1 0 1 2 3 PA 5 8 7 8

Como un dato histérico extra de este teorema que
precede a su version del TFC, Leibniz envié en 1676
su teorema de transmutacién a Newton, redactando
también en esta carta sélo los detalles basicos aritmé-
ticos de su cuadratura del circulo, respondiendo asi a
la carta que serfa llamada por Newton epistola prior,
donde él también le omitié a Leibniz los métodos de
su cdlculo. Este hecho fue usado décadas posteriores
por Leibniz, como parte de su defensa, de que él nunca
recibi6 ningin dato del célculo diferencial del genio
inglés, y que en lo que a Leibniz concernia, él creia que
Newton tenia un método para resolver un problema
diferente del suyo (Bardi, 20006).

5. Conclusiones

Leibniz y Newton resolvieron de manera indepen-
diente el problema de las dreas y las tangentes, propu-
sieron un resultado y brindaron un algoritmo para su
uso. Estos grandes matemdticos disefiaron un método
para resolver un problema, mostrando diversidad de
soluciones y abriendo asi nuevos caminos para las
generaciones siguientes de matemdticos, lo que ayudé
a la fundamentacién de lo que se convertirfa, desde el
siglo xvi11, en el andlisis matematico.

La accesibilidad a conceptos matemadticos que son
considerados complejos o importantes exclusivamente
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por su aplicabilidad, inspira a volcar la atencién en
la educacién que recupera la tradicién histérica y
que la integra a la reflexién diddctica, y que apoyada,
por ejemplo, en ideas geométricas, generan una arti-
culacién de estructuras provenientes desde diversos
campos del saber en las investigaciones que la incor-
poran, asi como sucede a menudo con las dreas de las
ciencias bdsicas:

Lhistoire est une ressource pour une approche pluridis-

ciplinaire de l'enseignement des sciences... Nous cite-

rons la théorie de la reproduction de BUFFON pour
les liens entre la biologie et la physique, la musique
chez Euler pour les liens entre les mathématiques, la
physique et la biologie, les atomes au XIXe siécle pour
les liens entre la physique et la chimie, les écrits de

GALILEE, pour les liens entre les mathématiques, la

physique et Lastronomie (Barbin, 20006, p. 5)

El andlisis de contenido de textos histéricos permite,
entre muchas otras cosas, determinar frases, titulos,
simbolos, caracteres, comparar temdticas que son impor-
tantes para la investigacién que la udiliza. Este trabajo se
constituye como, precisamente un andlisis, cuya prin-
cipal caracteristica es la aplicacion general, como lo deno-
mina Flory Fernandez (2002), es decir, aquella que busca
aprovechar la disponibilidad de equipos y software que
facilitan su puesta en préctica.

Las herramientas tecnolégicas son poderosos
recursos actuales para el disefio de tareas, con argumentos
histéricos y con un alto valor diddctico en procesos
instruccionales. Por ejemplo, Geogebra permite visua-
lizar algunos objetos matemadticos complejos y ciertas
relaciones entre ellos, de una manera dindmica.
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