DETERMINACION DE LA POLITICA OPTIMA
DE PEDIDO EN UN SISTEMA DE STOCKS
CON RESTRICCION EN LA REALIZACION

DEL PEDIDO

R. Ferndndez Lechon

RESUMEN.— En el trabajo se analiza un sistema de stocks con demanda esto-
castica utilizando el método de revision periddica y suponiendo que la razén de
entrega es infinita.

Imponemos una restriccién a la hora de realizar el pedido, de forma que
no se podra realizar éste hasta que transcurra un cierto tiempo que dependera
de la cantidad de mercancia iiltimamente aprovisionada.

Determinamos, en un modelo con un articulo primero y después con dos
articulos cémo es la politica de pedido si se utiliza la politica (s,S) y suponiendo
que las demandas son vectores aleatorios independientes e idénticamente distri-
buidos, siendo ademds en cada uno de los periodos la demanda de un articulo
independiente del otro.

1. Introduccion

Utilizando el método de revision periédica y suponiendo que la razén de en-
trega es infinita, determinaremos la politica 6ptima de pedido para un sistema
de stocks con costes fijos de pedido. Al final del ciclo es cuando se realizara o
no el pedido, siempre que el tiempo transcurrido desde el pedido anterior t verifi-
que t > a z siendo z la tltima cantidad de mercancia aprovisionada y a el coefi-
ciente de tiempo requerido para servir una unidad de mercancia.

Analizamos primero un modelo con un sélo articulo utilizando la politica
(s,S) y posteriormente, un modelo con dos articulos, donde la demanda de cada
articulo es independiente del otro. Determinamos cdmo es la politica éptima de
pedido en cada uno de los periodos.
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2. Modelo con un articulo

Las demandas D;, i = 1, 2, ... en los sucesivos periodos de tiempo son va-
riables aleatorias continuas, positivas, independientes e idénticamente distribui-
das. Sea ® (§), £ € [0, »] v ¢ (§) las funciones de distribucién y densidad
respectivamente.

Al comienzo del periodo es cuando se realizard el pedido. Denotemos por

X; = nivel de stocks, al comienzo del periodo i, antes de adoptar la decisién de
pedir; x; puede ser positivo 0 negativo; lo ultimo nos indicard déficit de
mercancia.

y; = nivel de stocks, al comienzo del periodo, después de adoptada la decisién
de pedir. Si se realiza un pedido, el nivel de stocks y; es siempre positivo.

z; = cantidad aprovisionada al comienzo del i-ésimo periodo.

Las relaciones que ligan estas variables son:

Xjp1 = vy DY) =y — Dy

Vi = X + g

Yig1 = Vi — Dy + 74
Puesto que utilizainqs la politica (s,S) los valores de y; serdn:

S six,;€8 % ~#0,zl/a

S Sixl+1\< S,Zl=0,Zl_1#0,Zl_l\<2/a

S Sixi+1\<s, Zi=Zi—1 =0, 21_2#0, Zl_2\<3/(l

yl+1 L5

...................................

y; — D, en cualquier otro caso

donde a es el tiempo en periodos requerido para poder servir una unidad de
mercancia.
Supondremos que los costes de posesion y escasez les medimos al final del
periodo, siendo éstos proporcionales al nivel de stocks al final del periddo.
Denotamos por:

H(D;, y;) = stocks disponible al final del i-ésimo periodo, si el nivel de stocks
al comienzo es y; y la demanda del periodo D;.
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P; (D;, y;) = pedidos pendientes de servir a los clientes al final del i-ésimo pe-
riodo siendo el nivel de stocks al comienzo, después de adoptada
la decisién de pedir o no, y; y la demanda D;.

Tenemos por consiguiente que:

Y — Di si Di < Yi
H; D;, vy

Pi (Di, Yi) '

Di—y; si y&D

siendo obviamente H; y P; variables aleatorias puesto que dependen de D;.

Sea ahora C; (D;, y;) la suma del coste de posesién y escasez incurrido en el
periodo ‘“i”’ y medido al final de dicho periodo, éntonces

C, D;, v) = h.H; (D;, y;) + p.P; (D;, yy)
donde h y p son el coste de posesién y escasez por unidad de mercancia. Entonces:

h.(y; — D) D; <y;
Ci (Di, Yi) =
. P-(Di — yi) y; € D;
C, es una variable aleatoria cuya esperanza es:

00
L) = f 0 CGiD;, y) d @ (§) =

«

[¢ 0]
0 pE—y)d®(E) y;>0
¥
o0

z f Vih(y, —E&d @ () +
p.E—y)d® () y; &0

0
integrando la expresidn anterior se obtiene

h+p)f i@ ®dg +p®—vy) %50

L(y) = _
p(D —y) y; L0

La funcion Li(y;) es convexa y estrictamente convexa para los y; » 0 con
o(y;) > 0.
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3. Modelo con dos articulos

Para un sistema con dos articulos, suponemos que la demanda en cada uno
de los periodos son vectores aleatorios D, = (D,, D,) continuos, positivos, in-
dependientes e idénticamente distribuidos, con funcién de densidad conjunta
¢ (&, &))-

Pretendemos encontrar la politica 6ptima para uno cualquiera de los perio-
dos, suponiendo que en cada uno de ellos, la demanda de un articulo es indepen-
diente del otro, con lo cual ¢ (&}, &) = @; (§) + @, (§y).

Cuando se adopta la decision de pedir o no, puede ocurrir que se pida un
s6lo articulo, que se pidan ambos o bien que no se realice el pedido.

Los costes del modelo son, coste de aprovisionamiento, de posesidn y esca-
sez. El coste de aprovisionamiento es:

P(z), z)) = K(z(, 2)) + ¢1z] + ¢z, 2,»0,2,>»0

donde z; y z, son las unidades aprovisionadas de cada uno de los articulos, c,
y ¢, el coste variable por unidad de mercancia y K(z,,z,) el coste fijo de realizar
un pedido, siendo

K, si slo se pide del 1
K, i sélo se pide del 2
K@z, 2) = K si se piden ambos

0 si no se pide.

suponiendo que se verifica
max (K, K,) <K K| + K,

Del mismo modo que en el caso anterior, la esperanza del coste de posesion
y escasez incurriendo en el periodo sera:

L (yla YZ) =

hy [ —E)d @) + by [T — ) d e @)+

o ‘ .
+ Py _’0 &, — yy)) d @, (&) siy; >0,y,< 0

-

(&4

2 y: 0 .
‘2 {hif‘(yi—éi)ddh(&i) + pi/y_(éi—yi)d<1>i(&i) s1 7;>0

0 .
i=1,2
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P _,:O(E.al —y)d® (&) + h, fyg (y, — & d @, (&) +

M PZf;’:(iz—Yz)d‘Dz €) si y;<0,y,>0

2 ©
iz—l @, :‘0 & — vy dd; (€)) si y; X0, i=1,2

Tendremos por consiguiente que

L (Yl, y2) = L1 (yl) + L;)_ (vp)

siendo

- _
(; +p) | ol O E)dE + p;(D; —yy) y; >0
Ly = _
p; D; — vy y;<0
Puesto que L, (y;) y Ly(y,) son convexas, también lo es L(y,, y,) y es estric-
tamente convexa para los y; 2 0 i=1,2 tales que ¢; (y;) > 0 y ¢;(y;) continua.
La funcién objetivo del modelo que consideramos es la suma del coste de

aprovisionamiento y de la esperanza del coste de posesiéon y escasez. Denotando
por C (x;, X,) este minimo tendremos:

C (x;, X5) = min {P (z;, z) + L (v Y)p =

= min !K 0y — Xp Yy — X)) —¢X; — ¢ X% + G (v}, yz)}
X1 <Y ’
Y2

N ¥

)
donde G (v}, ¥5) = ¢, y; + ¢, ¥, + L (yy, Yy) =
=Cy+t¢y,+Li@y)+ L) =G ) + G(vy)
Tendremos por consiguiente que:

X< ¥p X =Y,

min Ky — ¢ xp — ¢ % + Gy, y2)}
Xp =Y X <Y;
C (x4, X,) = min
min K —clxl—c2x2+G(yl,y2)}
X1<¥p X<);

min —clxl—c2x2+G(y1,y2)}
=YX =)
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La funcion G _,(Yl’ y,) es estrictamente convexa para aquellos valores que lo
esL (y;, ¥5)- Sea S = (§;, Sy) el punto donde alcanza el minimo G (y;, y,) con
V1 > X1 ¥, > Xy, tendremos que S > 6 y como G (y;, y,) es separable, S; y S,
seran los puntos donde alcanzan el minimo G, (y;) y G, (¥y)-

Puesto que se puede pedir un s6lo articulo, los dos conjuntamente o ningu-
no, tendremos: .
Si se pide solamente un articulo, por ejemplo el 1, el minimo seré:

K; —¢;x; —¢cpX, + min Gy, ¥p) =
Xy €V
X2 =9

X <"

Del mismo modo si se pide solamente el articulo 2, el minimo sera:
Ky — ¢ix; — %y + G(x)) + Gy(Sy)
Si se piden ambos articulos, el minimo sera:

K — Cixl — CyXy + min G(yla y2) =

X< Y2
= K — C1X| — CxXy + min Gl(yl) + min G2(y2) =
X9 X <Y

Si no se realiza pedido, el minimo es:
— C1X; — CXy + G(X), X5) = — ¢ 1X] — CXy + Gy(X)) + Gy(xp)
Podemos por tanto enunciar las dos proposiciones siguientes:

Proposicidn 1. Se realizard un pedido si y sélo si se verifica alguna de las
siguientes relaciones

12) K + G(S)) + Gy(Sy < Gy(x)) + Gylx,)
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2%) K| + G((S) < Gy(xp)
3%) K, + Gy(Sy) < Gy(xy)

Proposicion 2. El pedido serd conjunto para ambos articulos si y sélo si se
verifican simultdneamente las relaciones

1) K + G(S)) + Gx(Sp) <Gy(xy)) + Gy(xy)
2%) (K — K)) + G5(S;) < Gy(x,
3%) K — Ky + G(S) <G(xp
La obtencién del punto §' = (S,, S,) no ofrece ninguna dificultad, es solu-
cién de

P — ¢

® &) =h1 + by

P, — G
o,S,) = 22
PACH) h, + D,

los cuales existen para valores de p; > ¢, p, » ¢,.

De la ecuacién K; + G,(S;) = G,(x,) se deduce sin ninguna dificultad que
existe un valor s’ < S, que verifica la ecuacién, luego

G57) — GySp = K,
esto es
Cls’l’ + Ll(si,) — (CISI + Ll(Sl)) = K1

por tanto
5y + (h1+p1)/0 1 @,(§)dE; + py O — i) —
S -—
_ S —
sy’ + Py (D —$7)— (¢S + (y + py) /01 ®,Epdg, + py D, —Sy) = K,

si 5770
o lo que es lo mismo

(pl—-cl) (Sl—-Si’) — (h1+p1) JSS}, d’](gl)d&l = Kl S,l, >0
1

=) §—sP) — (y+pp | 1 @) EdE, = K 5y €0
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llamando t = S; — &, tendremos:

S — tad

(P, —¢;) (S,—s}") — (hy +py) jol T o, (5,—t)dt = K, 5775 0
S

(p;—¢;) (S;—s}) — (h; +py) Jol @, (S~ dt = K, s 0

Puesto que S, es conocido y K; también, tendremos que si K; + G, (§))
< p1131 entonces s;’ » 0y utilizaremos la primera de las ecuaciones para deter-
minar s’l’; si K; + G, (S)) » p;D, entonces 'si’ £ 0y utilizaremos la segunda de
las ecuaciones anteriores para determinar s1

De forma andloga se determinaria s)’ solucién de K, + Gx(S,) = Gy(x,);
sy solucion de (K-K)) + G,(S,) = G2(x2), s solucién de (K-K;) + G(S)) =
G (x)). Y como se verifica que K < K; + K, tendremos que s} 3 s5’, s} » ”_;

Consideremos en un sistema cartesxano de ejes y, €y, el conjunto M = 1y
/ y S} Tomemos aquellos puntos ¥ ¢ M que verifican la ecuacién

K + GBS) — G@) =

claramente a este conjunto de puntos pertenecen (si’, s5) y (s, s3).
Hemos dividido el conjunto M en los siguientes subconjuntos:

M, {YeM/y ¢s7, v, >3}

]

{if't‘.M/yI >80, Y, \<s’2’}

M,
M= {FeM/y g5}, <8 K+ GO <GO)}
My = M—MUM, VUM,

Asi se comprueba, que la politica dptima de pedido es:

1. SiX e M; se pide solamente el articulo 1 hasta alcanzar el nivel de stocks
y; = S, siempre que el nimero de periodos transcurridos desde el iltimo pedido
de dicho articulo sea mayor o igual que o por la cantidad que se pidid.

2. SiX'e M, se pide solamente el articulo 2 hasta alcanzar el nivel de stocks
¥, = S,, siempre que el numero de periodos transcurridos desde el ltimo pedi-
do de dicho articulo sea mayor o igual que o por la cantidad que de dicho articulo
se pidid.

3. SiXe. M,, se pide del articulo 1 hasta alcanzar el nivel y, = S, y del arti-
culo 2 hasta alcanzar el nivel y, = S,, siempre que sea posible pedir cada uno
de ellos, para lo cual hay que tener en cuenta cuando se pidi6 cada articulo y la
cantidad pedida. Asi, puede suceder que se pidan ambos, solamente uno o ninguno.

4. Si no se verifican ninguno de los casos anteriores, no se realizara el pedido.
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