LA INVERSA DE PENROSE

M? Dolores Soto Torres

RESUMEN.— En el trabajo, tratamos de poner de manifiesto las aportaciones
que las inversas generalizadas y en particular una de ellas, la inversa de Moore-
Penrose, realizan en la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales.

Las inversas generalizadas permiten determinar si un sistema de ecuaciones
lineales no homogéneo admite al menos una solucién y en este caso, nos propor-
cionaran la expresién general de dicha solucién. En el caso de que el sistema de
ecuaciones lineales no homogéneo, no admita solucién, las inversas generaliza-
das permitirdn caracterizar soluciones aproximadas.

1. Introduccion

Las inversas generalizadas presentan una alternativa a la resolucién de siste-
mas de ecuaciones lineales, proporcionando al mismo tiempo un excelente proce-
dimiento para la resolucién de ecuaciones matriciales. Han sido utilizadas con
éxito en la resolucién de programas matematicos, en particular, en programacion
convexa y lineal, resultando asimismo indispensables en el tratamiento y resolu-
cion de problemas econométricos.

Si nos proponemos encontrar la solucidn, en caso de que exista, del sistema
de ecuaciones lineales A.x = y, donde A es una matriz con elementos reales de
m filas y n columnas, y es el vector columna de coeficientes reales y x el vector
columna de las incognitas, sabemos que sim = ny A es una matriz regular, nues-
tro sistema de ecuaciones lineales, es un sistema de Cramer y el valor del vector
X se obtiene aplicando este procedimiento.

Sim # n, para determinar si el sistema de ecuaciones lineales tiene o0 no so-
lucién, podemos acudir al Teorema de Rouche-Frobenius, teorema que no nos
determina la expresion de dicha solucién en caso de existir.

Las inversas generalizadas y en particular una de ellas, la inversa de Penrose,
nos permite analizar si el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo admite
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solucidn y en este caso su expresion; en caso de no existir solucidén nos proporcio-
nan una solucion aproximada en un sentido concreto.

2. Existencia y unicidad de la inversa de Penrose

Penrose (1955) extendio el trabajo de Moore, demostrando que para cual-
quier matriz A de coeficientes reales con m filas y n columnas, existia una unica
matriz P de n filas y m columnas que verificaba las cuatro condiciones siguientes:

A = APA. )
P = P.A.P. Q)
A.P. = {A.P) 3)
P.A. = {(P.A) @)

a esta matriz P se la denomina, aunque no universalmente, inversa de Penrose
0 mds concretamente inversa de Moore-Penrose.

Demostramos a continuacién que si A es una matriz cualquiera de coeficien-
tes reales, siempre existe una matriz que satisface las condiciones (1), (2), (3) y (4).

Lema. Si A es una matriz de rango maximo, la matriz B = 'A.A es una ma-
triz simétrica regular de orden n.

Demostracién. Si A es una matriz de rango maximo éste coincidird con el
minimo de sus filas o columnas, esto es, rg(A) = min (m, n). La matriz B es simé-
trica, en efecto

B = {(('A.A) = tAA = B

Si consideramos la relacion B = 'A. A y la multiplicamos a ambos lados por
un vector no nulo x, obtenemos

%.B.x. = KA AX = (A.X).AX

la expresién de la derecha es suma de cuadrados y es nula si y sélo si A.x = 0.
Como rg(A) = min (m, n), A.x = 0 se verifica solamente si x = 0, por tanto,
la forma cuadrética 'x.B.x es definida y podemos concluir que la matriz B es re-
gular de orden n.

Proposicion. Si A es una matriz cuadrada de rango maximo, la matriz inver-
sa de A, Al es la inversa de Penrose de la matriz A.

Demostracion. Evidentemente la matriz A-1 verifica las cuatro condiciones
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A= AAlA
Al = A1 A A
AAT =]
AlA =1

Proposicion. Si A es una matriz con rg(A) = m < n, la inversa a la derecha
de la matriz A, 'A.(A.!A)"! es la inversa de Penrose de la matriz A.

AY
Demostracion. Denominemos D = 'A.(A.!A)!. Tenemos:

AD.A

A'AAA)LA = A
D.A.D

AL (AAYLAAL(AIA)T = tAL(ALTA)T = D
A.D) = YA.IA.(ATA)]) = YAIA)YLAA = (AAYLALA =

siendo por tanto la matriz A.D simétrica.

Y(D.A) = (A (AIA)YLA) = 'TA(AL'A)YILA = D.A
c.q.d.

Proposicion. Si A es una matriz con rg(A) = n < m, la inversa a la izquierda
de la matriz A, (tA.A)1.'A es la inversa de Penrose de la matriz A.
La demostracién es analoga a la de la proposicién anterior.

Proposicidon. Si A es una matriz cuyo rango es no nulo y no maximo, dicha
matriz admite inversa de Penrose.

Demostracion. Sea A una matriz cuyo rango no es nulo ni maximo
1g(A) = r<min (m, n), r £ 0
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que son las r primeras filas y las

r primeras columnas de la matriz A las que son linealmente independientes. La
matriz A, podemos descomponerla

A

siendo Ay, de dimensién (r, 1), A}, (1, n-1), A,; (m-1, 1), y la matriz A,, de di-
mension (m-r, n-r). En la matriz A las n-r iltimas columnas son combinaciones
lineales de las r primeras, tenemos
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Ay Ay Ap = Ajpx

I

Ay Ay Ay = Ay
al ser la matriz A, regular
— A-l
y reemplazando en la segunda ecuacién X por su valor tenemos
_ -1
Ay = AyAfAp
La matriz A, podemos expresarla

Aqq

A Al @A Ay

1

Ay
denominemos

B = t(Au Ay, C= (A Ap)

la matriz A puede expresarse: A = B.Aill.C

El rango de la matriz B coincide con el niimero de sus columnas, luego admi-
tird una inversa a la izquierda B;! = (‘B.B)!.!B. El rango de la matriz C coin-

cide con el numero de sus filas, por tanto admitird una inversa a la derecha
C{ = tc.(c.loyl.

La matriz C&l.A“.B;l verifica las cuatro propiedades (1), (2), (3) y (4) con
respecto a la matriz A, por tanto, es la inversa de Penrose de A. En efecto

A.C{.A;.Bl.A = B.AjL.C.C].A;.B;L.B.A]L.C = BAJL.C = A
(C{.A,-BD).A(CL.A,.B]l) = Cl.A;.B]L.B.A}|.C.C{.A|.B;! = C.A,.B;!
YCd.A[;.BiL.A) = {CJ.A,,.B;l.B.A{L.C) = YC{.C) que es una matriz simétrica.

YA.CJ.A|.B;)) = Y(B.Aj}.C.C{L.A,,.B;!) = '(B.B;!) que también es una ma-
triz simétrica.
En la aplicacién practica de este procedimiento, designaremos por:

— B, la matriz obtenida seleccionando las r columnas independientes de la
matriz A, sin modificar las filas.
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— C, se obtiene seleccionando las r filas independientes de la matriz A, sin
modificar las columnas.

— A/, se obtiene considerando los elementos comunes de By C, en el or-
den de las filas de C y las columnas de B. ’

Ejemplo. Sea la matriz

A =

— N
oS O O
O - O
NN

que tiene rango dos, tenemos de acuerdo con la proposicidn anterior:

tir 2 1 1 0 0 2 10
B = N C = , All =
010 2 01 5 2 1

la inversa de Penrose de A es:

1/2 -1/3 172

0 0 0
p=Cl.A.B! = 1 5/6 -1

0 1/6 0

Las proposiciones anteriores completan todas las posibilidades sobre la ma-
triz A, salvo el caso de que rg(A) = 0, en cuyo caso la inversa de Penrose es la
matriz nula. Por tanto, siempre podemos construir la inversa de Penrose de una
matriz cualquiera. »

Trataremos ahora de resolver el problema de la unicidad.

Proposicién. Dada una matriz A de coeficientes reales su inversa de Penrose
es unica.

Demostracion. Supongamos que la matriz A admite dos inversas de Penro-
se: P;, P,; evidentemente ambas matrices verificaran las condiciones (1), (2), (3)
y (4). Tenemos por tanto
= Pl.tpl.tA.th.tA = Pl.t(A.Pl).t(A.Pz) = Pl'A'Pl'A'PZ = Pl'A'PZ
P2 = P2.A.P2 = t(Pz.A).Pz = tA.t]‘)z.Pz = t(A.Pl.A).tpz.Pz B
= 'A.'P,'A'P,.P, = (P,.A).1(P,.A).P, = P|.A.P,, AP, = P.AP,

Luego P; = P,.
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3. La inversa de Penrose y los sistemas de ecuaciones lineales

Tratamos ahora de abordar el problema de la resolucién de los sistemas de
ecuaciones lineales por medio de las inversas generalizadas, para lo cual es nece-
sario introducir el concepto de sistema consistente.

Definicidn. Sea A una matriz de coeficientes reales de m filas y n columnas,
donde generalmente m # n. El sistema de ecuaciones lineales A.x = y es consis-
tente si existe al menos un vector x, que satisface el sistema de ecuaciones lineales.

Proposicion. Sea A una matriz de coeficientes reales de n filas y m columnas
y A* una matriz de m filas y n columnas que verifica: A = A.A*.A. Entonces:

a) El sistema de ecuaciones lineales A.x = y es consistente si y solo si
AA*y =y

b) La solucién general de un sistema lineal consistente no homogéneo
AX =vyes -

Xx=A*ty + (I—A+.A)z )
donde z es un vector arbitrario.

Demostracion. Si A.x = y es consistente, exitird un vector x_ que satisface
el sistema, esto es, A.x, = y; multiplicando en esta expresién a la izquierda por
A.AT, tenemos

AAY Ax, = Ax, = AAty =y

Reciprocamente, si A.A*.y = vy, el sistema lineal A.x = y admite solucién,
basta considerar x, = A*.y
Probemos ahora la condlclén b. Puesto que el 51stema es consistente, tenemos

Ax = AAty+ (I —AT.A)z) = AAty=y

luego, x dado por (5) es la solucion general de un sistema de ecuaciones lineales
no homogéneo.

El reciproco de la condicion b de esta proposicion también se verifica, esto
es, toda solucion del sistema de ecuaciones lineales no homogéneo puede expre-
sarse como (5). Ya que si x verifica el sistema de ecuaciones, tenemos

y—Ax=0 -

donde multiplicando por A+ a la izquierda
Aty —AT Ax =0

y sumando y restando el vector x, tenemos

= Aty + I—At.A)x
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Observemos que en esta proposicidon se exige exclusivamente que la matriz
A verifique la primera condicidn exigida para las inversas de Penrose, por tan-
to la proposicidén se verifica también si en vez de considerar la matriz A* consi-
deramos la matriz P, inversa de Penrose de la matriz A.

Proposicion. La solucion de un sistema de ecuaciones lineales no homogé-
neo consistente A.x = y es tnica si y sélo si P.A = I, donde P es la inversa de
Penrose de A.

Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos, que la solucion general
del sistema consistente, considerando la matriz P, es

x=Py+ (I—P.A)zZ

si P.A = I, tenemos x = P.y que evidentemente es tinica.

Observemos que la condiciéon P.A = I se verifica si y sélo si rg(A) = n lo
que equivale a la condicién establecida por Frobenius para la existencia de una
unica solucion, ya que una de las hip6tesis de esta proposicién es que el sistema
de ecuaciones lineales sea consistente.

Consideremos ahora un (posible) sistema inconsistente, la inversa de Penro-
se nos permite encontrar una solucién aproximada x del sistema de ecuaciones
lineales no homogéneo, en el sentido de que minimiza la funcién

Fx) = YAx — y).(Ax — )

donde r(x,) = A.x, — y seria el error que cometeriamos por considerar a x,
como solucion del sistema.

Proposicion. Sea A.x = y un (posible) sistema inconsistente. El vector
X, = P.y, donde P es la inversa de Penrose de la matriz A, verifica las dos con-
diciones siguientes:

a) x, minimiza la funcidn real de n variables reales F(x).
b) x, es el Unico vector que verifica

XXy < XX
para todo vector x que minimice la funcién F(x).
Demostracion. La condicion necesaria de primer orden para que la funcién
Fx) = YAx — y).(Ax — )
admita un 6ptimo, es que el gradiente se anule:
VFx) = 0 ='A.(Ax—y) =0 ©6)

el vector x, = P.y verifica la ecuacién (6), ya que
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'A.(A.P.y — y) = ‘A.({A.P).y — y) = {A.P.A).y — Ay — 'Ay = 0

La condicion suficiente para minimo, se verifica si la matriz hessiana es (se-
mi) definida positiva; en nuestro caso, la matriz hessiana es 'A.A que es al me-
nos semidefinida positiva.

Por tanto el vector x, = P.y minimiza la funcién F(x) y el valor que dicha
funcién alcanza en x, es: i

F(x)) = 'y.(I — A.P).y

Observemos que para probar la primera parte de esta proposicion hemos ne-
cesitado exclusivamente que la matriz P verifique las condiciones Y(A.P) = A.P ;
A.P.A = A.
El vector x, no es el tnico que minimiza la funcién F(x). Si el vector x;,
X, # X,, también minimiza la funcién F(x), tendra que verificar también las con-
diciones necesarias de 6ptimo siendo entonces solucion del sistema tA.A.x = 'A.y.
La solucion general de este sistema viene dada por

x =P.Ay + I—PlAA)z @)

donde P’ es la inversa de Penrose de tA.A. Mediante un sencillo cdlculo se de-
muestra que

P’ = P.'P
por lo que la expresion (7) se transforma en

x=Py+ (I—PA)z (8)
El vector x, = P.y + (I — P.A).z con z # 0, ya que X, £ X .

Consideramos

%} .x, = YP.y).P.y) + (I —P.A)2).(1 — P.A).2) = 'x,.x, +
+ Y(I — P.A).2).(0 — P.A).2)
Luego

%) X, — %%, = {1 — P.A).2).(01 — P.A).2) > 0
c.q.d.

Proposicién. Si G es una matriz tal que x, = G.y verifica

Xo-Xy € XX
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para todo x # X, que minimice la funcién F(x). Entonces la matriz G es la inver-
sa de Penrose de la matriz A.

Demostracidn. Si x, = G.y verifica F(x,)) = F(x) para todo x de R, x, ve-
rificard las condiciones necesarias de primer orden, esto es, se verifica

'AAx, —y) = 0 = 'A(AGy—y) = 0='AAG—Dy =0
si esta ultima igualdad se ha de verificar para cualquier vector y, tenemos
'AAG—D =0 8
multiplicando (8) por 'G a la izquierda, éenemos

YA.G).A.G = YA.G)

donde tomando traspuestas:

Y{A.G).A.G = A.G = {A.Q)
luego, la matriz A.G es simétrica.
Si consideramos (8) y tomamos transpuestas, tenemos
YA.G).A = A

como la matriz (A.G) es simétrica, tenemos: A.G.A = A

Luego, hemos probado que la matriz G verifica las condiciones (1) y (3) de
la inversa de Penrose.

La condicién 'x.x, <'x.x para todo x # x,, que minimice F(x) obligard a
que la matriz G verifique las otras dos condiciones (2) y (4). En efecto, como la
matriz G verifica las condiciones (1) y (3) de la inversa de Penrose, toda solucién
del sistema de ecuaciones lineales consistente 'A.A.x = !A.y podrd expresarse

x =Gy + (I—G.A).z
siz # 0, entonces x # x, = G.y. Tenemos
xx = Gy + I — G.A).2).(Gy + I — G.A).2) =
=%,x, + 'v.'G.0 — G.A).z + 2.0 — G.A).G.y + {0 — G.A)z)(1 — G.A)z
sifxx — %%, 0 0 =
tytg.I — G.A).z + I — G.A).Gy + {01 — G.A).2).d — G.A).z> 0

como esta desigualdad se ha de verificar para todo vector y y z, solamente se veri-
ficara si

'G.I—-G.A) =0 : 9



308 M? Dolores Soto Torres

Multiplicando (9) a la izquierda por 'A, tenemos

YG.A) = {G.A).G.A = G.A
por tanto la matriz G.A es simétrica.

Por (9): 'G = 'G.G.A, donde tomando traspuestas y sabiendo que la matriz
G.A es simétrica, tenemos

G =GAG

Asi pues, la matriz G es la inversa de Penrose de la matriz A.

4. Conclusiones

Dada una matriz A de m filas y n columnas, podemos asociarla diferentes
matrices G que constituyen el conjunto de inversas generalizadas de la matriz A,
segin que tales matrices G verifiquen las condiciones (1), (1) y (3) o (1), (2), B) y (4.

Si exclusivamente se verifica A.G.A. = A, hemos probado que a partir de
G podemos determinar si el sistema de ecuaciones A.x = y admite al menos una
solucidn, y si ésta existe, encontramos su expresion general.

Si se verifican las condiciones A.G.A. = Ay YA.G) = A.G, apartirde la
matriz G, hemos analizado cémo se construye un vector que minimiza la funcién
F(x) = YA.x — y).(A.x — y) y por tanto, si el sistema A.x = y es inconsistente,
estaremos minimizando 'r(x).r(x), donde r(x) es el error que cometemos al consi-
derar que x es la solucidn del sistema A.x = y.

La inversa de Penrose es la inversa generalizada que engloba a las demas;
hemos probado que ella nos permite caracterizar todos los problemas tratados
con las demés inversas generalizadas, ademas, nos determina cuando es unica la
solucién del sistema de ecuaciones lineales A.x = y y nos permite caracterizar
el vector que minimiza x.x entre todos los vectores que minimizan la funcién F(x).
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