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Resumen

El articulo se centra en encontrar la solucién analitica de la ecuacidén de Richards, usada para modelar el
movimiento del agua en un medio poroso no saturado y para restringir el estudio a la circulacién vertical
descendente del fluido, con fuentes de humedad nulasy difusividad constante en el suelo. Se empled la relaciéon
constitutiva de Gardner. Los resultados arrojados muestran que empleando la relacién de Gardner se consigue
una solucién para el contenido de humedad en el suelo de tipo exponencial, tanto en la componente espacial
como en la temporal y dependiente del autovalor vy, el cual restringe las soluciones particulares del modelo de
Gardner a un conjunto determinado de valores.

Palabras clave: infiltracion, movimiento del agua, medio poroso, permeabilidad.

Abstract

The main objective of this research was to find the analytical solution of the Richards equation, which is used to
model the movement of water in an unsaturated porous medium, restricting the study to the downward vertical
circulation of the fluid, with sources of moisture null and constant diffusivity in the soil. The results indicate that
using Gardner's relationship, a solution for the moisture content in the soil of an exponential type is achieved,
both in the spatial and temporal component, reliant on the self-value, which restricts the particular solutions
from Gardner's model to a certain set of values. The main objective of this work was to find the analytical
solution of the Richards equation, which is used to model the movement of water in an unsaturated porous
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medium, restricting the study to the downward vertical circulation of the fluid, with sources of moisture null and
constant diffusivity in the soil. The constitutive relationship of Gardner was used. The results show that, using the
Gardner relationship, a solution for the moisture content in the soil of an exponential type is achieved, both in
the spatial and temporal component and dependent on the self-value y, which restricts the particular solutions
from the Gardner model to a certain set of values.

Keywords: infiltration, permeability, porous medium. water movement.

Introduccién

Al flujo de agua en el suelo lo regulan una serie de factores fisicos, entre los cuales se destacan
la gravedad, la permeabilidad del suelo, la humedad, la densidad y la viscosidad del agua.
Determinar el movimiento del agua en el suelo es importante, dado que asi se establece con
precision la capacidad de agua disponible para los cultivos [1], la capacidad de recarga de un
acuifero [2] y los riesgos de lixiviacion e inundacion [3]. Ello permitird una adecuada planificacion
y disefo de las obras de riego y mitigar los problemas de contaminacién de acuiferos.

El movimiento de agua y otros fluidos en el suelo es regido por la Ley de Darcy [4],y partir de ella
se han desarrollado ecuaciones como la de Richards [5], que se puede resolver matematicamente
mediante modelos como el de Gardner [6] y Brooks-Corey [7], cuyo propdsito es que a travésde la
modelizacidn matematica se realice una estimacion éptima de los parametros hidrolégicos del
suelo. No obstante, las soluciones analiticas no han sido precisas, por lo que los valores obtenidos
no describen adecuadamente el flujo de agua en el suelo. La necesidad de encontrar modelos
matematicos para estimar los parametros hidrolégicos del suelo radica es que los métodos de
campo (p. €], los infiltrémetros) o los de laboratorios (p. ej., los permeametros) presentan una
alta variabilidad, y no son confiables los resultados.

El suelo y el agua son dos recursos fundamentales en las ciencias agricolas y en otras muchas
especialidades [8]. Estructuralmente, los suelos constituyen un medio particulado y poroso, que
se define como un material conformado por una parte sélida o matriz y unos espacios o poros,
los cuales pueden ser ocupados por una o varias fases de fluido, ya sean liquidas o gaseosas [9].
Al estar en la superficie del suelo, el agua infiltra hacia su interior y ocupa las cavidades
intersticiales obligadas por fuerzas de distintas naturaleza, intensidad y direcciéon. El movimiento
del agua en el suelo ocurre en el caso saturado y en el no saturado. El flujo de agua en un suelo
no saturado es el que ocurre sujeto a cualquier condiciéon de humedad menor a la de saturacion.
En la fase liguida de un suelo no saturado, tanto el agua como el aire se movilizan por la influencia
de los potenciales presentes en este medio. Se admite que el flujo no saturado lo describe la
Ley de Darcy, con la diferencia de que la conductividad hidraulica no saturada es inconstante
Yy que varia, predominantemente, en funcién de la humedad y, en consecuencia, de la succién
matricial [10].

La conductividad hidraulica (Ks) representa la mayor o la menor facilidad con que un medio
poroso permite el paso de un fluido a través de este por unidad de area transversal a la direccidn
del flujo. Puede expresarse bajo condiciones saturadas y no saturadas. Para el caso saturado,
la conductividad hidraulica se representa por un solo valor que se mide en condiciones de
saturacion maxima del suelo.
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Para el caso no saturado, la conductividad hidraulica varia con el contenido de humedad. No
depende de la presidon de succidén, sino del contenido de humedad [11], y es también funcién de
las caracteristicas del fluido (viscosidad y peso especifico) y de las propiedades geométricas del
medio poroso [12]. Esta funcidon es altamente no lineal con el contenido de humedad, por lo que,
junto a las curvas de succién, introduce grandes complicaciones a la solucidn de la ecuaciéon de
Richards [13].

La conductividad hidraulica de un suelo no saturado varia con su contenido de humedad. A
medida que se infiltra el agua en el perfil del suelo, se llega a condiciones de saturacion en las
cuales estas adquieren un valor constante [14].

Matematicamente, la conductividad hidraulica se expresa como:

K=kpg/n caso saturado (1)
K=K(0) caso no saturado (2)

Donde: k es la permeabilidad intrinseca del suelo; n es la viscosidad del fluido; p es la densidad; g
es aceleracion de la gravedad y 6 es la humedad presente en el suelo.

Entre tanto, la difusividad se interpreta como la transferencia o desplazamiento de moléculas
individuales a través de un fluido por medio de los desplazamientos individuales y desordenados
de las moléculas, debido a una diferencia de concentraciones. La difusidn ocurre en sistemas
de fluidos estancados o en fluidos que se estan moviendo. Es un coeficiente relativo al
comportamiento de un suelo en relacidon con su capacidad para transmitir agua, la cual a su vez
depende las condiciones texturales del suelo y a su porosidad [15].

La conductividad (K) y la difusividad hidraulica (D) para un medio poroso no saturado se
relacionan por medio de la ecuacion (3):

D(®) = —K(6) dh/do (3)

El objetivo de investigacion fue desarrollar una solucién analitica, a través de la ecuacion de
Richards, mediante el modelo matematico de Gardner, a fin de desarrollar una propuesta que
describa de modo adecuado el flujo de agua en suelos no saturados y estime de manera precisa
los parametros hidrolégicos.

Metodologia

Para resolver la ecuacion de Richards se empled el modelo de Gardner, y previo a la demostracion
matematica y a la resolucion de la ecuacion se describen cada uno de estos modelos.
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1.1. Ecuacion de Richards y modelo de Gardner

1.1.1. Ecuacion de Richards

La ecuacion fue formulada por Richards [16], quien consolidd los aportes realizados por un grupo
importante de investigadores ligados al estudio de la fisica de suelos, formulando una teoria
macroscopica general relacionada con el movimiento del agua en un medio poroso no saturado.
La formulacién matematica de la ecuacién obtenida por Richards deriva de la combinacién de un
balance de masa sustentado en la ecuacién de continuidad y el principio fisico del momentum
expresado en la Ley de Darcy.

La teoria de Richards se puede formular en el marco de la moderna “teoria del continuo de
las mezclas”, a condicion de que se reconozca desde el principio la existencia de la separacion
del medio sdlido, del liquido y de la fase gaseosa [17]. Esta teoria rige la dindmica de un fluido
incomprensible que fluye en un medio poroso isotérmico, tridimensional, parcialmente saturado,
anisotrépico y heterogéneo.

El modelo matematico que dedujo Richards es una ecuacion diferencial en derivadas parciales,
parabdlicas y no lineales [18] que se expresa:

div(KTAA Vh)=00/0t+S, (4)

Doénde: K es la conductividad hidraulica; h es el potencial del agua en el suelo; t es el tiempo;
0 es la humedad presente en el suelo; TA es un tensor adimensional de segundo orden que
representa la naturaleza anisétropa del medio, y S_i es una fuente exterior.

1.1.2. Modelo de Gardner

Originalmente, laecuaciénde Gardner [6] se propuso paraevaluar el coeficiente de permeabilidad
en un suelo no saturado y también fue una de las primeras empleadas para representar la curva
caracteristica suelo-agua. Sin embargo, la forma matematica propuesta para la ecuacion de
conductividad se ha deducido para inferir el contenido de humedad en funcién de la succién
del suelo [18].

K=K_s exp[a_g (h-h_c)] (5)

exp(a_gh)=(0-6_r)/(6_s-0_r) (6)

Doénde: Ks es la conductividad hidraulica para el caso saturado; 6r es el contenido de agua
residual presente en el suelo; 0s es la razén entre el volumen de agua en el interior de los poros
del sueloy el volumen total de vacios.

h_es el valor relacionado con la presion de entrada de aire al suelo, y a esun valor que caracteriza
el tipo de suelo.
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1.2. Formulacion matematica

En la figura 1se muestran las condiciones utilizadas en el estudio.

_»Superficie del suelo (z=0)

Capa de agua

Estado transitorio }

‘ (eé
Estado estacionario ‘ _57—0

Figura 1. Esquema de las condiciones utilizadas en el estudio.

Sea ) c R3 el espacio donde se desarrolla la infiltracion del fluido y aQ) el entorno de Q. El
contenido de humedad en el suelo se define como 6(x_i,t), donde x_ieQ),coni=12,3yt>0.

El proceso de infiltracion del agua en un medio poroso no saturado se rige por la ecuacion de
Richards, la cual, como se dijo, deriva de la combinacion de la ley de conservacion de la masa y
del campo de velocidades calculado conforme a la Ley de Darcy [19].

En términos matematicos, la ley de conservacion de la masa se escribe como:
00/0t+Vq=0 (7)
Mientras que la Ley de Darcy expone que:
g=-kVH (8)

Al sustituir la ecuacion (6) en la (5) y desarrollando convenientemente, se obtiene la ecuacion:
div(KTAA Vh)=068/3t+S_i

Al expandir el primer miembro de esta ecuacion y teniendo en cuenta que el valor del potencial

en la zona no saturada se reduce a sus componentes matricial y gravitatoria, se consigue una
expresion para la ecuacion de Richards de la forma:

00/0t=0/(0x.) [K(TijA 6h/(6xj )+T.2)]-S, (9)
Al restringir el estudio a un movimiento del agua exclusivamente vertical (xi = xj) =z y sin fuentes
o sumideros (S = 0), se logra reducir el modelo de tres tridimensional a una dimensién, tal como

se observa al escribir la ecuacion (7):

00,/0t+d/9z (K-D 0/d7)=0
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Desarrollando la derivada parcial de z se consigue:

d00/0t-D (0 0)/(0z*)-0D/0z-00/0z+0dK/dz=0
Ahora:
0K/0z=dK/d06-00/0z

Entonces:
d0/0t-D (62 9)/(822 )-0D/0z-:00/0z+dK/d6-:00/9z=0 (10)

1.3. Solucién analitica

La ecuacion (10) es altamente no lineal, lo cual impide encontrarle una solucién exacta; entonces,
para resolver y encontrar un resultado analitico, se debe considerar el caso hipotético en el cual
la difusividad D sea del orden CO respecto a z, lo cual se basa en los bajos valores de difusividad
gue son de 0,005 m? s en suelos arcillosos y de 0,008 m? s-1 en suelos arenosos [20]. Dado que
los valores son extremadamente pequenos, se pueden asumir los valores de D como constantes
y asi eliminar la no linealidad de |la ecuaciéon como lo planted [21]. Asi, tenemos que:

dD/0z=0
Con lo que ecuacion (10) se reduce a:

00/0t-D (82 0) /(022 )+dK/d6-96/dz=0 (11)
De las ecuaciones (5) y (6) se consigue que:
K=K_s/exp(a_gh_c) ((8-8_r)/(8_s-6_r))
dK/de=w=K /exp(a,h,)(6,-6,) (12)
Al sustituir (12) en (11) se obtiene:
00/0t-D (82 0) /(022 )+w-20/9z=0 (13)

Sujeta a la condicién inicial:
0(z,0)=0

r

y a las condiciones de contorno de Dirichlet:

(00)=6,
8(1,t)=6,
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La solucién exacta de la ecuacion diferencial (13) tiene la forma:

8(z)=(8,-6)[1+(exp(wz/D)-1)/(1-exp(wl/D) )]exp(-yt)
+[(6_s-0_r)/(1-exp(wl/D) )][exp(wz/D)-1] +6_(14)

Desde el punto de vista practico, con la ecuacioén (14) se modela el flujo de agua u otro fluido en
el suelo, que tiene un comportamiento exponencial, siendo un flujo rapido en principio, hasta
alcanzar valores contantes cuando el suelo se ha saturado.

El modelado matematico permite la estimacion adecuada de parametros hidrolégicos como
infiltracion, riesgos de lixiviacion, y con ello se calcula la demanda hidrica de los cultivos [22], el
tiempo y frecuencia de riego [23], el riesgo de escurrimiento y erosiéon [24], asi como los riesgos
de lixiviacién de agroquimicos o hidrocarburos [25], en estudios de impacto ambiental.

Resultados y discusion

Para ejemplificar como se aplica la solucién analitica, se usé el modelo propuesto para evaluar
la ecuacion (14) en un suelo tipo franco-limoso, el cual presenta las caracteristicas mostradas en
la tabla .

Tabla 1. Caracteristicas hidrodinamicas del suelo tipo franco-limoso G.E.3 [16]

6

S

0

I

(04
g

K

S

h

C

D

0,396

0,131

0,0007

0,207

0

5

100

Las unidades de cada uno de estos elementos son:
[6.] =[6,]=cm?*cm?®

[ag ]=cm-

[K.]=cmh

[h. ]=[]=cm

[D] =cm? h”!

En el caso de la difusividad constante y el empleo de la relaciéon de Gardner, la solucién de la
ecuacion de Richards viene dada por la ecuacion (14). Considerando los posibles valores de vy, se

presentan los siguientes casos evaluados a continuacion:

Casol:y=0

Con esta condicion se consigue que:
0(zt)=6,
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Esta soluciéon es fisicamente inaceptable, ya que se puede interpretar como que no hubo
infiltracion del agua ubicada en |la capa superficial del suelo, y se debe recordar que la condicién
de contorno en la referencia z = O toma el valor 8(z=0)=0s. También se puede interpretar este
resultado como que si la capa superficial del suelo tuviese un valor nulo de 9, lo cual seria una
contradiccion a la condiciéon de partida impuesta para 6 en esta referencia.

Casoll:y<O

Tomando en consideracion que los valores de y sean negativos, tendriamos una solucién que
crece de modo exponencial. Ahora bien, como el caso estudiado se trata de un problema de
infiltracion de unliquido (en este casoagua) en el suelo, se espera que con el transcurrir del tiempo
el problema transitorio se convierta, a lo sumo, en uno estacionario en que el almacenamiento
del agua en las cavidades intersticiales del suelo alcance el valor limite de humedecimiento
saturado y no que este crezca de manera exponencial hacia el infinito.

Casolll:y>0

Para valores positivos de vy, el término exp(-yt) experimenta un decaimiento en su valor, lo
cual es indicativo de estar en presencia de una soluciéon fisica aceptable, pues describe el
comportamiento de un suelo no saturado, que se va humedeciendo rapidamente. Asi, los valores
de infiltracién y permeabilidad en los primeros minutos y en los primeros centimetros son altos,
pero cuando el espacio poroso pasa a una condicion saturada, estos valores se hacen constantes
y los potenciales de presion en el suelo tienden a O.

La figura 2 muestra el comportamiento del proceso de humedecimiento del suelo a medida
gue el agua se va posicionando de los poros al interior del suelo. La zona superior de la figura,
gue corresponde a la parte superficial del suelo y a sus estratos mas vecinos, se conoce como
zona de saturacién y transmision, la cual alcanza una profundidad de 80 cm, y a partir de esta
profundidad se inicia la admision del agua hacia las partes mas interiores del suelo, lo que lleva
a la saturacion de todo el espacio poros; mientras que la tension se hace practicamente nula.

HUMEDAD (cm¥cm?)

T
0 10 20 30 40 S0 6070 80 90 100

PROFUNDIDAD (cm)

Figura 2. Evolucion de la humedad en funcién de la profundidad para el modelo de Gardner cuandoy =1
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La otra zona corresponde a los ultimos 20 cm (figura 3), donde el contenido de humedad es
menor que el observado en la primera zona; pero que tiende a aumentar. Debido al proceso
de infiltracion, el tiempo considerado para la ocurrencia del proceso de humedecimiento en
ambas dos zonas fue de aproximadamente una hora.

HUMEDAD (cm-/cn)
0.1 0.2 0.3 0,4 0,5

-100
-200
-300
-400
-500+
-600

TENSION (cm)

-700
-800-

Figura 3. Evolucién de la tension en funcién de la humedad para el modelo de Gardner cuando y=0

La importancia de la determinacién mediante un modelo matematico se debe a que resultan
costosos los métodos por parametros hidroldgicos en campo [15]. Entre tanto, por medio de la
determinaciéon de la difusividad en condiciones controladas y de la formulaciéon de modelos
matematicos basados en la ecuacidén de Richards, se han hecho determinaciones precisas de
infiltracion [26], conductividad hidraulica [27] y sortividad [15], cuyos valores se usan para el
calculo con fines de sistemas de riego, movimiento de fluidos en el area de hidrocarburos y
riesgos de contaminacién por lixiviacion con agroquimicos.

Conclusiones

La ecuaciéon de Richards empleada para estimar la conductividad hidraulica en el suelo es una
funcion altamente no lineal, por lo que su solucién analitica solo puede conseguirse si se reduce
su no linealidad, imponiendo ciertas restricciones que idealicen, entre otras, las propiedades
fisicas y mecanicas del suelo infiltrado por el agua. Para ello se consideré que la difusividad
sea constante, lo cual permitié eliminar la no linealidad de la ecuacion de Richards y posibilitd
conseguirle una solucién exacta, con lo que se estimarian de manera precisa los pardmetros
hidrolégicos del suelo.

Al evaluar la ecuaciéon de Richards con el modelo para la conductividad hidraulica propuesto por
Gardner, y considerando un suelo con ciertas condiciones iniciales y de contorno, se obtuvo la
solucioén descrita por medio de la ecuacion (14).

Una solucién particular conseguida para la ecuaciéon (14) muestra que la respuesta para el

contenido de humedad en el suelo es de tipo exponencial, tanto en la componente espacial
como en la temporal.
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