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RESUMEN.—EI propdsito de este trabajo es mostrar cOmo conseguir, para una
empresa, determinar su politica conjunta de produccién y publicidad. El objetivo es
maximizar el valor actual del beneficio a lo largo del periodo infinito de decision,
sujeto a diversas restricciones. Las variables de estado son: nivel de inventario
(I(1)) y tasa de ventas (S(t)) y tasa de produccién (P(t)). Utilizando la Teoria del
Control Optimo obtenemos los controles optimales.

Utilizando las técnicas de estabilidad empleadas por Dockner, tenemos garantizada
estabilidad condicional.

1. Introduccion

Los planes de produccion y la estrategia de marketing son a menudo optimi-
zados independientemente, tom4ndose las decisiones de un sector como datos fi-
jos y conocidos para el otro. Sin embargo, hemos de tener en cuenta que la politica
publicitaria pretende generar demanda para los productos de la empresa en cues-
tién, mientras que la de produccién se concibe para alcanzar dicha demanda.

Por otra parte, la incorporacion de la estrategia publicitaria en la planifica-
ci6n de la produccion puede reducir costes globales e incrementar los beneficios
significativamente. Esfuerzos de promocién del producto durante periodos de ven-
tas escasas puede cambiarlos a periodos en auge, con lo que se suavizan las fluc-
tuaciones estacionales en produccién. En relacion con ello parece haber un nivel
minimo requerido antes de que el esfuerzo tenga cualquier efecto y un nivel donde
ocurre una saturacion. La evidencia también nos indica que el efecto publicitario



274 ‘R. Caballero F., M.C. Castrodeza y T. Gomez Niifiez

es acumulativo y que su influencia residual declinar4 con el tiempo a menos que el

esfuerzo sea continuado. Recientemente, los modelos elaborados ya incorporan la

interdependencia entre ambas é4reas.

En el presente trabajo se pretende determinar simultdneamente las politicas
6ptimas de produccién y publicidad mediante el empleo de las técnicas.de control
6ptimo.

En el 4rea de marketing, revisando los modelos més utilizados nos hemos en-
contrado con que existen basicamente dos grandes lincas:

a) Una debida a Nerlove-Arrow que trata la determinaci6n simultinea de las po-
liticas de precio y publicidad. Se basa en el hecho de que los gastos en publici-
dad de una empresa afectan a sus ventas presentes y futuras y, por tanto,
puede considerarse como una inversién que constituye una especie de capital
publicitario denominado usualmente «good-will».

b) Otra debida a Vidale-Wolfe que sera la que utilizaremos para recoger la res-
puesta de las ventas al esfuerzo publicitario. Suponen que la valoracién de las
ventas de un producto depende de:

1. Larespuesta a la publicidad que afecta a la proporcion de clientes potenciales.
2. Pérdida debida al olvido que actfia sobre los clientes con que ya cuenta la em-
presa. . o

En el 4rea de produccién, el principal ejemplo de un modelo de planificacién
de produccién e inventario considerado desde un punto de vista general (mé4s am-
plio que el HMMS y sus extensiones) es, en tiempo discreto, la versién de Klein-
dorfer y cols. (1975), en la que proponen y desarrollan un modelo general (KKTK)
que admite a la mayorfa de los demés como casos particulares del mismo. La ver-
sién en tiempo continuo fue llevada a cabo por Bensoussan-Hurst-Nasliind (1974).

Sin embargo, en el modelo integrado que nos ocupa, al pretender generalizar
los resultados del profesor Abad (1982) y estudiar la estabilidad del mismo me-
diante los criterios expresados por Dockner, abordaremos el 4rea de produccién
mediante funciones de coste genéricas. Su evolucién temporal es recogida por la
ecuaci6én del movimiento comfin a todos los modelos de produccién € inventario.

2. Especificacion del modelo

Consideremos una empresa que produce un bien homogéneo con el objeto de
satisfacer la demanda del mercado, la cual se estimula por otra parte, a través de la
politica publicitaria. T

Nuestro objetivo sera determinar en cada instante del tiempo una tasa de pro-
ducci6n y de gastos en publicidad de tal forma que el valor actual del beneficio
acumulado sea maximo.

En consecuencia, nuestro funcional objetivo es:
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g,lig; Foe™{S — () + CP(V) + K(P-Po)> + U(D)]} dt 0

sujeto a las siguientes restricciones:

I(t) = P(t) — S(t)/z. 1(0)=1Io )]
S(t) = aU(t) (1-S/M) —oS S(0) =So 3
0 =<Ul) <U 4)
0O < S(t) =M : %)
P()= O 6
I(t) =0 @)

Donde denotamos:

I(t): nivel de inventario en el instante t.

P(t): tasade produccion en el instante t.

S(t): tasa de ventas en el instante t.

U(t): gastos de publicidad en el instante t.

o: tasa de disminucién constante de las ventas.

a: tasa constante de respuesta a la publicidad.

M: nivel de saturacién del mercado para el producto.

U: nivel m4ximo de los gastos publicitarios que la empresa puede mantener.

r: factor de actualizacién, r=O.

k: coste unitario de desviaci6n del nivel de produccion respecto al deseado.

Po: nivel de produccién deseado.

z: precio constante de venta.

h(I(t): funcién que recoge el coste de inventario en el instante t. Diferenciable
para todo t. Creciente y convexa.

C(P(t)): coste de produccién en el instante t. Dos veces diferenciable y convexa.

La ecuacién (2) es la identidad produccién-inventario. Nos indica que la va-
riacion del nivel de inventario es igual a la diferencia entre la produccién y lo que
se vende.

La ecuaci6n (3) debida a Vidale-Wolfe (1957), nos muestra que la variacién
de la tasa de ventas, S, es proporcional a la intensidad del esfuerzo publicitario, U,
a la fraccién de clientes potenciales (1-S/M), menos el niimero de clientes que se
pierden debido al olvido, oS.

Por tanto, nuestro modelo, en tiempo continuo, posee dos variables de estado:
las tasas de inventario, I(t), y de demanda, S(t), y dos variables de control: la pro-
duccién, P(t), y los gastos en publicidad, U(t).

Su resoluci6n la abordaremos mediante el Principio del Maximo de Pontrya-
gin para modelos en tiempo continuo donde las variables de estado poseen restric-
ciones «puras», es decir, no aparece en ellas ninguna de las variables de control.
Sethi y Thompson (1981). Pitchford y Turnovsky (1977).
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3. Condiciones necesarias para el optimo

Como consecuencia del Principio del Méximo se obtienen dos grandes blo-
ques de condiciones. Uno de cllos, las ecuaciones principales, que forman un siste-
ma de ecuaciones diferenciales que incluye las que muestran el movimiento del
sistema y las que rigen el comportamiento de las variables de coestado asociadas a
aquellas.

El otro bloque viene marcado por la maximizaci6n de la funcién Hamiltonia-
na dentro del conjunto de trayectorias de control y de estado, el cual se encuentra
definido a partir de las restricciones del problema.

En nuestro caso en concreto tendremos que el problema de optimizacion sera
maximizar respecto de las variables de control, P, U, la funcién:

H (LS, w;, w,, P,U)) = S — h(I) — C(P) — k(P-Pp)% — U(t) + wi(t) [P(t)—

—S(t)/z] + w,(t) [aU(1-S/M) —sS] ®
Sujeta a:
O<sUW<T
O<S(t) =M
P(t) = O
au(1-S'M)—oS =0 siempreque  S(t) = O

—au(1-SM)+0S =2 O siempreque S(t) =M
— (P —S(t)/z) <O siempre que I{t) = O

Estas tres tltimas restricciones que no aparecen explicitamente en el modelo
son debidas a las restricciones sobre las variables de estado asegurandonos que
las trayectorias serdn admisibles.

En (8), w; y W, son las variables adjuntas asociadas a las restricciones (2) y (3) .
indicandonos, respectivamente, la contribucién marginal, en unidades monetarias
corrientes, al beneficio 6ptimo de la empresa debido a una pequeiia variacién en
los niveles de inventario y ventas en el instante t.

Para la resolucion de este problema tendremos que definir la funcién Lagran-
giana: _

LS, w,w, B3) =H — o, P + o, [U(t)-U] -

S ARy v s N T

donde los o; (i= 1, 2, 3) y los BJ.G 1, 2, 3) son los multiplicadores de Lagrange
asociados a cada una de las restricciones.

De otra parte tenemos el bloque de las ecuaciones principales:
w; =r1w; + I (10)
w,=1w, =1+ w,/z+w,@UM +0) +(B, — B,) QUM +0) — B 4z (11)

junto con (2) y (3)
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En consecuencia, nuestro problema se reduce a encontrar las trayectorias de
estado y control que satisfagan las siguientes condiciones necesarias:
A partir de la maximizaci6n de la hamiltoniana:

O = —Cp—2k(P-Py) +w, —a, — B, - (12
O =-1+w,a(1-SM) + a, - a3 + (B, — B;) a(1-S/M) (13)

Las condiciones de holgura complementaria:

oy P=0 (19)
o UWD -T0) =0 (15)
i U() =0 (16)
Debido a las restricciones que existen sobre las variables de estado, tenemos:

B, =0 B, (aU(1-SM) —¢S) =0 y B, 8$=0 a7

B, =0 B,(@U(1/SM) —6S) =0 y B, S-M)=0 (18):
B; =20 B3 (P(t) — S(t)/z2) = O y B3I1=0 19

y las ecuaciones (2), (3), (10) y (11).

4. Caracterizacion de las trayectorias éptimas

Analizando el hamiltoniano se observa que es lineal respecto de la variable U,
gastos publicitarios. Ello implica que el problema bajo consideracién es parcial-
mente singular.

A partir de lo cual y de la restricci6n (4) llegamos a:

U si H, >0
u@) = U* si H =0 (20)
(0] si H _O

donde U* denota la tasa singular de publicidad, que determinaremos posterior-
mente.

Por tanto, el camino optimal ser4 una combinacién de subarcos singulares (a
lo largo de los cuales H | se anula) y subarcos no singulares (a lo largo de los cuales
H,, es estrictamente positiva o negativa).

Para caracterizar las trayectorias 6ptimas dividiremos nuestro estudio en dos
partes, primero analizaremos el interior y luego la frontera de cada uno de los con-
juntos de oportunidades.

Vamos a examinar primero las condiciones necesarias en el interior, es decir:

0 < U <7, P(t) > O, O <S(t) <M e I(t) > O.
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Ello implica:
o = = 0y B1 =B2= B3

por (14), (15), (16), (17), (18),y (19).

Bajo estas condiciones, las ecuaciones canénicas son:

w; = 1w, + b (10.a)
Wy =1W, —1 + w,/z + w, (aU/M +0o) (11.a)
O = —-Cp -2k (P-Py) + w, (12.a)
O = -1+ w,a(1-SM) (13.a)

A partir de (12.a) obtenemos P* = P(w,) y de (13.a):

W @1)

a(1-S/M)

Indicandonos que la contribucién marginal al beneficio 6ptimo, consecuencia
de una variacién exégena de las ventas de-la empresa, es inversamente proporcio-
nal al efecto que una unidad de gasto publicitario origina sobre la parte de merca-
do que desconoce el producto.

Derivando (13.a),sustituyendo w, de (21), S de (3) y teniendo en cuenta
(11.a), podemos despejar w, :

o r

w *=2z[1- - ] ©(22)

a(1-S/M)? . a(1-S/M)

De lo que se desprende que a medida que disminuye el efecto que una unidad
de gasto publicitario origina sobre el sector de mercado que desconoce el produc-
to, la contribucién marginal al beneficio 6ptimo de la empresa, derivado de una va-
riacién exégena en el nivel de inventario, disminuye.

Derivando dos veces (13.a) y sustituyendo (3) obtenemos la tasa singular de
publicidad:

ZUWZ
r[1-wy/z-rtw, —
(1-s/M)
U* = +
aM (1-w,/z +o w,/ (1-SM)) |
, oW,
c(L+SM)[1-w/fz- —————— ]
(1+SM)

+ [a (1-S/M)JM [1- wy/z + g W, /(1-S/M)] -
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(rw; + PY)M

az (1-w,/z + w, /(1-S/M) (23)
Sustituyendp los valores de w*, y w*,

[o + r (1-S/M)][0S + Mr (1-SM)] +0 2
U* _ _
a(1-SM) 20+ r (1-S/M)] | (24)

M (1-SM)? (rz+b’)

z[2 0+ r (1-S/M)]
Por consiguiente (3) se convierte en:

Mr (1-S/M) [0 +1(1-S/M)] M(1-S/M)’ a(rz + )

[20 +r (1-S/M) z[20 +r (1-SM] (3.3)

A partir de esta expresi6bn podemos obtener el valor de S*. Posteriormente,
sustituyendo éste y P* en (2), determinariamos I*.

Se puede comprobar que se verifica la condicion de Legendre Clesbch gene-
ralizada para arcos singulares (Sethi y Thompson (1981)).

Las condiciones necesarias ya vistas son también suficientes ya que se verifi-
can:

(i) Las condiciones de transversalidad:

Lim e-rt w, (t) [{(t) - I(®)] = Oy Lim e™w, (t) [S(t) - S(®)] = 0

t->o1 t— o

siendo I(t) yS(t) cualesquiera otras trayectorias factibles.

G)  H°(LS,w,w,) = mixH (S, w,w, P, U)

(P.U)

es concavo en las variables de estado (I, S).

A partir de estas condiciones suficientes tenemos asegurado que la trayecto-
ria convergente al equilibrio es una soluci6n 6ptima (Arrow y Kurz, (1970)).

Puesto que el modelo desarrollado puede ser descompuesto en dos submode-
los, uno relativo al subsistema de produccién y otro al de marketing, teniendo este
iltimo una estructura semejante al estudiado por Sethi y Thompson (1981), pode-
mos apoyarnos en estos autores para suponer que la trayectoria 6ptima de publici-
dad, si So >S$* (So< S*), comenzar4 siendo ro singular U* = O (U* = U),
hasta que las ventas alcancen el 6ptimo, a partir de ahi U* = U.
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5. Anélisis de la estabilidad del modelo

El estudio de la estabilidad del modelo que nos ocupa no se puede realizar
mediante la técnica usual, cual es la de los planos de fase. La razon de ello es que
en este caso contamos con un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales, dos co-
rrespondientes a las variables de estado, variaci6n en las tasa de inventario y ven-
tas, y otras dos relativas a la variaci6n de las variables de coestado asociadas a
éstas respectivamente WY W,

Por ello este anilisis seria bastante complejo si no contdramos con los resulta-
dos obtenidos por Dockner (1984).

Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales que rigen el comporta-
miento del modelo:

w, = 1w, + b’}

aU

W, =1w,-1+ w/z + W, ( +0) : - (206)
) M
I=P-S/z

Mr (1-S/M)[ o + r(1-S/M)] M (1-SM)? a(rz+h)

[20+ r (1-SM)] z[20 + r (1-S/M)]

El punto de equilibrio de (26),1%,S %, wy ®, w2°° , se podra obtener igualan-
do las expresiones anteriores a cero, previa sustitucion de los resultados de maxi-
mizar la Hamiltoniana.

Esta politica constituye el 6ptimo a largo plazo para la empresa.

A partir de (26)

O -1/z P,*w, O
1A%, 8%,w®, %)= kh'm O O . O
h" (0] r (@)
: (0] (0] 1z r+(@UM) +¢
donde
Ma(1-SM)>

z[20 + r(1-S/M)]

De acuerdo con (12.a) y las condiciones impuestas a las funciones de coste, es
facil comprobar que detJ < O

Segtin Dockner (1984), si det J < O, uno de los valores propios de (26) tiene
parte real negativa y los tres restantes tienen parte real positiva. Existe estabilidad
condicional, en el sentido de que si las condiciones iniciales estan sobre la varie-
dad estable, la trayectoria 6ptima convergeré al estado de equilibrio.
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6. Analisis de los puntos frontera

A. Supongamos que O < U(t) < U,P()> O,eI(t)> O.
1. S()=M

En virtud de (14), (15), (16), (17), (18) y (19):

@ == =08 =B;=0,8,20y52 0

En tal caso L’; = -1 » O. Por tanto no existe 6ptimo en el interior del con-
junto de oportunidades y U*(t) = O

Sustituyendo en (3) tenemos que S{t) < O

Todo ello nos indica que una vez alcanzado el tope del mercado, el 6ptimo se-
ria no invertir en publicidad y seguidamente nuestras ventas empezarian a descen-
der. Con ello entrariamos de nuevo en el interior del conjunto.

2. Supongamos que S(t) = O
Por (14), (15), (16), (17), (18) y (19):
oy=a =0 =0,8, =p; =0,8, 20yS=20

Sustituyendo en (3),$ > OsiU > OyS = Osi U = O; es decir, si inverti-
mos en publicidad, nuestras ventas comenzarén a crecer, abandonando, por tanto
la frontera y si no lo hacemos nuestras ventas seguirdn siendo nulas.

B. Consideremos O< U(t) < U,1 < S(t) < M, P(t)> O eI(t) = O durante
algiin periodo de tiempo.

En esta situacién P(t) = S(t)/z y las condiciones necesarias para determinar
las trayectorias 6ptimas son (3.a), (25), (23), (21) y las condiciones de salto.

C. Por dltimo, supongamos O < U(t) < T, P(t) = 0,0 < S(t) < Mel(t)= O.

Por (14), (15), (16), (17), (18) y (19):

@ 20,0 =0y =0, =B, =B; = O

Sustituyendo en (2), I' = - S/z y las condiciones necesarias para determinar
las trayectorias 6ptimas son (3.a), (25), (23) y (21).

Conclusiones

Hemos abordado el problema de encontrar una politica 6ptima de produc-
ci6n y publicidad de manera simultdnea, mediante la aplicacién de las técnicas de
control 6ptimo a un modelo global que recoge ambos subsistemas empresariales.
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Se trata de un modelo con dos variables de estado y dos de control. Por consi-
guiente, el sistema que rige su evolucién temporal est4 formado por cuatro ecua-
ciones. Esta es la razén por la que el estudio de su estabilidad no se pueda realizar
de forma tradicional, cual es la de los planos de fase, sino que lo realizamos apli-
cando los resultados obtenidos por Dockner (1984).

A partir de ellos tenemos garantizada la estabilidad condicional, en el sentido
de que si los valores iniciales de las variables de estado est4n sobre la variedad que
converge al equilibrio, nuestro modelo es estable.

Asimismo, hemos realizado un estudio para los puntos fronteras del conjunto
de oportunidades del modelo considerado.
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