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RESUMEN.— En este trabajo, tratamos de desarrollar un modelo finan-
ciero dinámico de una empresa de tipo gerencial en un contexto marginalista con
el fin de obtener alguna visión respecto al comportamiento financiero dinámico
de tal empresa, pues su comportamiento puede diferir de aquellas empresas cu-
yo objetivo es el de optimizar sus beneficios. El modelo considerado se estudia
en un contexto teórico de control óptimo.

1. Introducción

La idoneidad de una regla de decisión empresarial solamente puede ser valo-
rada cuando se conozca de forma concreta el objetivo que pretende la empresa.
Empiricamente, se ha podido observar que algunas empresas establecen sus obje-
tivos en función de sus ventas o valor en el mercado de sus acciones, mientras
que otras, tienen particularmente en cuenta sus beneficios. También se conside-
ran con frecuencia como objetivos de la empresa, la seguridad y la supervivencia.
Ahora bien, la evidencia empirica muestra que la mayor parte de las empresas
tienen fines multidimensionales, por ejemplo:

— Optimización del beneficio, para el caso de certidumbre.
— Optimización de la esperanza matemática del beneficio, donde se tiene

en cuenta la incertidumbre pero no el riesgo.
— Optimización del valor de mercado de las acciones, como sustitución de

la optimización del beneficio.
— Supervivencia. Seguridad, minimizando la probabilidad de que las ganan-

cias desciendan por debajo de una cota inferior.
— Satisfacer más bien que maximizar, lo cual ha suministrado una buena

descripción de la decisión real realizando procesos en empresas especificas.
— Consideraciones de agencia. Motivación de la dirección o gerencia, naci-

da de separar la dirección de la empresa de los propietarios de la misma. La dele-
gación de los propietarios en los Directores o Gerentes a la hora de decidir, ha
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dado lugar a lo que se llama «teoría de la agencia», que se refiere a los conflictos
potenciales de intereses entre los accionistas de fuera y la dirección o gerencia de
la empresa. Los tres tipos más importantes de conflictos potenciales son los
siguientes:

• La Gerencia, puede utilizar recursos para proporcionarse «emolumen-
tos» (billetes de la mejor clase, etc.) que no son del interés de los accionistas.

• La Dirección puede considerar un horizonte temporal de menos ampli-
tud que los accionistas.

• La Dirección y los propietarios pueden diferir en lo relativo a la valo-
ración del riesgo de las diversas actividades realizadas por la empresa.

En este trabajo, tratamos de desarrollar un modelo financiero dinárnico de
una empresa de tipo «gerencial» en un contexto de tipo marginalista, en orden
a obtener alguna visión del comportamiento financiero dinámico de tal tipo de
empresa y observar que su comportamiento puede diferir del de una empresa cu-
yo objetivo es optimizar su beneficio.

Una característica fundamental del modelo financiero dinámico de la empresa
estudiado, es que el objetivo de la empresa de tipo gerencial, es una función lineal
del valor de las acciones propias y de las ventas a largo plazo, donde se considera
relativamente pequerio el peso que tienen las ventas a largo plazo en la función
objetivo, lo cual no significa una hipótesis demasiado restrictiva.

Los factores que limitan el crecimiento de la empresa en el modelo estudia-
do, suponemos tienen un coste de intereses creciente y rendimientos de, capital
de las operaciones decrecientes.

El modelo se estudia en un contexto teórico de control óptimo, donde se dis-
tinguen dos tipos de variables: variables de estado y variables de control. Las pri-
meras, describen el estado del sistema en cada instante, mientras que las variables
de control se utilizan para conducir el estado del sistema hacia el objetivo desea-
do. Se discute el multiplicador lagrangiano dinámico mediante la ecuación de tran-
sición dinámica de equidad. Se le da una interpretación económica al multiplica-
dor como el valor obtenido en el óptimo de una unidad monetaria (u.m.) de capi-
tal propio (acciones ordinarias). Esta interpretación económica, es una razón in-
teresante para utilizar el método de la Teoría del Control Optimo y, por tanto,
el Principio del Máximo de Pontryagin.

2. Modelo Financiero Dinámico de una Empresa Gerencial

Podríamos considerar como función objetivo dinámica adecuada para una
empresa gerencial, la función de utilidad siguiente:

Max U (P, V i )	 (1)

donde
P, es el valor de la acción ordinaria.

es el valor actual de las ventas.
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Por otra parte, podemos expresar el valor de la acción de la empresa P, co-
mo el valor actual de los dividendos futuros más el valor contable final del capital
propio, de la forma:

P =f
T -8 t

e ' d(t) dt + V(t) e
-8

1
T

o

donde,
d(t), son los dividendos.
i i , el tanto de capitalización para los dividendos.
6, el tanto instantáneo de capitalización equivalente al i i anual.
V(t), valor contable (de reventa) del activo propiedad de la empresa.
T, el intervalo de tiempo total considerado.
t, la variable tiempo.
Además, podemos expresar el valor actual de las ventas V 1 , de la forma

siguiente:

V
 i=f

T 
e

-8
2 
t 

r(t) dt
o

donde,
r(t), son las ventas en cada momento, o bien, los ingresos brutos.
82, es el tanto instantáneo de capitalización asociado a las ventas.
Mediante la expresión (1) como función objetivo de la empresa, es concebi-

ble que la función de utilidad U, pueda optimizarse durante un periodo T aunque
los dividendos d(t) sean negativos en alg ŭn momento. Por tal motivo, procede
introducir una condición de minimo respecto a los dividendos en cada momento.

En general, la empresa se enfrenta periódicamente con los tres problemas
siguientes:

El primero, se refiere a la decisión de inversión, cuánto debe invertir la em-
presa. El segundo, está relacionado con la retención y politica de dividendos, có-
mo debe distribuir la empresa los beneficios. Por ŭltimo, la empresa se enfrenta
con el problema de la politica de financiación, en qué proporción la empresa de-
be utilizar capital prestado.

Si la empresa decide distribuir grandes dividendos a corto plazo, entonces
dispondrá de menos posibilidades para invertir en la empresa y los beneficios a
largo plazo, serán menores. En tal situación, la empresa podria pedir prestado,
pero como crecería el endeudamiento, el tanto de interés subiria y los costes de
los intereses ascenderian demasiado. Por tanto, el problema reside en tratar de
obtener los óptimos de la inversión y de la deuda, en el sentido de ser los más
adecuados respecto a los objetivos propuestos.

En este orden de ideas, vamos a considerar un modelo en base a las siguien-
tes hipótesis:

1. Las inversiones y los dividendos se financian mediante ganancias reteni-
das, o bien, mediante créditos, manteniéndose constante el capital en acciones.

2. Los beneficios antes de la depreciación, intereses e impuestos, es una fun-
ción cóncava respecto al capital.

(2)

(3)
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3. Los dividendos están condicionados, de modo que ascienden, al menos,
a un cierto porcentaje del beneficio tras del impuesto.

4. Los beneficios son proporcionales a los ingresos por ventas.
5. El tanto de interés medio sobre la deuda es una función no decreciente

del endeudamiento financiero de la empresa.
6. El capital circulante neto es nulo.
7. La función objetivo de utilidad es lineal.
8. Se supone coinciden los tantos de descuento asociados a los dividendos

y a las ventas.
9. Se supone que el tanto de descuento es exógenamente dado.

10. La empresa inicialmente posee un capital propio dado.
11. No se da entrada en el modelo al posible progreso técnico.
Teniendo en cuenta la hipótesis 7 respecto a la función objetivo, podríamos

expresar la función de utilidad bajo la forma:

U (13 1 V i) = (14-3) • P +13 V i	 (4)

donde 13, es el factor de ponderación, tal que 0 5.13 < 1.
Entonces, la función objetivo del modelo que proponemos sería:

Max U (P i Vi ) =f 
T 

[(1 - 13) dt + 13V 1 (t)]e-8tdt+(1 -13) R(T)e-iT 	(5)

donde, de acuerdo con la hipótesis 8, i 1 = i2 = i = tanto de capitalización comŭn.
En base a la hipótesis 1, no emisión de acciones nuevas, la variación del capi-

tal propio como relación contable, coincide con el beneficio neto menos los divi-
dendos, por tanto

dR(t) 
dt	 — ( 1-T) [b(c) - i'A-aC)] - d

donde
R(t), es el activo propio, en el valor de reventa.
T, es el tanto de imposición sobre la renta.
b(C), es el beneficio de explotación antes de la depreciación, intereses e im-

puestos.
C, es el capital, acciones ordinarias más la deuda.

es el tanto de interés sobre la deuda.
á, es la deuda.
a, es el tanto de depreciación del capital.
d, son los dividendos.
La función beneficio de explotación b(C) de la (6), por la hipótesis 2, es cón-

cava, luego

b'(C)>0 (7)	 y	 b(C)0 (8)

Usamos las variables C y á, como variables, en lugar del precio de produc-
ción y la cantidad, como en la tradicional teoría de precios.

(6)



(16)

tenemos,

C = n. (15)
1

á =	 R(t)
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El beneficio neto de la (6), es igual al beneficio de explotación f(C) menos
los costes por intereses de la deuda iå, menos la depreciación del capital aC,
menos los impuestos, T [b(c)-P A-aq.

Para simplificar la (6), damos entrada a la nueva variable

	

g – 
dR(t)

+ (I-T) (i'á+aC)	 (9)dt

que expresa, en términos económicos, las ganancias retenidas, más el coste de los
intereses después del impuesto y la depreciación después del impuesto.

Teniendo en cuenta la (9) en la (6), la expresión para los dividendos sería:

d = (I-T) • b(C) = g	 (10)

En base a la hipótesis 5, se puede expresar el tanto de interés sobre la deuda
de la forma siguiente:

di 	 d2(1') 
= i'(m), donde —

d1 
>0 y	 >0	 (11)

d12
donde 1, es el endeudamiento, o bien, la relación de la deuda con respecto al
capital.

De acuerdo con la hipótesis 10, la empresa tiene inicialmente un capital pro-
pio dado, es decir

R(0) = Ro = constante 	 (12)

Entonces, mediante la Teoría de Control, podemos estudiar el comportamien-
to de la empresa en función de la variable auxiliar de inversión g y la variable
de endeudamiento 1 y ver como varía el capital propio de la empresa R(t) con res-
pecto a estas variables. Para ello, juegan el papel de variables de control, la varia-
ble de inversión g y la variable de endeudamiento 1 y como variable de estado,
la variable asociada al capital propio R(t).

Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones siguientes:

C = R(0+ á (13)	 y	 á = 1 • C	 (14)

Dando entrada a estas relaciones en la (13), obtenemos la ecuación de estado
siguiente:

– g-(1-T) • D(I)
dt

donde

a +P(1).1 
D(I) –

1-1

es la depreciación y el coste de intereses por u.m. de capital propio.

d R(t) (17)

(18)
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Suponiendo que los ingresos por ventas son proporcionales al beneficio de
explotación, de acuerdo con la hipótesis 4:

V(t) = y • b(C)	 (19)

donde, el parámetro y 1.
Dando entrada a la expresión de los dividendos e ingresos por ventas en la

función objetivo (5), se obtiene:

U (1,g,R) =f o [It b(C)-0-g] e-8t dt + O.R(t)

donde, por definición

R(t)
C=

1-1

= ( 1 -13) ( 1 -T)-F	(22)

t9 =	 (23)

3. Relaciones relativas al endeudamiento y a los dividendos

Suponiendo que la empresa precisa de cierto capital propio, es decir,

l< 1	 (24)

y que la deuda total es positiva o nula, pero no negativa, es decir,

1 0 (25)

ya que una empresa con una deuda negativa supondria una empresa con todo ca-
pital propio, con no solamente activos productivos representados por C, sino tam-
bién, con activos puramente financieros (-A) que generarian un tanto de rendi-
miento

La condición relativa a los dividendos de acuerdo con la hipótesis 3, nos in-
dica que

d (1-p) (1-T) b(C)	 (26)

donde p, es el factor de retención y cumple con 0( p 1.
Esta es una condición relativa a los dividendos basada en el beneficio bruto

y no en el beneficio neto.
El problema de qué tipo de dividendo se debe distribuir es una cuestión em-

pirica. No obstante, es posible una condición relativa a los dividendos basada en
el beneficio bruto considerando que las empresas pueden continuar pagando di-
videndos, al menos, a corto plazo aŭn teniendo una pérdida neta. De la (10) y
la (26), se tiene la condición relativa a los dividendos siguiente:

(20)

(21)
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p(1-T).b(c)-g � 0	 (27)

4. Optimización dinámica del modelo propuesto

Podemos expresar el modelo de la forma siguiente:

Max U [1,g,R(t)] 	 (28)

dt (ecuación de estado)

p(1-T).b( —
1-1 

-g 0 (condición de dividendos)
R(t)

(condición de endeudamiento)
R(0) = Ro = (capital propio inicial)

donde, las variables de endeudamiento 1, de inversión interna y coste de los inte-
reses g, son variables de control y R(t) es la variable de estado.

Para obtener las condiciones necesarias de óptimo en el modelo financiero
dinámico de la empresa propuesta, utilizamos el Principio del Máximo de Pontr-
yagin, de tal forma que la Lagrangiana dinámica en este caso, sería:

Leit = b R(t_(	
R(t)

.	 ir	 — .61.g+0(0[g-(1-T)D(1)R(01+X.1(t) p(1-T)b — -g +1. 2(t)1 (33)
1-1	 1-1

donde 0(t), es una variable adjunta que representa el valor en cada instante de
una u.m. de capital propio introducida en el proceso productivo y l i (t) y X2(t)
son los correspondientes multiplicadores de Lagrange.

Las condiciones necesarias de óptimo serían:

8L
8g 

= 0 (34) = 0 (39)

6L
81	

= 0 (35) 0(t) = (40)

8L	 d
= -	

.
 —

8R	 dt
(36) R(0) = Ro (41)

8L	 dR(t)
(37) 1. 1 (t) � 0 (42)80	 dt

(R(t)
)-g]I i (t{p(1-T)b = 0 (38) X2(0 �.0 (43)

Sistema de 6 ecuaciones (34) a (39) con las 6 incógnitas g(t), 1(t), R(t), 0(t),
li(t) y 12(t).

Para las dos ecuaciones diferenciales de primer orden (36) y (37), los valores
inicial y final (40) y (41), determinan un problema de dos valores frontera.

dR(t)
– g-(1-T)-1)(1) (29)

(30)

(31)

(32)
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Puesto que la Lagrangiana dinámica es lineal en la variable de control g no
acotada por límites fijos, ponemos de coeficiente 0 para g en la Lagrangiana co-
mo en la (34). También suponemos que la variable de estado R(t) sea continua
en orden a excluir infinitos valores para la g en la (29).

5. Estudio de las diversas políticas posibles

Teniendo en cuenta las relaciones (38) y (39), se pueden considerar 4 posibles
políticas para la empresa

Política I: > 0 y X2 = 0
Dividendos mínimos. Financiación mediante deuda.
Política II:	 > 0 y 1 = 0
Dividendos mínimos. Todo el capital de la empresa propio.
Política III:	 = 0 y 12 = 0
Dividendos libres. Financiación mediante deuda.
Política IV: 1 1 = 0 y I = 0
Dividendos libres. Todo el capital de la empresa propio.
Para estudiar las diversas políticas posibles, procede hacer previamente al-

gunas transformaciones en las condiciones necesarias (34) a (37) para obtener las
siguientes relaciones:

8L	 8L
(44)—8g = 0	 8R = °	

(46)

8L	 8L
81 = °	

(45)	 —89 = 0	 (47)

Eliminando 1, 1 y g entre las (44), (45) y (46), obtenemos

d0(t)1-1
[1-(1-T) (P1) 110(t)+ X2

dt

y eliminando k i de la (44) y (45), obtenemos

0(t) = 0(1,R,I2)

Ahora, podemos estudiar las diversas políticas propuestas.

5.1. Política Dividendos mínimos. Financiación con deuda

La condición > 0, implica de la (38) que

g = p(1-T) b GI
R

Por tanto, de la

(48)

(49)

dR(t)	 (R(t)
— (1-T) [pb —

1-1 
-D(1)- R(t)]

dt
(50)
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con	 = 0 y teniendo en cuenta la (48), obtenemos

c10(t)	 .
= [1 -(1 -t) (i'01].0(t)

dt

En un aspecto económico, de la (51), la variable adjunta O es una función
exponencial respecto al tiempo con exponente no-lineal y de la (40) el valor final
de O es Y. Por tanto, tenemos

0(t)>0 (52)

lo cual quiere decir que el valor en cada momento de cada u.m. introducida en
el proceso productivo es positivo.

Por otra parte, la (42) y (44) implican que en un óptimo

0(t) (53)

es decir, en el caso de optimización del beneficio f3 = 0 y Y = 1, el valor en cada
instante de una u.m. de capital propio de la empresa es, al menos, una u.m..

En el caso gerenciall3>0, el valor en cada momento de una u.m. de capital
propio introducido en el proceso productivo necesita solamente ser mayor que
algo menos que la unidad (b) de la (53), debido a que otras u.m., por ejemplo,
de deuda, también tienen de valor para la empresa gerencial pues incrementan
la dimensión de la función objetivo de la empresa.

Para una política óptima del tipo I, conviene considerar la condición esta-
blecida en la (53).

La condición necesaria establecida en la (51), implica que

dOi(t)

(1-T) (i'm). = - — , donde 0 1 (t) = 0(t)e-Öt	(54)
01

y 8 1 (t), es el valor en el momento t = 0 de una u.m. adicional de capital propio
de la empresa introducida en el proceso productivo en el momento t. Es decir,
la (54) implica que en el óptimo el coste medio marginal después de impuestos
del capital pedido prestado con respecto al endeudamiento es igual a la deprecia-
ción relativa del valor de una u.m. de capital propio introducida en el proceso
productivo de la empresa.

5.2. Política 11. Dividendos mínimos. Empresa con todo el capital propio

Teniendo en cuenta que en este caso 1.1 > 0 y 1 = 0 (55) y la (38), obtenemos:

g = p(1 -T).b[R(t)]

y, por tanto, de la (47) y (55), se deduce que

dR(t)

(51)

– (1-T) [pb R(t)-á-R(t)]
dt

(56)

(57)

Io cual nos permite resolver explícitamente este tipo de política.
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5.3. Política 111. Dividendos libres. Financiación de la deuda

Teniendo en cuenta que en este caso 1 1 = 0 y 12 = 0 y mediante la (44) y
(48), obtenemos

= t9	 (58)

i = (1-t)
dl

En este caso, se obtiene un equilibrio estacionario de la empresa, que seg ŭn
la (58) coincide la condición de contorno (40) para la variable adjunta 0(t).

5.4. Política IV. Dividendos libres. Capital propio de la empresa

En base a las condiciones que caracterizan esta politica:

1 1 =Oym= 0

y utilizando la (44), obtenemos

0(t) = t9(t)
	

(60)

Por otra parte, de la (46), se deduce

b [R(t)] = i+a(1-T)
	 (61)

En este caso, se presenta un equilibrio estacionario de la empresa que, de
acuerdo con la (58) coincide con la condición de contorno (40) para la variable
adjunta 0(t).

Conclusiones

El modelo dinámico del tipo estudiado en este trabajo, consideramos es de
interés para analizar los cambios en la dinámica estructural de la empresa conse-
cuencia de las posibles medidas de politica económica. Esta puede ser una de las
razones más interesantes para estudiar los modelos económicos de la empresa en
un contexto teórico del control óptimo.

El modelo estudiado, implica que la empresa debería elegir inicialmente un
gran endeudamiento con el fin de explotar el alto rendimiento del capital lo más
pronto posible y a continuación proceder a gradualmente decrecer el endeuda-
miento y consolidar la empresa cuando vaya creciendo, en el sentido de que en
los modelos económicos dinámicos del tipo considerado, el comportan ŭento óp-
timo de la empresa gerencial consiste en usar su politica de control óptimo más
lentamente en los periodos iniciales y continuamente decrecer el esfuerzo cuando
se va aproximando al estado final.

d(i'l)
(59)
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