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RESUMEN.—EI objetivo de este trabajo es analizar la dindmica de un modelo
en tiempo continuo, propuesto por Obst.

En el estudio, y bajo determinados supuestos, se obtienen, como resultados rele-
vantes, una bifurcacién de Hopf y una 6rbita homociclica que conecta un centro y
un punto de silla.

1. Introduccion

El modelo propuesto por Obst (1978) pretende demostrar la poca efectividad de
la politica monetaria convencional para luchar contra los ciclos cuando se pretende
ajustar la inflacién.

Asi, en el estudio analitico de este trabajo realizado en Chiang (1987) se prueba
que si la tasa de expansion monetaria se considera variable exégena, o bien funcién
dependiente de la inflacién (politica monetaria convencional), el comportamiento de
la relacién demanda-oferta de dinero y de la inflacién es ciclico, lo que supone que
unas condiciones iniciales volveran a obtenerse después de transcurrido un periodo.

El comportamiento de las variables contrasta con el caso anterior, si la tasa de
expansién monetaria se supone funcién no lineal de la tasa de variacién de la infla-
cién (politica monetaria alternativa). Ahora, las trayectorias tenderan a un mercado
monetario perfecto y una tasa de inflacién constante.

Estos resultados se obtienen del modelo de Obst si se supone que, con cualquie-
ra de las dos politicas, el modelo asociado tiene un unico estado de equilibrio y que la
tasa de expansién monetaria es decreciente con respecto a la iinica variable de la que
depende en cada modelo, esto es, m’ (p) < 0 en la politica monetaria convencional y
m' (p) < 0 en la politica monetaria alternativa.

En este trabajo, tratamos de analizar la dindmica asociada al modelo de Obst, sin
tener en cuenta estas hipétesis por él exigidas. De este modo se podrdn admitir distin-
tos comportamientos de la tasa de expansion monetaria en funcién de la inflacién o
de variacién de la tasa de inflacidn.

En una primera parte plantearemos las ecuaciones diferenciales en las que se
basa el modelo de Obst. En las dos secciones siguientes analizaremos la dindmica de
las dos politicas, distinguiendo si el correspondiente modelo no tiene estados de equi-
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librio, tiene un unico estado, o bien admite mds de un estado de equilibrio. El trabajo
lo concluimos destacando los resultados que adicionalmente surgen al eliminar las
hipétesis impuestas al modelo original.

2. El modelo Obst
La hipétesis bésica del modelo de Obst es el mecanismo de ajuste de la infla-
cidén:
@=hp—ﬂﬂ,h>o
d S

que muestra c6mo un exceso de oferta monetaria (M, > M) lleva consigo un aumento
de la tasa de inflaci6én p. En particular, si la oferta y demanda de dinero coincidiesen,
tendriamos una tasa de inflacién constante, que no supondria una estabilizacién de
los precios.

La hipdtesis adicional de que la demanda de dinero es directamente proporcional
al producto nacional nominal: M, = a-P.Q, con a constante, nos lleva a considerar la
segunda ecuacién diferencial del modelo de Obst. Esta ecuacién viene planteada de la
siguiente forma: si denotamos por £ la relacién demanda-oferta de dinero y deriva-
mos respecto al tiempo, tenemos:

p=H

LQ_M'_S)
Plo M,

que podemos expresar: ,
p=plp+q-m)

donde p = P/P, es la tasa de inflacién, g = Q/Q serd la tasa de crecimiento del pro-
ducto nacional real, y m = M, /M, , serd la tasa de expansién monetaria.

Agrupando las dos ecuaciones, obtenemos un sistema de ecuaciones diferencia-
les no lineales cuya dindmica en los supuestos m = m(p) y m = m(p) pasamos a anali-
zar en las secciones siguientes.

3. Politica monetaria convencional

En la politica monetaria convencional se supone que la tasa de expansién mone-
taria depende exclusivamente de la inflacién: m = m(p). En este caso, el sistema de
ecuaciones diferenciales seréa: .

p=h(1-p)

L=p@+q-mp)

Entonces, si la oferta y demanda de dinero coinciden (u = 1), el segundo miem-
bro de la primera ecuacién se anula, pero la relacién p + g — m(p), dependiendo del
comportamiento de la tasa de expansién monetaria, puede no anularse, anularse para
un valor Unico, o bien para més de uno. Por consiguiente, el modelo no tiene por qué
admitir un tinico estado de equilibrio o mis de uno.
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Analicemos concretamente tres posibilidades: que no admita estados de equili-
brio, que admita uno solo, o bien que admita dos tnicos estados de equilibrio.

A) Si el modelo no tiene estados de equilibrio, la traza de la matriz jacobiana
asociada a él, que tiene como valor p + g — m(p), es distinta de cero; luego, teniendo
en cuenta el criterio de Bendixon (Guckenheimer y Holmes, pég. 44) el modelo care-
cerd de 6rbitas cerradas y, por tanto, no existen comportamientos ciclicos entre las
variables L y p.

El comportamiento de la inflacién respecto a la variable u estd determinado por
la ecuacién diferencial en variables separadas:

@ __ Hi-p)
du [p+q-mp) n
entonces, como la traza es no nula, tendremos que si fuera positiva (negativa) la infla-

cién crece (decrece) si u crece hasta alcanzar el equilibrio en el mercado monetario,
situacién que marca una inflacién decreciente (creciente) (gréafica 1).

PHe-m(p) <o

\

p+q-m(p)>0

M

Grafica 1

B) En el caso de que la ecuacién p + g = m(p) admitiese una dnica solucién p*,
el modelo presentaria un tinico estado de equilibrio: (p = p*, u = 1) cuya dindmica
asociada podemos caracterizar a partir de la funcién

Hp.) =2 + @ - Vip) - Hinu - )

con V(p) = J"’ m(x) dx , que es constante sobre las trayectorias (DH = 0).
En efecto, el estado de equilibrio (p*,1) es un punto critico de la funcién H(p,u)
degenerado! si m‘(p*) = 1 y no degenerado en el resto de los casos.

1 El determinante de su matriz hessiana es nulo.
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Si (p*,1) es no degenerado, distinguimos dos posibilidades segin m'(p*) sea
menor 0 mayor que la unidad. En el primer caso, esto es, cuando m'(p*) es menor que
la unidad, el estado de equilibrio es un minimo de la funcién H(p,u) siendo

H(p,u) - H(p*,1)

su funcién de Lyapunov asociada, que nos garantiza la estabilidad, pero no asintética
de este estado de equilibrio. Pero, ademds, su indice de Morse es cero, por lo que
aplicando el lema (ver Majthay A., pag. 224) tendremos que existe un cambio de
coordenadas en las cuales la representacién local de H(p,1) son circunferencias cen-
tradas en (p*,1) con lo que el estado de equilibrio es un centro (grafica 2(a)).

En el segundo caso, esto es, si m' (p*) > 1, tenemos que el punto critico (p*,1) es
un punto de silla de la funcién H(p,ut) y como tiene indice de Morse uno, tendremos
un punto de silla en el modelo. Los subespacios estable e inestables tangentes a las
variedades estable e inestable vienen determinados por los vectores
(\/ﬁ, Ym'(p) — 1) R (\/_, -VYm'(p) - 1) respectivamente (grafica 2(b)). Ahora, sélo

existird una trayectoria, sobre la variedad estable, que tiende haciap = p*, u=1.

®
Gréfica 2

El estudio del punto critico degenerado necesita otro tratamiento, ya que si
m'(p*) = 1, la matriz jacobiana asociada al estado de equilibrio admite, considerando
la ecuacién caracteristica, una dnica raiz doble nula. Luego, tendremos una bifurca-
cién de codimensién dos.

Para el andlisis de esta bifurcacién, podemos utilizar la técnica propuesta por
Guckenheimer (pag. 364), por lo que se tendré que verificar m" (p*) # 0.2.

Considerando esta posibilidad, trasladamos el estado de equilibrio (p*,1) al
(0,0), mediante el cambio de variables x = ¢t — 1, y = p — p*, y entonces el sistema de
ecuaciones diferenciales inicial se transformard en:

2 Si eliminamos esta condici6n actualmente se desconoce cémo podria estudiarse la bifurcacién.
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= hx

x =—m"(p*) y_z - m"(p*) xy?2 _ m"'(p*)y—3
2 2 6

donde hemos de notar que en la segunda ecuacién tenemos una dependencia exclusi-
va de los términos cuadréticos y cubicos. Si, considerando el nuevo sistema, realiza-
mos una nueva escala del tiempo mediante la transformacién:

y=€v, x=€&u, m'{Pp*)=¢€a
m"(p*y=¢€b, €20, a#0, bz0, t—o1t€

obtenemos un nuevo sistema en las variables # y v con hamiltoniano asociado:

H (vu )=—hv2+3ﬁv3

gue admite como Unico punto critico al estado (0,0), pero, al ser degenerado, no
podremos caracterizarlo ni como centro ni como punto de silla3.

Por tanto, el andlisis del modelo en la bifurcacién, sélo podrd obtenerse a partir
del comportamiento de las curvas de nivel de la funcién H(v,u), simétricas respecto
al eje de las v. En particular, la curva de nivel que pasa por el estado de equilibrio
tiene un comportamiento andlogo al caso en que no tenfamos estados de equilibrio.

C) Si el modelo presenta dos estados de equilibrio (p',1), (p",1) con p'# p", ten-
dremos que los valores de inflacién p'y p" seran los tinicos que satisfacen la ecuacién
p + g = m(p). Ahora bien, debido a que la pendiente de la recta p + g es la unidad, si
se verificam'(p) 21 ym'(p”)# 1, entonces m'(p) > 1ym'(p"y<lobienm'(pH<1ly
m'(p") > L.

Estudiemos esta tltima posibilidad, ya que si en alguno de ellos la derivada de la
tasa de expansién monetaria es la unidad, volveremos al andlisis de la bifurcacién de
codimensi6n dos.

Supongamos, por ejemplo, m'(p") > 1y m'(p") < 1, luego (p’,1) es un punto de
silla y (p",1) es un centro, de acuerdo con los resultados obtenidos en el apartado B
de esta seccion.

Ahora bien, como (p",1) es un centro, la curva de nivel de la funcién H (p,jt) que
pasa por €l es s6lo satisfecha por él mismo, ya que tenemos garantizada la existencia
de curvas cerradas en su entorno que le tienen a él como centro.

La curva de nivel de la funcién H (p, i) en el punto de silla, tiene que admitir un
punto doble (p',1), como ficilmente se comprueba. Los coeficientes regulares de las
dos ramas que pasan por €l son:

3 Los puntos criticos no degenerados de los sistemnas hamiltonianos s6lo pueden ser centros o puntos de silla.
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. [m@)-1
~y h

que coinciden con las pendientes de las variedades asociadas, segtn los célculos anteriores.
El comportamiento de la curva H (p,) = H (p’1), con un méximo en (p" ), L > 1; un

minimo en (p",), | < 1, € inflexién en W = 1, nos garantiza la existencia de una 6rbita homo-

ciclica en el modelo (grafica 3) que conecta al estado de equilibrio (p’,1) consigo mismo.

J

b

Gréfica 3

La 6rbita homociclica marca la frontera de comportamientos ciclicos entre las
variables inflacién y relacién oferta-demanda de dinero.

4. Politica monetaria alternativa

En la politica monetaria alternativa se supone que la tasa de expansién moneta-
ria depende exclusivamente de la variaci6n de la tasa de inflacién: m = m(p). En tal
caso, las ecuaciones dindmicas del modelo se formularin;

p=h(1-u)
f=plp+q-mh (1-p)]

En este supuesto, el modelo presenta dos posibilidades: o bien no tiene estados
de equilibrio, o tiene uno solo; en este Gltimo caso dicho estado de equilibrio serd
aquel para el que su valor de inflacién verifique:

p+q=m(0)
Si no existe estado de equilibrio, las trayectorias del modelo satisfacen la ecua-
cién diferencial:
du _[p+ q-m Q-w)lu
dp h (1-p)

y el desconocimiento del comportamiento de la tasa de expansién monetaria nos
impide obtener resultados.
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Si el modelo presenta un unico estado de equilibrio (p*,1) (que es la suposicién
que Obst realiza) el comportamiento cualitativo asociado a €l depende fundamental-
mente del valor m’ (0).

En efecto, la ecuacién caracteristica asociada a la matriz jacobiana en el estado
de equilibrio sera:

A2—m(OhA+h=0

por tanto, si m'(0) es negativo, el estado de equilibrio es asintSticamente estable?, ya
que las raices, pudiendo ser complejas, siempre tienen parte real negativa.

Si m'(0) = 0, la ecuacién caracteristica admite un par de raices complejas conju-
gadas y si m'(0) llega a ser positivo, las raices pasan a tener parte real positiva, luego,
el estado de equilibrio es inestable.

Considerando m'(0) como un parametro de control que se mueve de valores
negativos a positivos, tenemos una bifurcacién de Hopf cuando se anula lo que nos
garantizard, suponiendo la verificacion de las hipétesis de esta bifurcacion, la existen-
cia de 6rbitas periddicas para valores de m'(0) positivos pero préximos a cero.

Verificar las hip6tesis exigidas nos lleva, en primer lugar, a determinar la no
nulidad de la derivada de la parte real de las raices de la ecuacién caracteristica en la
bifurcacién:

d__[hm’(0)] =h#0
dn’(0) (010

y en segundo lugar, tendremos que determinar la forma normal del sistema de ecua-
ciones diferenciales para determinar que tales 6rbitas periddicas existen.

En la bisqueda de la forma normal primero trasladamos el estado de equilibrio
(p*,1) al (0,0) mediante el cambio de variable x=p - 1, y = p — p* y, en el nuevo sis-
tema, si consideramos un nuevo cambio de variables x =r, y =—Vhs, obtenemos el
sistema equivalente en forma normal.

r=—=Vhs — Vhrs + [m(0) — m(=hn)] (r+1)
s=Vhr

donde la matriz asociada a la parte lineal tiene como diagonal no principal la parte
imaginaria de las raices de la ecuacién caracteristica en la bifurcacion.

Asociado a la parte no lineal de este sistema se encuentra un pardmetro (ver
Guckenheimer, pag. 152) que si no es nulo, tendremos garantizada la existencia de
comportamientos ciclicos entre las variables p y J.

Después de operar, el valor de este pardmetro resulta:

L 2 " _ ”
L (hm™(©0) - 2m"(0))

que, en el caso de que sea distinto de cero, nos garantiza érbitas periédicas, que son
ciclos limites estables, si es positivo, y 6rbitas periédicas repulsoras si es negativo
(gréfica 4).

4 Debido a este resultado, es por lo que Obst considera la politica monetaria alternativa frente a la con-
vencional.
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Gréfica 4

Notemos que los valores de inflacién y oferta-demanda de dinero interiores a la
6rbita periddica, salvo los valores del estado de equilibrio, al estar dentro de la zona
de repulsién de éste, tenderan hacia los valores de la 6rbita periddica.

5. Conclusiones

La dindmica asociada a las ecuaciones propuestas por Obst presenta caracteristi-
cas relevantes, tanto en el caso de que la tasa de expansién monetaria se considere
dependiente exclusivamente de la inflacién o de la variacién de la tasa de inflacién.

En el primer caso, los comportamientos ciclicos entre las variables no deseados
por Obst, y bajo la hip6tesis de un tnico estado de equilibrio, se siguen manifestando
en un intervalo mds amplio de valores de la derivada de la tasa de expansién moneta-
ria, asi, estos comportamientos aparecen también si m' (p) € (0,1); en la politica
monetaria alternativa, las hipétesis exigidas por Obst marcan el limite de comporta-
mientos no periddicos, ya que, para valores m' (0) positivos, pero préximos a cero,
surge una bifurcacién de Hopf, que puede originar comportamientos periédicos entre
las variables.

Si en la literatura econémica no es infrecuente que la modificacién de un pardme-
tro dé origen a una bifurcacién de Hopf (ver trabajos de Rasmussen, Mosekilde y
Sterman (1985), Chiarella (1985), Zang (1989) o Reichlin (1990), la presencia de una
6rbita homociclica, que aparece en el modelo cuando se consideran dos estados de
equilibrio, uno punto de silla y el otro centro, no es comtin en los modelos econémicos.

La diversidad de comportamientos dindmicos del modelo con la politica moneta-
ria convencional hace pensar que pueda ser un pardmetro, que quizd venga especifica-
do en la expresién explicita de la tasa de expansién monetaria, el responsable de ellos.
En este caso, podria analizarse para qué valores de tal pardmetro los distintos compor-
tamientos dindmicos surgen y se destruyen. En particular, podria analizarse para qué
valores la 6rbita homociclica, que conlleva aspectos globales del flujo, subsiste.
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Siguiendo los resultados obtenidos por Obst, los comportamientos ciclicos entre
las variables parecen ser mas comunes en la politica monetaria convencional que en
la alternativa, ya que no considerando la presencia de bifurcacién de codimensién
dos, si hay més de un estado de equilibrio existirdn centros y, por lo tanto, al menos
en su entorno existirdn érbitas periddicas.
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