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RESUMEN.— Partiendo del juego diferencial planteado por K.
Lancaster donde tanto los trabajadores como los capitalistas tratan de
maximizar, conociendo la evolucién del stock de capital, su consumo
sobre un horizonte temporal finito, nosotros, consideramos que los obje-
tivos no son aquellos, sino que ambos participantes tratan de maximizar
el valor actual de su consumo, cuando los dos actualizan al mismo
tanto.

Con este planteamiento determinamos las estrategias optimales en
ciclo abierto de Stackelberg, con los trabajadores como lideres, y las
estrategias de la solucién cooperativa de Pareto en el éptimo social.
Estos resultados, junto con los obtenidos por R. Gradus con la solucién
no cooperativa en ciclo abierto de Nash, nos permiten comparar los
resultados.

1. INTRODUCCION

El juego diferencial planteado por K. Lancaster (1973) trata de probar
la ineficacia del sistema capitalista al comparar las soluciones no coopera-
tivas de Nash con las soluciones cooperativas de Pareto, en el 6ptimo
social.

Este planteamiento es analizado posteriormente por Pohjola (1983) que
obtuvo las soluciones en ciclo abierto de Stackelberg analizando tanto la
posicién de lider, como de seguidores de los capitalistas. En la obtencién
de estas soluciones, Pohjola, siguiendo la metodologia de Wishart y Ols-
der (1979), utiliza la funcién delta de Dirac que complica en exceso los
cilculos. A. de Zeeuw (1992) obtiene las soluciones en ciclo abierto de
Stackelberg considerando a los trabajadores como lideres y a los capitalis-
tas como seguidores y utilizando exclusivamente el Principio del Méaximo
de Pontriaguin.
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En este trabajo, nosotros, siguiendo la técnica desarrollada por A. de
Zeeuw, determinamos las estrategias en ciclo abierto de Stackerberg, en el
modelo de Lancaster, considerando actualizaciones en los funcionales
objetivos. La actualizacién de los objetivos, ya la considera R. Gradus
(1988) en el modelo de Lancaster, aunque Gradus realiza una formulacién
entre gobierno y empresarios.

Los desarrollos de Gradus, y en particular los realizados en el modelo
con actualizaciones, se limitan al cdlculo de las soluciones no cooperativas
de Nash, de ahf que sélo sean posibles las comparaciones de su trabajo
con el modelo bésico.

En la primera seccién de este trabajo, nosotros determinamos la solu-
cién no cooperativa de Stackelberg con los trabajadores como lideres,
suponiendo que trabajadores y capitalistas actualizan al mismo tanto. En la
segunda seccidn, determinamos las soluciones cooperativas de Pareto, el
6ptimo social, y con los resultados proporcionados por Gradus sobre las
soluciones de Nash, podemos realizar una comparacién entre todas ellas.

2. LAS SOLUCIONES EN CICLO ABIERTO DE STACKELBERG

Considerando los tantos de actualizacién en el modelo de Lancaster,
tendremos, que los trabajadores trataran de maximizar el valor actual de su
consumo sobre un horizonte temporal finito:

T
max J edty,aK dt
;Su<z, 0

donde K es el stock de capital, a el ratio output-capital y u; el tanto de
consumo que suponemos estd comprendido entre z; y z, con 0 < z; <z, <
1. Por otra parte los capitalistas, que tienen como variable de control el
tanto de inversién u,, 0 < u, < 1, tratardn de maximizar el valor actual de
su consumo sobre el mismo horizonte temporal:

max J ¥ (1 —up) (1 —uy)ak dt

OSuZSI o

Ademads, tanto los trabajadores como los capitalistas, conocen que el
capital satisface la ecuacién diferencial:

K =(I-u;)u,ak, K(0)=K,

Supongamos que los trabajadores son los lideres y los capitalistas los
seguidores, entonces, para encontrar la funcién de reaccién de los seguido-
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res planteamos exclusivamente su problema de control. El hamiltoniano
asociado sera:

Hy = (1-u;) (1 -uy)aKe™d + y, (1 —u;)uak

y aplicando las condiciones necesarias del principio del Maximo, que
resultan también suficientes' tendremos que la solucién éptima ha de veri-
ficar:

=1 -up) (1 —uy)aed + vy, (1 —upua, y,(T)=0
con .

1 siyy(t)>ed
uy(t) =
O Si \VZ(t) < 8_8!

ademas de la ecuacion diferencial de acumulacién de capital.

Considerando el comportamiento de la variable de coestado ,, tene-
mos dos posibilidades.

— , (0) > 1, entonces u, = 1, lo que no puede mantenerse durante
un intervelo finito. Por tanto, si esta es la condicién inicial de y,, existird
un momento ¢, tal que Y,(t) = 5, a partir del cual el control u, serd el
nulo, debido al comportamiento siempre decreciente de .

— VY, (0) < 1, ahora como z; < u; < z,, tendremos dada la ecuacién
diferencial que satisface y,, que le momento terminal T deberia ser menor
o igual a*

1 a(l - z,)
In

d a(l-z;)—j

que implica imponer limitaciones en el horizonte temporal del modelo,
que supondremos suficientemente amplio.

Entonces, si las politicas u, = 1 0 u, = 0 no pueden mantenerse indivi-
dualmente sobre el horizonte temporal, y dado el comportamiento decre-
ciente de Y, en ambas, tendremos que la reaccién de los capitalistas sobre
los trabajadores sera: uy(t) = 1 en [0, #;] y uy(t) = 0 en (1, T). El capital,
por tanto, crecerd en el intervalo [0, t,] hasta alcanzar K(1,) > K, y en el

1 Kamien, M. L. y Schwatrz, N. L. (1981): Dynamic Optimization. Nort-Holland, p.
123.

2 Laexistencia de este valor exige que a(l - z,) > j, condicién que supondremos se
verifica en el modelo. Esta misma condicién es exigida por Gradus, R. H. (1988): «The
Reaction of The Firm on Gobernmental Folicy: A. Game-Theoretical Approach» en Opti-
mal Control Theory and Economic Analysis 3 (G. Feichtinger, Ed.). Nort-Holland, p. 274.
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intervalo (z,, T] mantendrd un valor constante K(z,). Pero, ademas, en el
intervalo (t,, T] y dado que u, = 0 en €I, la resolucién de la ecuacién dife-
rencial planteada, ahora, para y, nos proporciona:

a JT wed di = (Z— —I)e—&z—-g—e—ST

153

y teniendo en cuenta las cotas para el control de los trabajadores, tendre-
mos que ¢, tiene que pertenecer al intervalo

[T+i1na_(ll)_8,T+i1na(l_—Z1)_8] (1)
b a(l —z,) ) a(l —z;)

El problema para los lideres puede plantearse:

7]
max I €3 u,aK dt + K(t,) [(% —1) -3 — % e8T)

Z]SuISZZ 0

sujeto a la modificacién del capital.

Los trabajadores, por tanto, tendrdn que determinar no sélo los valores
de su control u;, sino también, el momento terminal ¢,, sabiendo que tiene
que pertencer al intervalo (1).

La resolucién de este problema de control, donde las condiciones nece-
sarias del principio del Maximo son también suficientes’, nos lleva al plan-
teamiento del hamiltoniano:

H] = ulaKe‘8’+\|!1 (1 —ul)aK

y a las condiciones:
—\f; =au;ed +ay; (1 —u))

) (1) = ¥ (5-1) -5 &7 )

2y si Wl(t)>e_62

u )=
rs) Sl\lfl(t)<e_8’

3 Kamien, M. I. y Schwatrz, N. L. (1981): Op. cit., pp. 123 y 148.
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pero, ademads, la condicién (1), requerira:

[ O con ¢, perteneciente al interior de (1)
G, = >0  cont _T+L1na(1-_zl)—8
2= 1 2 2 S a(l -z;)
1, a(l1-z))-90
< = — ln———=22  —
\ <0 cont,=T+ 5 In a(-2,)

donde
G(1,) = H (1) — 8K(t,)e-d (%— 1

Busquemos la posible solucién interior, para ello, en la expresién
G(t,) = 0, sustituimos y,(t,) por (2) y obtenemos:

_ 1 a(l —u;) +(a-20) + &
t2—T+§ln a(i—upa

(3)
si este valor lo sustituimos en (2), obtenemos:

a(l —u;) -8

ad—uy | <

Y, (ty) = e

por tanto, el control en ¢, serd z,: u; (t;) = z,. Este resultado podemos susti-
tuirlo en (3) y obtenemos el valor de ¢,.

Pero al considerar G(z,) = 0, estamos suponiendo que ¢, estd en el inte-
rior del intervalo (1) y esto ocurre si:

a(l-z,) (1 -2z))

a(l —-2z7,)<d< -2,

Luego si o verifica la desigualdad anterior®, los controles optimales
serdn: u;(t) =z, uy(t) =1site [0, ;) u)(t) =z, uy(t) =1site (¢, .}y
en el intervalo (¢,, T, u,(t) = 0 y u,(t) cualquier control admisible que
satisfaga: -

T S [a(l - z,) - 8]
-y _ 2
a -[,-2 e At T N @- 25 + &

. . . 1
4 Para que exista algin J, z, tiene que ser menor que 5
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donde el limite inferior de la integral es (3), sustituyendo u; por z,. El
momento ¢; viene determinado por la expresion:

1 1 (@-9)a(l-z)

N AT )= " a(l—z) (@~ 28) + &

Si 0 < 3 < a(l - 2z,), el punto ¢, encontrado anteriormente, que obvia-
mente ya no es la solucién del problema, se encuentra a la izquierda del
intervalo (1) y la funcién G en este intervalo es no positiva, por tanto, el
tiempo terminal del problema sera:

_ L a(l - 22) -0
tz—T+ 5 ]n—a(l_z2)
con
_ az, T
“V] (tz) _a(l _22) — 8 e—s

que podra ser mayor, menor o igual que e-9: dependiendo del valor de z,.
Pero, la restriccién 0 < 1 — 2z,, implicard que sé6lo z, podra ser menor que
é_‘ Entonces ,(2,) < 32 y los controles optimales serdn u,(f) = z;, u,(t) = 1
en [0, t;]; u;(t) = zp, uy(t) = 1 en (¢}, 5], u,(t) = zp, uy(t) = 0 en (¢, T),
donde 1; es el momento que satisface y,(¢;) = e y viene determinado
por la expresion:

143129

_ 1 az, a(l -z,) -
t “21-2)-5 —)-0 =T + a(l — 7)1, + lna(l . 5+ ln1 o

a(l —z;) o

a(l —z5) (1 -2z)

En el caso de que & > , podemos realizar un razona-

1 —Z 1
miento andlogo al caso anterior, obteniendo que el tiempo terminal ¢, sera
1 a(l —z;) -6 , . .
T+—In i y ahora, serdn los valores de z; los que determi-
8 a(l-z)

nen los controles optimales. Asi:
— Sigz; Z%tendremos V() 2 Bty uy(t) =z, uy(t) = 1site [0, 1]
yu, () =z;, uy(®) =0site (1, T).
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— Sigz <—; entonces ,(f;) < ey los controles optimales serin
u) =z u®)=1en[0, 1, uy(t) =z, u(=1len(t), t,) y u(t) = z,,
uy(t) =0 en (t,, T]. Donde t, es el extremo derecho de (1) y

G d) [az; (a(l — zp) — ) + azya(l ~ z))]
a(l — z))t, - 8T N a(l-z)-8
a(l-z,)-d a(l-z))-90

t1=

expresion en la que hemos de sustituir ¢, por su valor.

3. COMPARACION DE ESTRATEGIAS

Siguiendo los resultados de R. Gradus las estrategias optimales, en la
solucién no cooperativa en ciclo abierto de Nash, son de dos tipos depen-
diendo del tanto de consumo z,. Por tanto, a diferencia de los resultados
obtenidos con las de Stackelberg, el tanto de actualizacién no influye en
las estrategias optimales.

Como en las de Stackelberg, en las estrategias de Nash existe un ins-
tante de tiempo, en el que el tanto de inversion pasa de ser unitario a nulo.
Cuando estamos en el intervalo con inversién nula, el consumo de los tra-
bajadores es maximo y si 2z, <—é, la estrategia de Nash es idéntica a la de
Stackelberg e incluso, los cambios de controles 6ptimos se producen en
los rmsmos instantes de tiempo.

Siz, 2 2, la estrategia se simplifica, el momento de cambio de la inver-
sién coincide con el extremo inferior del intervalo (l) y desde el momento
inicial hasta €], el consumo de los trabajadores es z,°.

Por tanto, si z, > 2, el capital en la economia es superior al que se
obtendria con z, <%, ya que, durante el tiempo en que crece el capital, se
utiliza un consumo minimo.

Ahora bien, si zz 2 %, la estrategia de Nash puede compararse con la de
Stackelberg con z; 2 é, (y 8 2 a(l - z,) (1 - 2z))), pues esta condicién
implicara z, >~: Esta estrategia, permite, a la economia, obtener un capital
superior a la de Nash, pero también a la de cualquier situacién que puede
presentarse en Stackelberg, por ser la que durante més tiempo permite un
consumo minimo y una inversién maxima.

Analicemos ahora, la solucién cooperativa de Pareto. Estas estrategias
pueden obtenerse planteando el problema de maximizar la combinacién

5 Esta estrategia coincidirfa con la de Stackelberg si z, _—; no fuese inconveniente
para 0 <8 <a(l - 2z).
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convexa de los funcionales objetivos de capitalistas y trabajadores, sujeto
a la ecuacién diferencial que satisface el capital:

T

max J ed (AuaK + (1 -2 (1 —up) (1 — uy)ak) dt
2;SupSz5, 0<uys i 0
sujeta a:

K=(1-u)uaK, KO)=K,

La resolucién de este problema aplicando las condiciones del Principio
del Maximo, que de nuevo son necesarias y suficientes, nos proporciona
dos politicas admisibles si adoptamos la posicién simétrica A = % .

Una de ellas, se caracteriza por la maxima inversién y el minimo con-
sumo. En ella, la variable de coestado W, que es decreciente, tiene que
verificar 2y(f) > 9. En la otra politica, la inversién es nula y se permite
cualquier consumo admisible, z; < u,(f) < z,, que no tiene que ser constan-
te. Esta politica no puede mantenerse en todo el intervalo ya que, en caso
contrario, el tiempo terminal 7 tendrfa que ser inferior a é— In aa§'

Por tanto las estrategias 6ptimas de Pareto serian inversién méxima y
consumo minimo en [0, ] e inversién nula y consumo admisible en (z, T/
donde:

Este momento 7, supera al limite superior del intervalo (1) y como
hasta él se permite el consumo minimo, tendremos que es la solucién que
obtiene un mayor capital en la economia. Por tanto, desde este punto de
vista, la solucién cooperativa de Pareto es mejor que las soluciones no
cooperativas de Nash y Stackelberg.

4. CONCLUSIONES

Las estrategias de Stackelberg, cuando consideramos actualizaciones
en el modelo basico de K. Lancaster y suponiendo que tanto capitalistas
como trabajadores actualizan al mismo tanto, siendo los segundos lideres,
ofrecen una diversidad de estrategias 6ptimales, dependiendo del tanto de

6 El 6ptimo social de K. Lancaster.
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actualizacién; lo que no ocurre con las estrategias éptimas de Nash y la
cooperativa de Pareto. Este tanto, ademds, determina los consumos de los
trabajadores y capitalistas y salvo en una situacién donde los consumos de
los trabajadores no varian en el horizonte temporal, en el resto de los
€asos, estos consumos son miximos 0 minimos, excepto en una situacién
y durante un intervalo donde permite una infinidad de soluciones.

Esta ultima caracteristica, también la presenta la solucién cooperativa
de Pareto que da origen a una acumulacién de capital superior a la que se
obtiene con las soluciones no cooperativas de Nash o Stackelberg, resulta-
do que coincide con el obtenido en el andlisis del modelo basico.
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