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Representacion y conocimiento
en matemdticas:
Una critica al planteamiento de P. Kitcher

ANTONIO CABA
Universidad de Mélaga
RESUMEN
En este antculo s analizan critcamente algunos aspetos d a teoria de Kitcher obre l cono-
cimiento matemtico. Se mucst definicion

i conyineente del conoepto de verdad. Su trfa evolutiva e conocimiento matemitico se
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der como una secuencia e précticas racionales; s embargo, su aracterizacién e tles ransi-
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6 ANTONIO CABA

EL PUNTO DE VISTA DE KITCHER SOBRE LA MATEMATICA, que él mismo ha deno-
minado recientemente constructivismo naturalistal, es bien conocido y se sitia
en una linea iconoclasta respecto al neofregeanismo, tal y como ha sefalado
Hersh en su What is mathematics, really?? Su principal objetivo es explicar
cémo llegamos a obtener el conocimiento matemadtico del que realmente dis-
ponemos. Esto requiere una clarificacién, tanto de los origenes de tal conoci-
miento como de su proceso de crecimiento. En dltima instancia, su pretension
es ofrecer una visién no platénica del contenido de los enunciados matemati-
cos que, al tiempo que soluciona los problemas en que se ven inmersos los
antiplatonistas, haga justicia a las cuestiones que inspiran el platonismo. En
particular, defiende que el proceso por el cual obtenemos el conocimiento
matematico que tenemos en la actualidad se incoa en un conjunto disperso de
creencias acerca de manipulaciones de objetos fisicos. Asi pues, estas primeras
creencias se encuentran garantizadas por la percepcién sensorial ordinaria. Con
idea de explicar el proceso por el cual se llega a adquirir conocimiento mate-
mdtico a partir de tan humildes principios, Kitcher precisa una teoria del con-
tenido de los enunciados matemdticos que muestre cémo pueden ser conoci-
dos sobre la base de la percepcién. Esta es una tarea que ya ha sido emprendida
por otros autores3, Pero, como sefialaremos mds adelante, el planteamiento de
Kitcher supone una novedad, puesto que, a su juicio, el proceso histdrico que
garantiza nuestro conocimiento matemadtico tiene su origen en la percepcion
ordinaria de un agente ideal que realiza operaciones tales como las de segregar
y coleccionar objetos a partir de un conjunto dado.

El andlisis de los enunciados matematicos que Kitcher lleva a cabo tiene
una carga historicista nada despreciable. Segiin él, lo que verdaderamente crefan
nuestros ancestros acerca de algiin hecho matemdtico concreto era que un agente
ideal realizaba tales operaciones. Asi se comprenden afirmaciones como que

1 No siempre autocalificd su enfoque de este modo. En un primer momento lo denominé
‘empiricismo’, pero la acusacidn de 'fetiche filoséfico’ lo animé al cambio (Véase 1988a p.321,
n.2). En cualquier caso, conviene indicar que su planteamiento ha ido evolucionando a lo largo
del tiempo.

2 Véase Hersh, 1997, pp. xii. El neofregeanismo, término acuiiado por el propio Kitcher,
perpetia el punto de vista heredado de que la teorfa de conjuntos es la tnica parte de las mate-
mélticas que merece consideracidn filoséfica, Pese a que se ha abandonado la idea de hallar unos
fundamentos fuera de toda duda, esta doctrina sigue suponiendo que la dnica tarea de la filosofia
de las matemiticas es el estudio de los fundamentos. Para Hersh, otros iconoclastas notables que
responden criticamente a este planteamiento (aparte de €l mismo y del ya citado Kitcher) son .
L. Davis, P. Emest y J. Echeverria.

3 Como he desarrollado en esta misma revista (afios 1997 y 1998), el estructuralismo que
defienden Resnik (1997) y Shapiro (1997) adopta un punto de partida semejante.
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«la matemadtica consiste en una serie de especificaciones de las potencias cons-
tructivas de un sujeto ideal» (1984, p. 160) y que «en cualquier estadio de la
historia de las matemdticas el lenguaje matemadtico contendré expresiones que
se refieren o que cualifican las operaciones del sujeto ideal» (ibid., p. 177).
Esta teoria pretende, asimismo, proporcionar una explicacién del contenido de
los enunciados matemdticos. Se entiende asi su afirmacién de que «los enun-
ciados que aparecen en los libros de matematicas describen operaciones mate-
maticas ideales (mds exactamente, las operaciones ideales de un sujeto ideal)»
(ibid., p. 130). Por otra parte, la plasmacién concreta de semejantes
idealizaciones tiene lugar en lo que Kitcher ha denominado una ‘prictica ma-
temdtica’. Y es precisamente, a través de transiciones racionales entre tales
préicticas, como las matematicas han llegado a evolucionar hasta nuestra préc-
tica presente. Como se verd mas adelante, esta teoria del agente ideal que desa-
rrolla nuestro autor encuentra un soporte en los planteamientos de Mill, pero
para su comprensién estimamos conveniente esbozar brevemente su vision
naturalista y pergenar algunos comentarios criticos que, a mi juicio, emergen
de su punto de vista.

I. El primero de ellos se incardina en la misma definicién de conocimiento
que proporciona. Ya desde las primeras lineas de su trabajo mas relevante, The
nature of mathematical knowledge, y a modo de declaracién de intenciones,
indica Kitcher que su punto de partida es la obvia e incontrovertible tesis de
que «la mayor parte de las personas sabe algunas matemdticas, y que hay algu-
nas personas que saben muchas mateméticas» (1983, p. 3). Pero, pese a enten-
derse como un saber compartido, se considera cominmente admitida la idea
de que el modo de conocer los enunciados matemdticos posee algunas caracte-
risticas diferenciales con respecto al que se tiene en el caso de las otras cien-
cias. Gran parte de la tradicion filoséfica ha calificado este hecho diciendo que
la matemadtica es a priori, pero no por eso se ha aceptado sin discusion tan
distinguido estatus para el conocimiento en mateméticas. Entre los que han
cuestionado las tesis aprioristas sefiala Kitcher a Quine, Putnam y Lakatos,
pero ninguno de ellos (a su juicio) ha sido capaz de dar una explicacién satis-
factoria y sistemdtica del conocimiento matemdtico. Asi pues, el rasgo distin-
tivo que, segin el propio Kitcher, tiene su anti-apriorismo es que él si se siente
capaz de proporcionar una teoria aceptable del conocimiento en el dmbito de la
matemdtica. Dicho en otros términos, Kitcher pretende ofrecer una explica-
cion satisfactoria del conocimiento matemdtico sin presuponer la obvia inter-
pretacion del platonismo apriorista.

Pero el asunto se presenta como problematico ya desde un principio, puesto
que no puede decirse que la determinacidn de lo que constituya conocimiento
se encuentre delimitada, y mucho menos que haya un grado aceptable de con-
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senso en esa delimitacién. Es decir, que tiene sentido detenerse (como hace
nuestro autor) en aclarar cudl es la definicién de conocimiento a la que se vaa
referir en su desarrollo. Es cierto que luego habrd que particularizar para el
caso de la matemdtica, pero una definicién general de conocimiento se hace
precisa en este contexto. Se advierte que Kitcher acepta, en gran medida, la
definici6n tradicional de conocimiento como creencia verdadera y (en uno u
otro sentido) justificada. En efecto, segiin nuestro autor, «X sabe p si y s6lo si
p, si X cree que p y si la creencia de X de que p estuvo producida POr un proceso
que es una garantia (warrant) para dicha creencia» (1984, p. 17). Como es
conocido, las teorias mds relevantes incluyen entre las condiciones del conoci-
miento el que éste sea una creencia verdadera. Donde parece que el acuerdo no
es tan undunime es respecto a la tercera condici6n. Asi, para Kitcher, conoci-
miento es toda creencia verdadera y garantizada?. Pero esta discutible defini-
cién ha sido elegida con un objetivo bien claro, a saber, atribuir un papel rele-
vante al proceso mediante el cual se ha llegado a adquirir el conocimiento. Es
decir, le interesa hacer tal adquisién endégena al propio proceso cognoscitivo,
con objeto de justificar la introduccién del sesgo historicista que domina su
explicacion.

Teniendo presente su meta final, quizd se comprenda mejor su modo de
plantear la cuestion. Su objetivo (ltimo es explicar nuestro conocimiento ma-
temdtico presente en base a una cadena de conocimientos anteriores. Como es
natural, cada uno de éstos esta basado (a su vez) en otros, y esta cadena puede
extenderse hasta el conocimiento matemdtico de que disponfan nuestros
ancestros, cuya naturaleza (segtin Kitcher) es perceptual. Se hace, pues, preci-
sa una caracterizacion del conocimiento que contemple la posibilidad de intro-
ducir este sesgo historicista en su adquisicién. Tras un prolijo andlisis, Kitcher
se decanta por el que €l mismo denomina criterio psicologista, segin el cual lo
que hace al conocimiento distinto de la mera creencia verdadera es funcién de
los procesos que producen tal creencia. En cambio, el otro planteamiento, el
apsicologista, ignora tales procesos y por tanto no es adecuado para introducir
el sesgo historicista que persigue nuestro autor. Pero creo que a pesar de su
exhaustivo andlisis, Kitcher deja sin explicacién convincente lo que es un enun-
ciado matemdtico verdadero. Dicho de otro modo, en su discusién trata de
justificar la introduccion del sesgo historicista que domina su punto de vista,
pero descuida (creo que lamentablemente) un andlisis en profundidad de la
condicion de verdadero de que debe gozar un enunciado para poder afirmar
que es conocido por alguien. Es més, hay algunos pasajes de sus trabajos en los

4 Obsérvese que Kitcher no alude al conocido como «problema de la cuarta condicitny,
pero la lectura de su punto de vista pone de manifiesto que se adhiere en gran medida a una
teoria causal a la Goldman (Ver Chihara 1990, p. 223 n.8).
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que se muestra huidizo respecto al concepto de verdad, evitando encarar deci-
didamente la cuestién. En concreto, quiero sefialar tres de ellos.

El primero requiere alglin comentario acerca de lo que podriamos deno-
minar la *hipdtesis del agente ideal’, a la que ya hemos aludido y que tratare-
mos mds adelante. Kitcher atribuye a este agente ideal la capacidad de realizar
las operaciones aritméticas que nuestras limitaciones humanas no nos permi-
ten llevar a cabo. Pero esta situacion no es exclusiva de la matematica: «Del
mismo modo que abstraemos algunas de las propiedades accidentales y com-
plicadas de los gases reales para configurar la nocién de gas ideal, asi especifi-
camos también las capacidades del agente ideal haciendo abstraccién de las
limitaciones incidentales de nuestra propia prictica de coleccionar» (1984, p.
117). Pero a renglén seguido, en una breve nota a pie de pédgina, observa: «No
hay compromiso existencial respecto de un agente ideal o de las operaciones
ideales. Los enunciados de la aritmética, al igual que los enunciados de la
teoria de gases ideales resultan ser vacuamente verdaderos.» (ibid., p. 117, n.
18). Segtin esto, no se entiende cémo puede hablarse de conocimiento en los
términos en los que lo hace Kitcher, si se otorga el cardcter de vacuamente
verdaderos a los enunciados de la matematica. Como se ve, parece no tomarse
muy en serio el cardcter de verdad que atribuye a los enunciados matematicos,
y que figura en su definicién de verdad.

En segundo lugar, creo que Kitcher evita enfrentarse al concepto mismo
de verdad. Asi, en su libro més relevante, confiesa que su propésito es mds
bien modesto: se trataria en dltima instancia de «mostrar como la matematica
ha de ser integrada dentro de una teorfa general del conocimiento y de una
completa explicacién de la inferencia racional» (1984, p. 227). Pero tampoco
en su escrito de 1988 («Mathematical progress») manifiesta que su interés sea
el dilucidar este asunto, cuya importancia no niega. Asi, seiala que «la tarea
crucial es explicar las metas del quehacer matematico sin acudir a las nociones
tales como verdad y progreso»>. Kitcher rehiiye, pues, enfrentarse al contro-
vertido concepto de verdad matemdtica, y excluye de su planteamiento un tra-
tamiento directo de la cuestion: «La idea rectora de la teorfa es que podemos
concebir el progreso en términos de cambio racional para conseguir metas
epistémicas, y especificar las metas epistémicas sin invocar cualquier concep-
¢ion problemdtica de la verdad matemdtica» (1988b, p. 531). En otras pala-
bras, lo que trata es de obviar el concepto de verdad en términos realistas,
puesto que esto lo llevaria a un apriorismo que no estd dispuesto a admitir.

Hay todavia una tercera consideracién al respecto que quisiera sefialar. El
tratamiento en nuestro autor se asemeja al de un realismo de convergencia, en

5 Kitcher 1988b, p. 529. Para un andlisis més detallado sobre la actitud de Kitcher ante el
problema del progreso matemdtico, véase W, J. Gonzdlez 1998, en especial el pardgrafo tercero.
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el que la verdad no juega un papel relevante en las etapas concretas del proce-
50, 5ino que se mantiene como un objetivo a largo plazo. Segin Kitcher, «hay
una intima conexién entre racionalidad matemdtica y verdad matematica, pero
es de tal indole que, en vez de ver la racionalidad como maximizacién de las
posibilidades para obtener la verdad, la verdad matematica deberia ser enten-
dida como aquello que se genera, idealmente, a largo plazo, segiin una secuen-
cia de pasos racionales entre practicas» (1988b, p. 529). Curiosamente, esta
caracterizacion es vilida exclusivamente para el caso de la matematica: «Me
limitaré€ a defender la reduccidn de la verdad a la aceptabilidad racional en el
largo plazo ideal sélo en el caso de la Matematica» (1984b, p. 529).

Segin todo esto, estimo que Kitcher no ofrece un criterio de verdad lo
suficientemente plausible como para ser incluido en la definicién de conoci-
miento que defiende. El de verdad es un concepto en el que no parece confiar,
y que sin embargo utiliza en su definicién. En resumen, creo que dejar sin
respuesta una posicion coherente respecto de la verdad hace tambalear su pun-
to de vista. Asf, aunque estd hablando de conocimiento, esta falta de concre-
cion deberia obligarle a expresarse, més bien, en términos de creencia justifi-
cada, o garantizada, si aceptamos su nomenclatura. Serfa interesante hacer un
andlisis del alcance epistemol6gico que tendria el afirmar que tenemos creen-
cia justificada (que no conocimiento) en el 4mbito de las mateméticas. Pero no
es posible entrar en eso ahora. No obstante esta critica, en los apartados si-
guientes continuaré hablando de conocimiento matemitico en los términos en
los que los plantea el autor.

IL. El segundo comentario critico que quisiera indicar atafie al sesgo que
Kitcher otorga a las transiciones entre pricticas que propician el avance de las
matemdticas. Su punto de partida presupone la constatacién de que los mate-
miticos que viven un determinado momento histérico no se hallan en un vacuum
cognoscitivo; tanto el experto que trabaja en un determinado campo, como el
neofito que se acerca por primera vez al &mbito de esta ciencia, se encuentran
ya con el hecho constatado de una matematica previamente admitida. Como es
natural, todo esto supone la existencia de unos conocedores y unos expertos,
asi como un considerable ciimulo de sobreentendidos. En definitiva, en cada
época, el matemdtico se halla inserto en una determinada practica. En su expli-
cacion, Kitcher sigue en parte los planteamientos de Kuhn, pero con objeto de
delimitar la influencia del modelo kuhniano en su enfoque, convendria tener
en cuenta el objetivo que el propio Kitcher se impuso a si mismo. Su punto de
partida es, recuérdese, que los mateméticos conocen una gran cantidad de ver-
dades matemadticas. Esto requiere que las creencias matemdticas de los mate-
mdticos estén apropiadamente fundamentadas o garantizadas.
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Asi, se tiene que explicar c6mo nuestras creencias mateméticas al dia de
hoy han llegado a estar apropiadamente fundamentadas. Para ello Kitcher toma
prestadas algunas ideas kuhnianas: «Una de las mejores visiones de Kuhn acerca
del cambio cientifico es contemplar la historia de un campo cientifico como
una secuencia de practicas. Propongo adoptar andloga tesis acerca del cambio
en matemdticas. Sugiero que centremos nuestra atencion en el desarrollo de la
practica matemdtica» (1984, p. 163). De entrada, nuestro autor rechaza el punto
de vista apriorista del cambio en matemadticas, que lo hace consistir en la mera
acumulacién de conocimiento matematico mediante deducciones a partir de
axiomas. El cambio matematico se da a través de transiciones entre précticas
que son racionales incluso cuando no se hayan obtenido mediante deducciones
a partir de axiomas. Pero una prictica, en el sentido que la entiende Kitcher, no
es algo monolitico ni uniforme, sino que se presenta constituida por una serie
de componentes, en concreto, cinco; de esta manera, un cambio significativo
en una prictica implicard un cambio en, al menos, una de tales componentes,
lo cual permite considerar la prictica matemdtica como algo més que el mero
incremento del conjunto de enunciados aceptadoss,

Es decir, que todo parece abocar a la explicacion de la racionalidad de las
transiciones entre prdcticas. El objetivo de Kitcher es caracterizar esta
fundamentacién apropiada en términos de transiciones entre priticas raciona-
les, para determinar, a partir de ahi, la naturaleza del conocimiento matemati-
co. Si la empresa tiene €xito, esta adecuada fundamentacion se podra transferir
de una préctica a otra, y como corolario tendremos que todos los enunciados
aceptados de nuestra prdctica presente estardn apropiadamente fundamenta-
dos, con tal de que dicha prictica sea el dltimo eslabén de una cadena de pric-
ticas, y siempre que cada uno de los eslabones anteriores haya surgido a partir
de sus antecesores mediante una transicién interpractica racional (Ver 1984,
pp. 225-6). Como se ve, nuestro autor sittia en un lugar preponderante de su
teoria el hecho de que los matemdticos y aquéllos que conocen mateméticas
forman una comunidad, y que es precisamente a partir de esa comunidad de la
que se obtiene conocimiento. Este planteamiento se distancia un tanto de las
teorias tradicionales, no tanto porque éstas no admitan este hecho (incuestio-
nable por otra parte) como porque no le conceden relevancia epistemolégica
de ningun tipo. Dicha relevancia supone, ademds, poner un énfasis especial en
el hecho del desarrollo histérico de las matematicas. Segiin Kitcher, «para en-
tender el orden epistemoldgico también de debe entender el orden histérico»
(1984, p. 5).

6 Para un andlisis mds preciso de estas componentes, asi como sus eventuales modifica-
clones en las sucesivas pricticas matemiticas, véase Kitcher 1984, pp. 163 y ss.
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Como es evidente, para que esta explicacién resulte satisfactoria habr
que detenerse en los origenes de esta cadena de conocedores y entender cédmo
se inicia el proceso. Segin Kitcher, este origen es mucho mas modesto que el
complejo conocimiento que poseen los matemdticos en la actualidad; y para
explicarlo apela a la percepci6n ordinaria. A partir de tan humildes orfgenes, la
matemdtica ha florecido hasta constituirse en el impresionante corpus de cono-
cimiento que hemos tenido la fortuna de heredar. La visi6n de Kitcher es origi-
nal y trata de dar relevancia, entre otras cosas, a los aspectos historiogrificos
que subyacen a cualquier explicacién satisfactoria del conocimiento matema-
tico. Pero en su intento de explicar la racionalidad que acompaiia a esas transi-
ciones entre pricticas, creo que se aparta de su idea primitiva de aclarar lo que
constituye el conocimiento matemdtico y el proceso para su obtencién. Es de-
cir, se ve obligado a dar una caracterizacién en profundidad de la racionalidad
que acompana a esas pricticas, y su articulo «Mathematical naturalism» (1988a),
pese al nombre, no es més que eso. Es decir, una vez mds, las disgresiones
filos6ficas dominan la situacién y nuestro autor se aleja del dmbito de la mera
prictica matematica, olvidando su propésito inicial y arruinando en cierto modo
todo su planteamiento. Mi conclusién, en definitiva, es que el preeminente
papel que augura para la historia se ve alejado del quehacer matemdtico pro-
piamente dicho, desvirtudndose asi su primera (y creo que buena) idea de mi-
rar en el espejo de la historia.

En este mismo sentido parece discurrir la critica que incluye Mary Tiles
en el review que realiza al libro de Kitcher. Tiles mantiene que, mis que una
explicacién del conocimiento matemitico, lo que Kitcher parece propugnar es
una sociologia del conocimiento, parecida a la defendida por David Bloor
(1976), en el sentido de que la naturaleza del conocimiento es funcién del
modo de produccién del propio conocimiento, asi como de su funcién social.
No estoy muy seguro de que exista tal paralelismo entre ambos desarrollos,
pero no es éste el momento de entrar a discutirlo. Lo que si me parece resefa-
ble es que, al actuar asi, creo que Kitcher trasciende el plano manipulador
intrinseco y se refugia exclusivamente en el plano ideoldgico, extrinseco al
quehacer del matematico. Como resultard familiar, esta terminologia es de J.
De Lorenzo, para quien en el dmbito de la matemdtica, junto al hacer intrinse-
co, hay un cuadro ideolégico que condiciona ese hacer, bien por un contexto
de conocimientos ya adquiridos, bien por unas condiciones de trabajo que, en
ultima instancia, pueden explicarse por razones econdmicas. Pero en modo
alguno han de ser considerados excluyentes ambos planos, tal y como parece
concluirse de la posicién de Kitcher (¢f. De Lorenzo, 1977, pp. 13 y ss.).

L1L. Por ultimo quisiera poner de manifiesto que (en alguna medida) Kitcher
cae en el apriorismo del que con tanto énfasis trata de desvincularse. Atendien-
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do a cuanto se lleva dicho hasta ahora, puede comprenderse que una de las
principales tareas que se ha propuesto es la de explicar satisfactoriamente la
transicién entre el que podriamos denominar proto-conocimiento matemético
perceptualmente sustentado y el conocimiento matemadtico propiamente dicho.
Particularizando para el caso de la aritmélica, por ejemplo, se trata, en iltima
instancia, de comprender c6mo este conocimiento basico puede proporcionar
la base para el conocimiento aritmético (Cf. 1984, pp. 118 ss.). Para conseguir-
lo hay que enfrentarse directamente a la cuestion acerca de como podemos
obtener un conocimiento que esté perceptualmente fundamentado. Cabria en-
tender que nuestro conocimiento aritmético se limita al proto-conocimiento
matematico colectivo de la raza humana, pero esta consideracién resulta poco
atractiva a nuestro autor, puesto que limitaria nuestro conocimiento a un revol-
tijo de enunciados acerca de operaciones colectivas que han sido efectivamen-
te realizadas. Pese a todo, algunos planteamientos intuicionistas podrian ser
entendidos desde este punto de vista. Més interesante resulta, a su juicio, la
concepcion de un agente ideal capaz de efectuar las operaciones aritméticas
que nuestras limitaciones accidentales no nos permiten llevar a cabo. Esta es-
tipulacion estd garantizada, dice, por nuestro reconocimiento de que las opera-
ciones ideales que atribuimos a dicho agente se abstraen de las limitaciones
accidentales de nuestras propias realizaciones (Cf. Kitcher 1984, pp. 117-8).
Esta opcion no estd exenta de dificultades, como veremos en seguida.

Lo que conviene destacar en este punto es que, para Kitcher, el proto-
conocimiento desencadenante del proceso cognoscitivo en matemdticas puede
tratarse con cierto rigor mediante un reajuste adecuado de algunas ideas de
Mill. Dicho de otro modo, al tratar de orillar el enfrentamiento con la ardua
cuestion de las entidades abstractas, Kitcher encuentra un aliado perfecto en
Mill. Este enfoque aparece en su libro de 1984 sobre la naturaleza del conoci-
miento matematico, pero se encontraba ya pergefiado en la vision particular de
Mill que Kitcher desarroll6 en su «Arithmetic for the Millean» (1980). Aunque
el tratamiento es desigual en ambos textos, el objetivo comiin que se persigue
es mostrar como la concepcion milleana de la aritmética puede desarrollarse
en el interior de una teoria satisfactoria de la verdad aritmética y del conoci-
miento matematico.

Para que el planteamiento milleano resulte creible, segiin Kitcher, se ten-
dria que dar una explicacién de la forma 16gica de los enunciados aritméticos
evitando la alusién a los objetos abstractos. No en balde, 1a tesis central de Mill
es que las definiciones sobre las que se basan las matemdticas afirman una
materia de hecho porque implican la existencia de los objetos denotados por el
nombre definido. En estas condiciones, Kitcher piensa que se puede ofrecer
una teoria epistémica acerca de las definiciones. Es decir, que es defendible la
tesis de que «para justificar la aceptacion de las definiciones sobre las que
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descansa la aritmética, debemos tener evidencia empirica de que esas defini-
ciones son aplicables» (1980, p. 219). Y en el planteamiento de esa defensa,
Kitcher hace un recorrido por la epistemologfa milleana, que paso a resumir.

Mill centra su atencién en el hecho de que la mayor parte del conocimien-
to matematico se obtiene por deduccién a partir de primeros principios.
Consiguientemente, se ve obligado a prestar atencién al estatus de dichos prin-
cipios. Y como quiera que éstos se establecen mediante definiciones, habri
que centrarse en el andlisis exhaustivo de las mismas (Cf. Kitcher 1980, pp.
215 y ss.). La delimitacién del papel jugado por la definicién la incardina Mill
en su andlisis de las expresiones significativas (Cf. Mill 1973, pp. 31 y s5.). A
su juicio, dichas expresiones tienen dos funciones seménticas: la denotaci6n y
la connotacién. En general, un término no-connotativo es aquél que refiere a
un sujeto solamente o a un atributo solamente, mientras que un término
connotativo designa un sujeto e implica un atributo. Los nombres generales (o
sea, los nombres comunes) son connotativos. En cambio, los nombres propios
son no-connotativos, puesto que estdn ligados a los objetos mismos de los
cuales son nombres. Es posible (observa Mill) que exista algiin motivo para
nombrar a alguien Juan, pero el nombre, una vez dado, es independiente del
motivo; los nombres propios estdn ligados a los objetos mismos y no dependen
de la permanencia de un atributo u otro?. Por otra parte, los predicados denotan
a los objetos de los que se predican con verdad, en tanto que connotan cual-
quier atributo que sea compartido por todos los objetos denotados. Es decir,
mientras que la denotacién atafie a los portadores, la connotacién se asocia a
los atributos. Y es precisamente esta funcién connotativa la que Mill asimila al
significado, o sea, que el propédsito de la definicion es fijar el significado, esto es,
la connotacién. De hecho, la definicién de un nombre connotativo es el enuncia-
do que declara precisamente su connotacién. Esto trae consigo que las palabras
que no tengan significacion (o sea connotacién) no sean susceptibles de defini-
cién. Es el caso de los nombres propios; a lo més que pueden aspirar es a ser
objeto de definici6n ostensiva, o como dice Mill, sefialando con el dedo al objeto
en cuestion al tiempo que se dice su nombre (ibid., pp. 133 y ss.).

Con respecto al Ambito que nos interesa, la idea central de Mill es que las
definiciones sobre las que se basan las matemdticas establecen encubiertamen-
te una materia de hecho porque implican la existencia de los objetos denotados

7 Cf Mill 1973, p. 28. Es decir, que, segin Mill, los nombres propios denotan a sus
portadores, pero no connotan nada, son no-connotativos, y por tanto, no definibles. Este hecho
pone de manifiesto, segiin Kitcher, otra diferencia en el tratamiento semintico de la aritmética
por parte de Mill y de Frege. Si los nimeros son nombres propios (como los considera Frege),
entonces son no connotativos y por tanto no definibles. Por consiguiente o no son nombres
propios o no son definibles.
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por el nombre definido. Es decir, que aungue los primeros principios de las
matematicas parezcan ser definiciones ‘l6gicas’, en realidad son definiciones
‘factuales’. Asi parece entenderlo cuando afirma que «lo que se sigue en apa-
riencia de una definicién se sigue en realidad de la suposicién implicita de que
existe una cosa real que corresponde a ella» (1973, p. 224). Por ejemplo, po-
dria mostrarse, segtin Mill, que los principios de la geometria son definiciones
factuales, aun cuando las demostraciones geométricas usen como premisa el
hecho de que un tipo particular de figura (un tridngulo, por ejemplo) puede
construirse, sin que ninguna definicién permita asegurar la existencia de tal
figura. En términos semejantes se expresa Mill cuando se refiere a la aritméti-
ca: a la hora de establecer el significado de los enunciados aritméticos y la
consiguiente aceptabilidad de las definiciones estamos justificados al adoptar
una definicion sélo si hemos observado que esta instanciado el término defini-
do. Esto quiere decir que Mill no se muestra conforme con el discurso acerca
de objetos abstractos, ni en el dmbito general, ni en el caso particular de las
matemiticas: todos los nimeros lo son de algo, no hay cosas tales como niime-
ros en abstracto. Como alternativa, cabria apelar entonces a las clases, pero
también esta nocion se le presenta como sospechosa a Mill, ya que, establecer
la distinci6n entre nombres propios y comunes apelando a las clases estd abo-
cado al fracaso porque explica la més clara de dos cosas por la mds oscura. Es
mds préctico, a su juicio, hacerlo al revés, o sea, definir la clase como «una
multitud indefinida de individuos denotados por un nombre general» (Mill
1973, p. 28). Al efectuar la caracterizacion ofrece una curiosa interpretaciéon de
la relacion de pertenencia: «Referir algo a una clase es tomarlo por una de las
cosas que son denominadas por este nombre comiin; excluirlo de una clase es
decir que el nombre comiin no le es aplicable» (ibid., p. 93). En resumen, todo
nombre general crea una clase si existen cosas reales o imaginarias para com-
ponerla, es decir, si existen cosas que corresponden a la significacién de ese
nombre.,

De lo que se trata es de dar una explicacidn satisfactoria de la forma légica
de los enunciados aritméticos que evite la ‘perniciosa’ idea de que la tnica
justificacion para aceptar las definiciones aritméticas se base en la aprehension
de objetos abstractos. Dicho de otro modo, para Mill, los numerales connotan
propiedades fisicas de los fenémenos, y por tanto no tiene sentido hablar del
nimero en abstracto: «Todos los nimeros deben serlo de alguna cosa; no hay
cosas tales como nimeros en abstracto. Diez debe significar diez cuerpos, o
diez sonidos o diez pulsaciones» (1973, p. 254). Su objetivo de presentar una
epistemologia empirista le da las claves para hallar una alternativa. Para ello
invierte los términos y defiende, en tiltima instancia, que nuestra justificacion
para aceptar las definiciones aritméticas se fundamente en la observaci6n de
los objetos fisicos que nos rodean. Es evidente que estos objetos se dejan ma-
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nipular de diversas maneras; asf, se pueden combinar y reagrupar entre ellos,
se pueden separar algunos de una coleccién dada, se pueden reordenar y distri-
buir de distintas maneras, etcétera. Y eso es lo que, a su juicio, connota el
nombre de un nimero, el numeral, a saber: «Alguna propiedad perteneciente
al agregado de cosas que designamos con el nombre (del nimero), y esta pro-
piedad es la manera caracteristica como las partes de este agregado pueden
unirse y pueden separarse» (ibid., p. 611),

Ya es conocido c6mo este pasaje atrajo las criticas de Frege8. No obstante,
Kitcher cree que el hecho de que los numerales connoten propiedades de agre-
gados admite otra interesante lectura. Dicho de otro modo, se puede rescatar la
descalificacion de las clases por parte de Mill que indicdbamos infra. El propio
Mill parece estar sugiriendo, si atendemos a la interpretaci6n de Kitcher, que la
referencia a clases puede analizarse desde el punto de vista de la propia activi-
dad del sujeto (Cf. Kitcher 1980, pp. 223 y ss.). Esta sugerencia se encuentra
avalada por el hecho de que la nocién radical en el sistema de Mill no es la
coleccion, el agregado, en tanto que objeto abstracto, sino el coleccionar como
actividad. Asf se puede considerar que los enunciados de la aritmética no ex-
presan propiedades de diversos tipos de colecciones, sino més bien propieda-
des de los distintos modos de coleccionar. Desde este dngulo interpreta Kitcher
la afirmacién milleana de que «todo enunciado del resultado de una operacién
aritmética es el enunciado de uno de los modos de formacién de un nimero
dado» (Mill 1973, p. 611). En resumen, parece que no es forzar mucho el pen-
samiento de Mill si se establece que son las operaciones de separar, combinar,
reordenar objetos fisicos las que deben considerarse como relevantes para nues-
tra aceptacion de las leyes basicas de la aritmética. De hecho, Mill cree refor-
zar esta idea constatando que los nifios aprenden aritmética realizando, sobre
todo, este tipo de actividades. La metodologia de la ensefianza de las matemé-
ticas se fundamenta (a su juicio) en que son verdades que reposan sobre el
testimonio de los sentidos. Tales verdades se prueban viendo y tocando cémo
ciertos objetos dados (por ejemplo, diez) se pueden separar y reorganizar de
distintas maneras, ofreciendo a nuestros sentidos todos los conjuntos de nime-
ros cuya suma es igual a diez. En resumen, y a modo de midxima metodolégica,
concluye: «Todo el que desee ensefiar niimeros y no meras cifras, ensefia por la
evidencia de los sentidos» (1973, p. 257). Kitcher apoya este planteamiento y
acepta que este tipo de experiencias proporciona una adecuada justificacion
para aceptar las definiciones aritméticas. De hecho, lo que aprenden los nifios
al realizar tales experiencias es que ciertas operaciones poseen determinadas

8 Y de modo especial, la expresion ‘la manera caracteristica’, pues, como es conocido, para
Frege un mismo agregado puede ser descrito (y por tanto, descompuesto) de muchas maneras, sin
que haya de considerarse privilegiada (caracteristica) ninguna de ellas (Ver Frege 1973, p. 49).
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propiedades, cuyo conocimiento es importante para el aprendizaje de la arit-
mética, precisamente porque la aritmética concierne a operaciones de colec-
cionar?,

Es decir, que, segin interpreta Kitcher, para Mill el objeto de la aritmética
estd constituido por las permanentes posibilidades de manipulacion, y de este
modo, cabe decir que la aritmética describe las caracteristicas estructurales del
mundo en virtud de las cuales podemos segregar y recombinar objetos. Pero
no se crea por esto que lo que se persigue con estas afirmaciones es una
fisicalizacion de la aritmética. Ni Kitcher, ni tampoco Mill pretenden tal cosal0,
Es decir, Kitcher no estd defendiendo que la tinica manera de interpretar los
enunciados aritméticos sea considerando los numerales como predicados que
se aplican exclusivamente a operaciones de este tipo. Es cierto que la aritméti-
ca estudia las propiedades de ciertas operaciones de coleccionar, y que algunas
de estas operaciones se hallan interrelacionadas con la coleccién y la segrega-
¢ion de objetos fisicos. Sin embargo, esta, digamos, dependencia del soporte
fisico solo tiene relevancia como punto de partida, puesto que, segin Kitcher,
«pronto podremos coleccionar objetos trazando una linea mental alrededor de
ellos» (1980, p. 225).

Dicho de otro modo, el proceso cognoscitivo no puede reducirse a la mera
manipulacion de objetos. No cabe duda de que esta metodologia explicaria las
operaciones aritméticas mds elementales y algunas otras que no lo son tanto,
pero resultaria insuficiente para dar cuenta de cémo se adquiere el conoci-
miento de verdades matemdticas de rango superior, en las que el contacto con
lo fisico no es tan evidente. Es decir, hay un punto a partir del cual las opera-
ciones aritmélticas se tienen que poder llevar a cabo sin la presencia de los
objetos fisicos originarios. Asi parece entenderlo Kitcher al afirmar que «po-
demos coleccionar los objetos en el pensamiento sin necesidad de moverlos»
(1984, pp. 110-111). O sea, comenzamos con paradigmas estrictamente fisi-
cos, pero cuando nos familiarizamos con las actividades de coleccionar y
correlacionar ya no necesitamos tal soporte: podemos (dice Kitcher) relacio-
nar objetos en el pensamiento. Incluso cabe desarrollar un lenguaje capaz de
describir esa actividad y que nos permitird alcanzar niveles de abstraccion cada

9 Esta linea de pensamiento discurre en paralelo a la que adoptard Piaget al tratar de
justificar la génesis de las operaciones formales, y en particular, las operaciones l6gicas. Segiin
dice, tales operaciones «aparecen como resultado de la coordinacién de las acciones de combi-
nar, disociar, ordenar y poner en correspondencia, que luego adquieren la forma de sistema
reversible» (1982, p. 48).

10 No obstante, se puede avanzar significativamente en esta direcci6n sin limitarse a las
consabidas relaciones pitagéricas obtenidas a partir de la mera reordenacién de guijarros u obje-
tos semejantes. Bigelow (1988), por ejemplo, ha desarrollado una visién del asunto que le per-
mite llegar a construir incluso los nimeros complejos.
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vez mis altos. En otros términos, esta desconexion con todo elemento fisico
manipulativo nos podria conducir a un solipsismo no deseable que Kitcher
cree evitar recurriendo a la siempre arriesgada componente lingiiistica. Segiin
€l, podremos realizar actividades de coleccionar objetos asignindoles nom-
bres ¢ introduciendo los predicados adecuados que nos permitan seleccionar
los objetos a los que se aplican. Incluso se podria establecer una jerarquia en el
proceso selectivo sin mds que introducir los simbolos apropiados (Cf. Kitcher
1984, p. 111).

En resumen, Kitcher entiende que su propuesta para construir los numera-
les como predicados de operaciones colectivas, mediante operaciones fisicas
concretas se puede entender acorde con las pretensiones mis licidas de Mill. Y
son €stas las bases bajo las cuales nuestro autor trata de dar una expresién
cuasi-formal, me atreveria a decir, de la aritmética milleana (Cf. 1980, pp. 226
y ss.. También 1984, pp. 112 y ss.). Su intencidén dGltima es desarrollar, en el
seno de una teoria manejable, los planteamientos milleanos acerca de la forma
I6gica de los enunciados aritméticos. Para ello introduce cuatro nociones pri-
mitivas, con una interpretacion inequivoca cuando las referimos a un dominio
finito. La operacion U consiste en segregar un objeto determinado de una co-
leccién dada; la operacién S permite segregar un determinado conjunto y afia-
dir uno mds (es un trasunto de la operacién sucesor); la operacién A permite
anadir un agregado a otro (es semejante a la adicioén de conjuntos). Pero es
evidente que coleccionar no es la nica actividad matemitica elemental. Junto
a ella se encuentra la de correlacionar. Esto justifica la introduccién del cuarto
operador, M (marchability), que afirma el establecimiento de una correspon-
dencia biyectiva entre agregados, y que resulta fundamental a la hora de esta-
blecer la equinumerabilidad. En tltima instancia, la aritmética trata de las ope-
raciones de segregacion que permanecen invariantes frente a M.

La considerable carga intuitiva de que gozan estas operaciones no es 6bi-
ce para permitir el establecimiento de las relaciones basicas de la aritmética
elemental. No vamos a detenernos en eso, puesto que, como es obvio, el proce-
50 seria prolijo y en ocasiones complicado, pero en principio nada impediria la
formulacién de la Aritmética de Peano en funcion de estos cuatro predicados
(Cf. 1984, pp. 112 y ss.. También ¢f. 1980, pp, 226 y ss.). Pero, pese a la consi-
derable potencia expresiva de este lenguaje, s6lo estos axiomas resultan insu-
ficientes para mostrar algunos de los teoremas de la aritmética elemental. En
concreto, siempre que usemos el principio de induccién es preciso contar con
que tenemos a nuestra disposicién un sucesor para cada uno de los nimeros
utilizados en la prueba. Esto supone admitir la existencia de un conjunto o
dominio de interpretacion infinito, con lo cual, necesitamos hacer supuestos
existenciales, implicitamente admitidos en la aritmética de Peano, pero que
han de introducirse como axiomas en el lenguaje de Kitcher. Por ejemplo, hay
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que admitir que a partir de cada acto de segregacion pueda obtenerse otro que
cuente como su sucesor. Es decir, que se ha de afiadir como axioma el enuncia-
do «¥x Jy Sxy», cuya naturaleza es obviamente existencial.

Hasta aqui, todo parece ir bien. De hecho, los estructuralistas se aproxi-
man al asunto casi en los mismos términos. Pero no cabe duda de que la intro-
duccién de semejantes afirmaciones existenciales genera dificultades
insalvables. Si la existencia de una operaci6n determinada consiste en su reali-
zacién (performance), entonces no es cierto que para cualquier operacion fisi-
ca de segregacién haya, por ejemplo, una operacién sucesor (siguiente), pues-
to que es posible que no dispongamos de los elementos fisicos necesarios para
ello!l. No obstante, para Kitcher, «el hecho de que la aritmética de Mill no
pueda aplicarse adecuadamente a la descripcion de las operaciones fisicas de
segregacién, reordenacion espacial, elc., no es fatal para la aplicabilidad de
la aritmética de Mill» (1984, p. 229, subrayado del autor).

El lenguaje de Kitcher se torna ambiguo en este punto y las razones que
proporciona para justificar la hipétesis del agente ideal cabria incardinarlas en
un pragmatismo inductivista, que (en mi opinién) dudosamente hubiera man-
tenido Mill en esos mismos términos. No obstante, las razones que ofrece son,
en principio, plausibles. De entrada, resulta obvio que nuestras limitaciones
bioldgicas acarrean limitaciones en las operaciones que de hecho podamos
realizar. Pero el que no podamos hacer realmente ciertas cosas, incluso que no
podamos hacerlas a lo largo de toda nuestra existencia, no debe tomarse como
un rasgo estructural de la realidad. En concreto, las verdades de la aritmética
no se fundamentan en las operaciones reales ejectuadas por agentes humanos
reales, sino mds bien en las operaciones ideales realizadas por agentes ideales.
La aritmética se constituye asi, segiin Kitcher, como una teoria idealizada, de
tal manera que la relacién entre la aritmética y las operaciones reales realiza-
das por agentes humanos es semejante a la que existe, por ejemplo, entre las
leyes de los gases ideales y los gases realmente existentes en el mundo. Asi,
por ejemplo, no realizamos siempre (ni tenemos por qué) la operacion sucesor
para cualquiera de las operaciones colectivas (en el sentido de coleccionar),
pero, dada una de esas operaciones, nos consideramos a nosotros mismos ca-
paces de realizarla!2. Es evidente que Kitcher estd empleando aqui un estilo

11 Con esta misma dificultad se encuentra el nominalismo. Si se considera la aritmética
fundamentada en un ontologia de ‘tokens’ construidos como inscripciones fisicas concretas, es
evidente que no disponemos de la suficiente cantidad de tales inscripciones como para expresar
todos los niimeros naturales.

12 Cf. 1984, p.118. Podria incluso personificarse esta idealizacién considerando que la
aritmética no es mis que lo producido por un sujeto ideal con la suficiente libertad como para
poder realizar lo que nosotros, por nuestras limitaciones accidentales, no podemos llevar a cabo,
Pero esto exigiria admitir la existencia de un misterioso ser con poderes sobrenaturales.
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metafGrico para encubrir o parafrasear las ideas de Mill. De hecho, la concep-
cion de semejante agente ideal no es para nuestro autor mis que una simple
‘generalizacién inductiva’ a partir de nuestra prictica pasada (Cf. 1984, p. 118).
Todavia mds: cabe afirmar que, como quiera que hemos tenido éxito siempre
que hemos realizado tales operaciones, podemos trascenderlas y proyectar que
deberemos tener €xito en casos en los que por una razén u otra (yo subrayo)
no lo intentamos!3. En resumen, para Kitcher, los principios de la aritmética de
Mill pueden entenderse como definiciones implicitas de un agente ideal. Del
mismo modo que los fisicos manejan los gases ideales (inexistentes) «pode-
mos especificar las capacidades del agente ideal abstrayendo las limitaciones
incidentales de nuestra propia prdctica de coleccionar» (ibid., p. 117).
Llegados a este punto, creo que ya disponemos de suficiente material como
para afirmar que Kitcher, al llevar hasta sus tltimas consecuencias los plantea-
mientos de Mill, obvia sus pretensiones empiristas y cae de lleno en el aprio-
rismo que pretende evitar. De entrada, parece que la introduccion misma de la
hipdtesis del agente ideal estd viciada de principio. No cabe duda de que su
propuesta intenta obviar la cuantificacién sobre objetos abstractos, ya que, de
no hacerlo asi, se veria obligado a admitir la existencia de un dominio indepen-
diente cuyas connotaciones platénicas no estd dispuesto a aceptar. El rodeo
para evitar tal enfrentamiento le obliga a introducir las ya citadas operaciones
de segregacion y emparejamiento. Lo que ocurre es que no queda claro en su
exposicion sobre qué conjunto inicial se realizan tales operaciones. El desarro-
llo de su propuesta parece sugerir que se trata del dmbito de lo fisico, constitui-
do por objetos y eventos perfectamente ubicados en el espacio y en el tiempo.
Todo apunta a que seleccionamos objetos concretos en un instante temporal
preciso, pero eso no queda especificado en ninguno de sus textos. Evidente-
mente esto acarrea problemas técnicos nada triviales, puesto que no se cuenta
con un criterio de identidad que nos permita realizar las aludidas operaciones
de seleccidn y de emparejamiento. Una vez mds habrd que darlo por supuesto,
ya que Kitcher no lo indica expresamente. Pero, aun obviando esta cuestidn,
hay que admitir que la matemdtica contemporénea es demasiado rica como
para pretender justificarla a partir de tan pobre punto de partida. Por ello se ve
Kitcher obligado a introducir el agente ideal, En definitiva, el rodeo para evitar
las entidades abstractas exige introducir una mds que dudosa hipétesis que
presenta mds problemas que resuelve. Asi parece entenderlo Mary Tiles en el

13 En términos parecidos se manifiesta Detlefsen, para quien la aritmética es una idealiza-
cidn de nuestra experiencia al considerar el comportamiento de los objetos fisicos reales: «Cuando
lo que se pretende es explicar su aplicabilidad empirica, la aritmética contentual deberia conce-
birse como una idealizacitn de nuestra experiencia con respecto al comportamiento aritmético
de los objetos fisicos reales» (Detlefsen 1986, p. 33).
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review ya citado: «;Qué se ha ganado [dice] al sustituir las operaciones ideales
de un sujeto ideal por los objetos abstractos?» (Tiles 1985, p. 42). Dicho de
otro modo, parece seglin esto, que Kitcher cae de lleno en el apriorismo del
que con tanto ahinco trataba de alejarse.

Pero todavia creo que se podria plantear una segunda cuestién. Para ello,
convendria recordar las razones aportadas por nuestro autor para introducir en
su sistema de la Aritmética de Mill los axiomas existenciales citados. Ya se ha
dicho que las operaciones bdsicas de segregacién y emparejamiento deben dis-
poner de un dominio de partida que permita su ejecucion en cualquier caso.
Dicho de otro modo, operaciones como ‘segregar un elemento mas’, equiva-
lente al postulado de que cada niimero tiene un sucesor, tienen que poder iterarse
indefinidamente. Es en este punto en el que hace su aparici6n el agente ideal,
dado que nuestras limitaciones fisicas y biol6gicas no nos permiten realizar
siempre semejante operacién. Dicho de otro modo, este sujeto ideal debe ha-
llarse en condiciones de coleccionar no solamente objetos espaciales, sino tam-
bién colecciones de infinitos objetos, de dudosa ubicacién espacio-temporal.
Para Kitcher, esta actividad, imposible de ejecutar por un humano, no puede
ser realizada en nuestro tiempo ‘normal’ de individuos finitos, sino que exige
«un medio andlogo al tiempo, pero mds rico que el tiempo» (1984, p. 146), una
especie de ‘supertiempo’, en sus propias palabras. Es decir, que no tiene repa-
ros en extender la nocién de tiempo para abarcar lo que el platonismo explica
extendiendo la nocién de objeto. Cabrfa preguntarse, como hace Parsons, por
qué, aun siendo andlogas, es preferible una extensidn a la otra. A decir verdad,
como apunta el propio Parsons, la extensién del concepto de objeto (fisico) a la
de objeto ajeno a toda ubicaci6n espacio-temporal, resulta menos extravagante
y mas de acuerdo con el contenido real de la teoria de conjuntos que la pro-
puesta de Kitcher (Cf. Parsons 1986, p. 134). En definitiva, quiz4 sea esta teo-
ria del agente ideal la parte menos sustentada del naturalismo que Kitcher de-
fiende desde hace mds de dos décadas,
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