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El corazén de un espacio de Alexandroff

The core of an Alexandroff space
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RESUMEN. Un espacio de Alexandroff es un espacio topolégico cuya topologia
es cerrrada bajo intersecciones. El corazén de un espacio de Alexandroff es el
modelo minimo que conserva su homotopia. En el presente trabajo desarro-
llamos en functor corazén y demostramos su existencia para espacios finitos.
Presentamos ademads un contraejemplo asociado con productos infinitos y su
compacidad. En el 4nimo de la autocontencién se abordan las propiedades mas
elementales de los espacios de Alexandroff, y su relacién con los conjuntos
preordenados.
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ABSTRACT. An Alexandroff space is a topological space whose topology is
closed under intersections. The core of an Alexandroff space is the minimal
model keeping its homotopy. In this work the functor core is developed and also
its existence is proved for finite spaces. A counterexample regarding infinite
products and their compactness is also presented here. For the sake of self-
containment, elementary properties of Alexandroff spaces and their connection
with posets are exposed.

Key words: Alexandroff topological spaces, Preorder, Minimal models.

2010 AMS Mathematics Subject Classification: 54B15, 54F05, 54D10.



6 J. A. Pérez & M. S. Santana. El corazén de un espacio de Alexandroff

1. Introduccién

Los espacios topoldgicos cuyas propiedades abordamos en el presente trabajo
fueron descubiertos por el matemético soviético Pavel Serguéyevich Alexandroff
(1896-1982) y reportados por vez primera en [1]. Los espacios topolégicos finitos
son los espacios de Alexandroff que mds atencién han recibido, desde los tra-
bajos clasicos de Michael McCord [15] y Richard Stong, [18] hasta los trabajos
enciclopédicos de Jonathan Barmak [3] y Peter May [11, 12, 13, 14].

Los espacios de Alexandroff han recibido atencién esporddica en contextos
maés generales, sobre todo en relacién con aplicaciones como la segmentacién de
imdgenes digitales, sin embargo, como pretendemos mostrar en el presente trabajo,
estos espacios tienen interés matematico intrinseco.

2. Espacios de Alexandroff

Un espacio topolégico cerrado bajo intersecciones es un espacio de Alexandroff.
Espacios discretos y espacios finitos son ejemplos de espacios de Alexandroff, asi
como los conjuntos con topologias finitas. Dados un espacio topolégico (X, T) y
un punto x € X, el conjunto de todas las vecindades de x se denota por N'(x) y se
conoce como el sistema de vecindades de x, en tanto que N (x) N T es el sistema de
vecindades abiertas de x.

Una consecuencia inmediata de la definicién es que el sistema de cerrados
F = {F|F° € 7} de un espacio de Alexandroff (X, T) es también una topologia de
Alexandroff sobre X. Esta se conoce como la topologia opuesta y se denota como
% = F. Al igual que X abrevia el espacio topoldgico (X, T), el simbolo X°P
abrevia el espacio topoldgico opuesto (X, ).

Si (X, T) es un espacio topolégico de Alexandroff y x € X, entonces

es una vecindad de x, que esta claramente contenida en cualquier otra vecindad
de x y es en consecuencia la vecindad minima de x. Reciprocamente, supéngase que
(X, T) es un espacio topolégico en el que cada punto x € X admite una vecindad
minima Uy, yseaV C 1;six € NV = V, entonces Uy C V, con lo que V es
abierto.

Proposicién 1. Un espacio es de Alexandroff si, y solo si, cada uno de sus puntos admite
una vecindad minima.

Noétese que una vecindad minima es necesariamente abierta. Ahora bien, si
By = {Ux|x € X}

es la coleccién de vecindades minimas de un espacio topolégico (X, 7), es claro
que B, es base para una topologia sobre X, y que T es la topologfa generada por
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B, donde los conjuntos abiertos U € T tienen la forma

u=J Uy,
xel

y claramente también, todo conjunto de esta forma es abierto.

Proposicién 2. Sea B la coleccién de todas las bases para el espacio topoldgico de
Alexandroff (X, T), entonces By, = (B.

Demostracion. Claramente By, € 8. Ahora bien, si B € By x € X, elijamos B € B
tal que x € B C Uy, entonces, por minimalidad B = Uy, de donde Uy € B, y se
sigue que B, C (B. Dado que B);, € 9B, entonces también (B C B,,. O

En este sentido, la base minima 5, de un espacio de Alexandroff es tnica, y es
un in&riante del espacio. Si Fy es el minimo cerrado que contiene a x, entonces
Fy = {x} y ademas F, = U,". en el espacio opuesto X°F.

El espacio (X, T) es Ty 6 de Kolmogorov' si, y solo si, {x} # {y} siempre que
x # y. Se sigue que X es Ty si, y solo si, X°? es Ty, luego U, # Uy si, y solo si,
xX=y.

Proposicién 3 (Alexandroff). Sean x,y € X, donde X es un espacio de Alexandroff Tj.
Entonces U, = Uy si, y solo si, x = y.

Corolario 4. Un espacio de Alexandroff finito es T si, y solo si, #(By) = #(X).

Un espacio es Ty o de Fréchet? si se satisface que N'(x) — N'(y) # @ # N (y) —
N (x) si, y solosi, x # y.

Ahora bien, si (X, 7) es de Alexandroff y T} y x € X, entonces (NN (x) es una
vecindad de x y ademads
{x} =N (x),

puesto que siy # x existe V € N (x) tal quey ¢ V.

Proposicién 5. Un espacio de Alexandroff es Ty si, y solo si, es discreto.

En funcién de la proposicion anterior, los espacios de Alexandroff que son
interesantes satisfacen a lo sumo el axioma Tj. Sobre un espacio topoldgico de
Alexandroff X, definamos x ~ y siy solo si, Uy = Uy; claramente esta es una
relacién de equivalencia y el espacio cociente X/ ~ es un espacio Tp.

! Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), matematico soviético condiscipulo de Alexandroff, y
de acuerdo con algunas versiones como J-M Kantor y L. Graham (2009, p. 185), al igual que G. Szpiro
(2011, p. 152), su pareja sentimental.

2Maurice René Fréchet (1878-1973), matemético francés.
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El espacio cociente Xy = X/ ~ identifica los puntos de X que no son topoldgi-
camente distinguibles, por lo que conserva lo més esencial de la topologia de X. A
este espacio Ty le llamaremos el pericardio® de X.

En lo sucesivo, denotamos por I el intervalo euclidiano [0, 1].

Lema 6. El espacio de Sierpitiski es trayectoconexo.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de su conexidad. O
Aunque la demostracion es rigurosa e incontrovertible, es ilustrativo exhibir

una trayectoria entre sus dos puntos. Consideremos X = {x,y} con la topologia
de Sierpiniski en la cual {x} es abierto, entonces la aplicacién « : I — X dada por

x, si 0<t
"‘(t):{ P 1<
Yy, si 2_t

es una trayectoria desde x hasta y, como se ilustra en la figura siguiente.

—_ N

7
7

IN A

X
— o y
o0
0 1 1

Proposiciéon 7 (Alexandroff). Todo espacio topologico de Alexandroff es localmente
trayectoconexo.

Demostracion. Sea X un espacio de Alexandroff. Basta demostrar que Uy es tra-
yectoconexo para todo x € X. Témese x € X. Si Uy = {x} no hay nada que
demostrar. Dado y € Uy — {x}, tenemos que U, C U,. Si U, = U,, entonces
{x,y} es un subespacio indiscreto de X, por lo que toda aplicaciéon a : I — {x,y}
es continua. Ahora, si Uy # Uy, entonces {x,y} es un subespacio de Sierpiriski de
X en el que {y} es abierto; basta entonces definir a : I — {x,y} de forma tal que
a~1(x) =[0,1] y a~!(y) = (},1] para obtener una trayectoria de x a y. O

Corolario 8. Un espacio de Alexandroff es conexo si, y solo si, es trayectoconexo.

3. Orden

Sobre un espacio topoldgico de Alexandroff (X, T) definimos x < ysix € Uy, 0
equivalentemente, silfy C U, Larelacién x < y si, y solo si, Uy C U, es claramente
reflexiva y transitiva, por lo que (X, <) es un conjunto preordenado. Recordemos
que un preorden sobre un conjunto X es una relacién binaria ‘<’ que es reflexiva y
transitiva.

3Como veremos, Xy “envuelve” el corazén de X.
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Proposicion 9. En un espacio topolégico de Alexandroff (X, T), la topologia T induce
un preorden < sobre X.

En contraparte, consideremos un conjunto preordenado (X, <) y definamos
Uy = {y € X|y = x} para cada x € X. Si notamos que para z € U, N U,
se satisface que U, C Uy N Uy, queda claro que {U,|x € X} es base para una
topologia T sobre X y que ésta es una topologia de Alexandroff.

Proposicion 10. En un conjunto preordenado (X, <), el preorden ‘<’ induce una topo-
logia de Alexandroff T sobre X.

Existe entonces una suerte de equivalencia entre los preérdenes y las topolo-
gia de Alexandroff, que ademads se extiende a los morfismos en sus respectivas
categorias.

Un morfismo en la categoria Top es una aplicacién continua, mientras que un
morfismo en la categoria Preord es una aplicacion creciente, es decir, una aplicacién
que preserva el preorden.

En lo sucesivo, un espacio de Alexandroff serd considerado tanto un espacio
topolégico, como un conjunto preordenado, donde el preorden es el inducido por
la topologia y viceversa.

Teorema 11. Sean X, Y espacios de Alexandroff, entonces f : X — Y es continua si, y
solo si, es creciente.

Demostracion. Supongamos primero que f es continua, y sea x € X un punto
arbitrario. Entonces f~! (Ug(x)) es abiertoy x € f1 (Uf(x)), de manera que Uy C
7 (Ug(x))- Siz < x, entonces z € Uy, de donde f(z) € Ugy), es decir Uy, C
Uy (y), que es equivalente con f(z) = f(x).

1
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Reciprocamente, supongamos ahora que f es creciente, luego, de z < x se
sigue f(z) =< f(x). Por transitividad Uf(z) - Uf(x), en consecuencia U, C U, C

T (Ug(y)), y asi
iU = U U
f(z2)=f(x)

Luego ffl(Uf(x)) es abierto. O

Los espacios topolédgicos de Alexandroff constituyen una subcategoria Alex
de Top con caracteristicas bastante peculiares, entre otras que es una alegoria [8]
no conexa, cuyas componentes son monoides, y cuya reciprocacion estd dada
mediante ¢ = t°7. Esta alegorfa resulta ser isomorfa, tanto con la categoria de
los conjuntos preordenados de altura finita, asi como las de las multidigraficas®,
también de altura finita. La formalizacién de estas afirmaciones requieren espacio
del que no se dispone en este documento, por lo que sedn publicadas por separado.

Un preorden es un orden parcial, si ademéas de ser reflexivo y transitivo es
también antisimétrico, es decir, si x < y junto con y < x implican x = y. Un
conjunto parcialmente ordenado o de forma abreviada Poset® es un par (X, <), donde
‘<’ es un orden parcial sobre X.

Proposicién 12. El conjunto preordenado (X, <) es un poset si, y solo si, (X, T) es un
espacio de Alexandroff Ty.

La categoria Alexy, de los espacios de Alexandroff T, es una subalegoria de
Alex, isomorfa como alegoria con la categoria de los posets de altura finita, y con
las digraficas de altura finita. No formalizaremos estas afirmaciones aqui, pero
resultaba dificil vencer la tentacién de mencionarlas.

4. Digraficas y diagramas

Una multidigrdfica es un par (V, A) donde V # & es un conjunto, cuyos ele-
mentos se llaman vértices y
ACVxV

es un conjunto de pares ordenados de vértices, a los que llamaremos aristas, de
manera que
A={(v,v)[veV}CA.

Elpar (V, A) es una digrifica transitiva side (a,b), (b,c) € A sesigue que (a,c) € A.
Se dice que (4, ¢) es la composicién de (a,b) con (b, ¢), lo que denotamos mediante

(a,¢) = (b,c)o(a,b).

4Precategorias.
SPartially ordered set.
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Si denotamos por a < b el par (a,b), entonces en una multidigrafica (V, A), A
es un preorden sobre V, con lo que la conexién entre multidigraficas, espacios de
Alexandroff y conjuntos preordenados se hace evidente.

Un diagrama orientado es una representacion visual de una digrafica, en el que
se omite alguna informacién, ya sea por redundante, o porque especificarla no
agrega claridad sino posiblemente, lo contrario.

|
<
*——0o—0

Los tres diagramas anteriores son equivalentes, el central es un diagrama
orientado, mientras que el de la derecha es un diagrama de Hasse®. En este tdltimo,
la orientacién de la multidigréfica es ascendente. Si (a,b) y (b,a) son aristas en
la misma multidigréfica, la situacion se representa en los diagramas siguiente, el
orientado a la izquierda, y el de Hasse a la derecha.

yay N

Una digrifica es una multidigréfica que no admite mds de una arista entre
dos vértices distintos dados, de forma que su diagrama de Hasse no tiene aristas
horizontales. Una digrafica se corresponde con un Poset y éste con un espacio de
Alexandroff Tj. Usaremos de forma intercambiable un diagrama orientado y un
diagrama de Hasse pues cada uno revela informacién que queda oculta en el otro.

5. Ejemplos

Hemos pospuesto los ejemplos con el fin de contar con elementos teéricos mi-
nimos para que el encuentro con ellos resulte provechoso, asi como con diagramas
eficientes que contribuyan a su comprension.

El ejemplo mas sencillo que ya es significativo es el que corresponde al espacio
topoldgico de Sierpiriski’. Un conjunto de dos elementos, digamos X = {0,1},
admite dos topologias de Sierpinski, que son, por supuesto, homeomorfas y de
Alexandroff Ty. Una de ellas es T = {&, {0}, X}, enla que Uy = {0} y U; = X.

®Helmut Hasse (1898-1979), matematico aleman de origen judio, razén por la cual fue rechazada su
solicitud de ingreso al partido Nazi.

"Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969), matemético y astrénomo polaco. Un créter de impacto en
la cara oculta de la Luna ha sido nombrado en su honor: el crdter de Sierpiriski.
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En la propuesta de von Neumann?® para la definicién inductiva de los niimeros
ordinales, = 0y o(a) = a U {a}, donde ¢ es la funcién sucesor de Peano’,
1={0},2=1{0,1} y3 ={0,1,2}. Entonces 3 es una topologia de Sierpiriski sobre
2, donde 1 es abierto. En general, si « es un ordinal, entonces o(«) es una topologia
sobre &, en la que un conjunto B es abierto si, y solo si, es un ordinal § < «. Los

puntos de « son los ordinales B < .

Este es un ejemplo de topologia de cadena, en la que dos puntos distintos cua-
lesquiera determinan un subespacio de Sierpiriski. El espacio de Sierpinski es
entonces paradigmadtico en el estudio de los espacios topoldgicos de Alexandroff
To.

Las piezas con las que se ensambla un espacio de Alexandroff son cadenas, y
éstas se construyen con espacios de Sierpiriski. Por ello, Sierpiniski se erige como
un arquetipo de Alexandroff. La topologia asociada con un orden parcial bien
podria, dadas las analogfas, ser llamada topologia ordinal, distinguiéndola asi de la
mads popular topologia del orden.

La topologia de los discos concéntricos sobre IR” es un buen ejemplo de topologia
de Alexandroff que no es numerable ni Tj. Para cada x € R", definamos Uy, =
{yv € R" : |y| < |x|}, en donde claramente U, = Uy, si, y solo si, |x| = [y|. El
pericardio de este espacio es la semirecta [0, %) con la topologia de Alexandroff
To, en la que U, = [0, al.

La topologia digital es otro ejemplo de topologia de Alexandroff, de especial
interés, gracias a sus usos en ingenierfa, particularmente en la segmentacién de
imagenes para diagnéstico médico y la eliminacién de “ruido” en las imdgenes
fotograficas. Es el caso del plano digital, que se obtiene como producto de dos
copias de la recta digital, ejemplo que examinaremos en primer lugar.

Consideremos el conjunto X de los ntimeros enteros con la topologia de Ale-
xandroff generada por las vecindades minimas Uy, 11 = {2n+ 1} y Up, =
{2n —1,2n,2n + 1}. Este es un ejemplo de espacio infinito numerable y Ty de
altura 1.

2n+1
- e o ° o o o ® ...
2n 2n+2

8John von Neumann (1903-1957), matematico hiingaro, conocido fundamentalmente como pionero de
la Teoria de Juegos.
9Giuseppe Peano (1858-1932), matemético y filésofo italiano.
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Cada punto impar tiene un vecindad tinicamente para si, dado que representa
un “pixel monodimensional”, mismo que contiene informacién relevante. Cada
punto par es “inseparable” de los impares inmediatos, pues representa la transicién
entre pixeles; en este sentido, la informacién que aportan depende de los impares
vecinos.

2n+1
[ ] [ ] [ ]
" C—o0—>0<C—0—>0<c—0—>0 - - . P P °
2n 2n+2 2n 2n+2

En la figura anterior se muestran el diagrama orientado y el diagrama de
Hasse de la recta digital. El clculo de la cerradura de un conjunto en un espacio
digital nos informa claramente sobre la forma en la que la informacién grafica
se “organiza”. En la recta digital, por ejemplo, la cerradura de un pixel es el
pixel mismo junto con su entorno inmediato: Uy, +1 = {2n,2n 4+ 1,2n + 2}. La
cerradura de un punto en la transicién entre dos pixeles los contiene a ellos y a
sus alrededores: Uy, = {2n —2,2n —1,2n,2n +1,2n + 2}.

En la ilustracién que sigue puede verse el diagrama orientado de un fragmento
del plano digital. Los puntos sefialados se encuentran el en centro de un pixel.
La versién tridimensional, de uso en diagndéstico por resonancia magnética es el
producto de tres copias de la recta digital; en ese caso el volumen que contiene
informacién significativa se llama voxel.

Los espacios digitales son claramente conexos, y también claramente no son
compactos.

A
Y
A
Y
A
Y
A
Y
A
Y

A
Y
A
Y
A
Y
A
Y
A
Y

A
Y
A
Y
A
Y
A
Y
A
Y

Y
A
Y

A
Y
A
Y
A
Y
A

Y
A
Y

A
Y
A
Y
A
Y
A

El dltimo ejemplo en esta seccién es la llamada topologia de la divisibilidad sobre
el semigrupo IN de los niimeros naturales. La vecindad minima de 7 es el conjunto
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U, cuyos elementos son los divisores de n. Claramente U; = {1}, si p es primo,
entonces U, = {1, p} y ademas Uy = IN. El espacio de divisibilidad es claramente
conexo y compacto.

6. Productos

No profundizaremos en las propiedades de los productos de espacios de
Alexandroff, sino que haremos énfasis en algunas propiedades que los hacen par-
ticularmente interesantes. El cimiento de estos espacios es el espacio de Serpinski.
En la siguiente figura se muestran las segunda y tercera potencia de un espacio tal,

PN
A%
Ve N

No resulta complicado deducir que el producto X" es un espacio de Alexan-
droff Ty y que tiene (}) puntos de altura k, ademas de que cada producto tiene
maximo y minimo. Cada uno de estos espacios es simétrico, en el sentido de que es
homemorfo con su espacio opuesto.

Claramente, el producto de espacios Ty es también T, sin embargo, eso no
pasa necesariamente con los espacios de Alexandroff, es decir, la categorfa de los
espacios de Alexandroff no es cerrada bajo productos arbitrarios.

Proposicién 13. El producto finito de espacios de Alexandroff es un espacio de
Alexandroff.
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Demostracion. Basta observar que el producto finito de vecindades minimas es
una vecindad minima, y es muy sencillo verificar que la topologifa ordinal coincide
con la topologia producto, en donde el preorden esta dado por (xi,...,x,) =<
(y1,---,Yn) si, y solosi, x; < yxparatodok € {1,...,n}. O

Puede verificarse con facilidad que el producto arbitrario de conjuntos preor-
denados es, a su vez, un conjunto preordenado, y que el producto de posets es
también un poset. No obstante, el poset producto no coincide necesariamente con
el espacio producto, en particular, un producto de espacios de Alexandroff no es
necesariamente un espacio de Alexandroff. Consideremos por ejemplo el ordinal
Xu = n+1 con la topologia ordinal, con la que es un espacio de cadena.

Claramente X;; es compacto para todo n € IN, dado que es finito, por lo que el
espacio producto
X=T1] Xu

nelN

es compacto, y de hecho, la sucesiéon (n|n € IN) es un elmento maximal para X.

Sin embargo, X no es un espacio de Alexandroff, puesto que la sucesién cons-
tante (0) no admite una vecindad minima, ya que el conjunto {(0)} no es abierto
en la topologia producto, aunque ciertamente lo es en la topologia del preor-
den. Un producto de espacios de Alexandroff, con la topologia producto, no es
necesariamente de Alexandroff.

Teorema 14. Todo producto de espacios de Alexandroff es un espacio de Alexandroff, con
la topologia ordinal.

Demostracién. Dada una coleccion X = {X,|a € A} de espacios de Alexandroff y

X =T] Xo

aeA

basta definir, para x = (xa),y = (ya) € X larelacién x < y si, y solo si, x4 < ya
para todo « € A. O

En el caso de un producto, debe entonces tenerse cuidado, acerca de si se trata
de un producto de espacios topoldgicos, o un producto de posets.
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7. Conexidad

Sea (X, <) un conjunto preordenado. Se dice que los puntos x,y € X son
comparables si se satisfacen al menos una de las condiciones x < yoy < x. Una
cadena es un conjunto totalmente ordenado; una cadena K C X en (X, <) es tal
que la resctriccién (K, <) es una cadena. Si a < b, una cadena con extremos a y b se
denota por K(a,b), y en caso contrario K°/(a, ), y decimos que esta tltima es una
contracadena.

Dados dos puntos x, X, € X en un conjunto preordenado (X, <), una corona
entre xo y x, es una (n + 1)-ada (xg,x1,...,%,) € X"t tal que x; 1 y x; son
extremos de una cadena, es decir, un subconjunto de X totalmente ordenado.

Una corona (xg,x1,...,x,) € X"T1, para n impar satisface:

1. xg < x1,x1 > x2,..., X1 < Xy, 0 bien

2. %0 2 X1, X1 < X2, .0, X1 2 Xp;
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En tanto, si n es par se cumple:

1. xg <x1,X1 > X2, ..., X3—1 > Xy, 0 bien

2. x0 2 X1, %1 <X, 000 X1 < X

Dada una corona (xg, x1, ..., Xy), elijamos una cadena entre cada dos puntos
sucesivos, la unién de tales cadenas es una valla entre xy y x,, que se denota
por F(xp, x,). Un conjunto preordenado (X, <) es conexo si dados dos puntos
cualesquiera x,y € X existe una valla F(x,y) en X, en cuyo caso se dice que x, y
son conectables.

El pericardio de un conjunto preordenado (X, <) es el Poset (X, <) para Xy =
X/ ~ donde x ~ y si, y solo si, x < y se satisface simultdneamente con y =< x.
Si definimos [x] < [y] si, y solo si, x < y, la proyeccién q : X — Xy dada por
q(x) = [x] es claramente creciente, al igual que lo es cualquier seccién s : Xy — X.
Recordemos que s es una seccién de g si, y solo si, g o s es la identidad en Xj.

Proposicién 15. Un conjunto preordenado (X, <) es conexo si, y solo si, su pericardio
(Xo, <g) es conexo.

Demostracion. Basta notar que tanto s como g son crecientes. O

Corolario 16. Un espacios de Alexandroff (X, T) es conexo si, y solo si, su pericardio
(Xo, 1) es conexo.

Demostracion. Basta notar que tanto s como g son continuas. O

Un espacio de Alexandroff (X, T) puede entonces considerarse como un con-
junto preordenado (X, <) y viceversa. En lo sucesivo, bastara referirse al espacio
X con ambas estructuras disponibles. Cadena y espacio cadena son, en lo sucesivo,
sinénimos.

El lector no tendré dificultad en exhibir una trayectoria desde y hasta x. Un
espacio de Sierpiriski es una cadena de longitud 1. Recordemos que la longitud de
una cadena finita es la cardinalidad del conjunto de sus aristas: una (n + 1)-cadena
tiene longitud n. Una cadena de longitud n se evidencia como trayectoconexo
concatenando 7 trayectorias como la anterior. Una cadena numerable es trayecto-
conexa, lo que se demuestra mediante paso al limite. Finalmente, una cadena no
numerable es trayectoconexa, dado que es homeomorfa con un intervalo.

Lema 17. Toda cadena es trayectoconexa.

Corolario 18. Toda valla es trayectoconexa.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de los previos.
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Teorema 19. En un espacio de Alexandroff, las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) X es conexo como conjunto preordenado;
ii) X es conexo como espacio topoldgico;

iii) X es trayectoconexo.

Demostracion. Basta demostrar la equivalencia entre i) y iii), lo que resulta de
aplicar los resultados recientes. O

8. Homotopia

La homotopia no es sino el estudio de formas superiores de conexidad, y esto
resulta particularmente evidente en los espacios de Alexandroff. Dado un espacio
topolégico X, dos puntos x,y € X se dicen hométopos si X admite una trayectoria
entre ellos, en cuyo caso denotamos x >~ y. Si X es de Alexandroff, dos puntos son
hométopos si, y solo si, son conectables en su preorden.

Lema 20. Sean x,y € X y X de Alexandorff. Si x <y, entonces x >~ y.

Dados un conjunto A # @ y un espacio de Alexandroff X, el conjunto de
aplicaciones X4 adquiere un preorden natural mediante f < g si, y solo si, f(a) <
¢(a) para todo a € A. Entonces X* es un espacio de Alexandroff si, y solo si, X lo
es, y ademads, XA es Tp si, y solo si, X es también Tj.

Una trayectoria h : [ — X4 tal que h(0) = f y h(1) = g es una homotopia

f ~ g, enla que, como veremos, estd implicita la continuidad de f y g.

Proposicién 21. Sean f,g € X* con X de Alexandorffy A # @. Si f < g, entonces
f=s

La construccién misma provee al conjunto A una topologia, la topologia inicial
inducida por la coleccion {h(t)|t € I}, con lo que se garantiza la continuidad de
cada h(t).

Proposicién 22. La topologia inicial inducida por un espacio de Alexandroff es de
Alexandroff.

Demostracion. Sean A # & un conjunto, (X, T) un espacio de Alexandroff y una
coleccién de aplicaciones F = {f, € X?|a € A}. Para cada a € A, definimos
Vo ={U € t|fa(a) € U}y

Us = ) < N fﬁ(ll)) =/ <ﬂ (ﬂ"“)>’

ac A \UEY, aeA

con lo que obtenemos una base minima para A inducida por F. O
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Estamos listos para explorar las propiedades homotdpicas de los espacios de
Alexandroff.

Lema 23. El espacio de Sierpitiski es contrdctil.

Demostracion. Sean X = {x,y} con la topologia de Sierpinski en la que {x} es
abierto. Sean ¢y, 1x € XX la constante en x y la identidad respectivamente. Dado
que x <y, es claro que ¢y < 1x, de manera que ¢y ~ 1x. O

Corolario 24. Todo espacio de cadena es contrictil.

De lo anterior se sigue que los grupos de homotopia del espacio de Sierpiriski
son triviales.

Corolario 25. Sea X un espacio de Sierpiriski, entonces
m(X) =0

para todon > 1.

Las proposiciones enunciadas han sido demostradas plenamente. Exhibiremos,
no obstante, aplicaciones y homotopias explicitas para ilustrarlas. Un lazo en el
espacio de Sierpinski X = {x.y} en el que {x} es abierto, con punto base en x es,
por ejemplo & : I — X, donde

x, si 0<t< %;
a(ty=< y, si ;<t<3;
x, si % <t<1,
como se ilustra en la figura siguiente.
X X
———o0 y o——e
0
U

De igual manera, una homotopia H : I x I — X entre este lazo & y el lazo
constante en x se esquematiza en siguiente dibujo.
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La figura siguiente ilustra la aplicacién continua « : (D",5"" 1) — (X, x),
definida como sigue.
y, si 0 < |t <
x, siog <[t < 1

@0+

De forma analoga, se demuestra que a es homotdépicamente trivial, al igual que
cualquier otra aplicacién continua a : (D", S"~!) — (X, x), por lo que es claro que
my(X) = 0, para todon € N ..

a(t) =

Corolario 26. Todo espacio de cadena finito es homotdpicamente trivial.

Sean X un espacio topolégico y A C X un subespacio. Una retraccién es una
aplicaciéon continuar : X — Atalqueroj =14 dondej: A — X eslainclusiény
14 eslaidentidad en A. Se dice que A es un retracto de X si existe tal retraccion.

El subespacio A es un retracto por deformacién de X, si es un retracto y ademads
roj ~ 1x. La conmutatividad del siguiente diagrama de la izquierda resume la
definicién anterior. Si ademads existe una homotopia H : r o j > 1x que hace con-
mutar el diagrama de la derecha, se dice que A es un retracto fuerte por deformacion
de X.

pra

A X AxI A
1

. r N jx1; j

A ! X X x I X

Proposicién 27. El pericardio de X es un retracto por deformacion de X.

Demostracion. Sea q : X — Xp la proyeccién obvia de X sobre su pericardio y
s : Xp — X una seccién de 4. La proposicion afirma que Y = s(Xp) € X es un
retracto fuerte por deformacion de X. Esta serd una convencién que seguiremos
usando. Tanto g como s son crecientes, por lo que son continuas; ademdsso g = 1y
y gos =X 1x, por lo que, claramente g o s ~ 1x. O
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En realidad, X es un retracto fuerte por deformacién de X, sin embargo, la
demostracion requiere de caracterizar la compacidad en espacios de Alexandroff,
lo que cae fuera del propésito del presente trabajo.

Proposicién 28. Todo espacio de cadena X, es homotdpicamente trivial.

Demostracién. Si X es no numerable, no hay nada que demostrar. Si X es finito y
x € X es suminimo, la constante ¢, : X — X en x satisface cy. Si X es numerable
y tiene minimo o maximo, la demostracién es andloga al caso finito. De no tener
extremos, sea xp € X un punto arbitrario, que es claramente libre, xy cubre un
unico punto x_1 y es cubierto por un tnico punto x1, tenemos asi que K(x_1, x1)
es una cadena finita de longitud 2, que es por consecuencia homotépicamente
trivial. Obtenemos asi una sucesion de cadenas K(x_;, x,,) de longittud 2n que
es homotépicamente trivial. El espacio X es el limite directo de los subespacios
K(x_y,xn), y es por tanto homotdpicamente trivial. O

Sea (X, <) un poset con x,y € X. Decimos que x cubreay siy < xsi (x,y)
es una arista en el diagrama de Hasse de X, equivalentemente, se dice que y es
cubierto por x. Si x cubre exactamente 1 elementos se dice que su grado de ingreso'”
es m, y si es cubierto por exactamente 1 elementos se dice que su grado de egreso!! es
m. , Esta informacién se concentra en el bigrado de x como el par (m, n). Escribimos
respectivamente in(x) = m, out(x) = ny big(x) = (m,n), en donde ni m ni n son
necesariamente finitos.

Siguiendo la nomenclatura introducidad por May en [11], un punto descen-
dente'? es un punto con bigrado de la forma (1,7), y dualmente un un punto
ascendente' es un punto con bigrado de la forma (m, 1).

Un espacio farol es una unién de cadenas libres con extremos comunes. Enton-
ces, un espacio farol X tiene un punto x tal que big(xp) = (0,1) un punto x; tal
que big(x1) = (1,0) y de manera que si x € X — {xp, x1}, entonces big(x) = (1,1).
Los siguientes son ejemplos de espacio farol.

I / .\7 A ‘\\
TV

Proposicién 29. Todo espacio farol es homotdpicamente trivial.

1Tn degree.

1Out degree.
12Down beat point.
13Up beat point.
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Demostracion. Basta demostrar que un espacio farol X es homotépicamente equi-
valente con un espacio cadena. Sean X es espacio farol con minimo xp y méximo
x1. Si X no tiene puntos libres no hay nada que demostrar. En caso contrario,
sea A el subespacio de X cuyos puntos son los puntos libres de X. La proyeccén
q: X — X/ A es creciente, al igual que cualquier seccién s : X/ A — X y ademas
sog < 1x.Six = soq(a) para todo a € A, el subespacio K = {xg, x,x1} es una
cadena de longitud 2, que es un retracto por deformacién de X. O

/I\ |

%\ A
N/ . . . e
N |
\% \NV4

9. El functor corazén

°
1
.

El corazén!* de un espacio de Alexandroff X es un espacio topoldgico de
cardinalidad minima, y que es homotépicamente equivalente con X. Es entonces
dnico salvo homotopia. Antes de definirlo formalmente necesitaremos algunos
tecnicismos.

Lema 30. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. x es un punto descendente (resp. ascendente)
2. x cubre a un inico punto (resp. es cubierto por un inico punto)
3. Uy — {x} tiene un mdximo (resp. F, — {x} tiene un minimo).

Se dice que x es un punto abatible'® [11] si es ascendente o descendente, y de
dice que es un punto libre si es tanto descendente como ascendente; es decir, x es
libre si, y solo si, big(x) = (1,1). Una cadena libre es una cadena en la que todos los
puntos son libres, excepto los extremos, si es que los hay.

4Core. Puede traducirse también como “nticleo” y algunos académicos sugieren usar en castellano
“alma” o “dnima”.
15Beat point.
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Un espacio minimo es un espacio Ty que no tiene puntos abatibles. El corazén de
un espacio de Alexandroff X es un espacio ©(X) que es Ty, que no tiene puntos
abatibles, y que tiene el mismo tipo de homotopia que el propio X.

Un modelo minimo para un espacio topolégico X es un espacio con el mismo
tipo de homotopia de X y de cardinalidad minima. No trataremos aqui acerca
de modelos minimos, pero consideramos pertinente establecer la diferencia entre
modelos minimos y espacios minimos.

Todo espacio de Alexandroff admite un corazén, y la demostracién en general
pasa por un tratamiento adecuado de los espacios farol. En abono de espacio
presentamos aqui de demostracién de J. P. May [14] en el caso finito.

Teorema 31 (May, 2003). Todo espacio topolégico finito admite un corazén.

Demostracion. Sean'Y un espacio finito y X = Y{ su pericardio, claramente O (X) =
O(Yp). Basta demostrar que X; = X — {a} es un retracto por deformacién de X
donde a es un punto abatible de X. Sean j : X; — X lainclusiébny g : X — X;
definida mediante g(x) = xsix #ay

(a) = méx(llu {a}), si in(a)=1;
1= min(F, — {a}), si in(a) #1.
Claramente tanto g como j son continuas, goj = 1x, y jogq < 1x. Eliminando
puntos abatibles uno a la vez, concluimos con el proceso en una cantidad finita de
pasos. O

No basta eliminar todos los puntos abatibles en un tinico paso, puesto que
puntos que inicialmente no eran abatibles en el espacio original, pueden eventual-
mente llegar a serlo, como se ilustra en la figura.

o~

)

AN/

~

N
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En el inicio, solo dos puntos son abatibles, y luego de eliminarlos, los dos
restantes resultan abatibles también. Se marcan con circulos punteados los puntos
abatibles que no aparecen en el paso siguiente.

En esta figura se ilustra, de paso y de forma directa, que X es contréctil, donde
X es el espacio de Sierpinski. Se invita al lector a ilustrar con diagramas de Hasse
que X3 es también contractil.

10. Epilogo

Los espacios de Alexandroff son realmente fascinantes, y esperamos haber
dado muestra patente de ello en el presente trabajo. Otros trabajos de exploracién
y divulgacién serdan publicados por separado.
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