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Resumen

Una lemniscata 3D es una superficie que consiste en los puntos cuyo producto de
distancias a un conjunto (finito) de puntos fijos 6 focos es constante. En este trabajo se
introducen las lemniscatas 3D en el contexto de la modelacion geométrica, se explora
en particular, el caso de tres focos, especialmente en lo relativo a la deformacién
controlada.

Palabras clave: lemniscata, modelaciéon implicita, superficie cerrada, superficie alge-
braica, deformacion interactiva.

Abstract

A 3D lemniscate is a surface consisting of all points whose product of distances to
a (finite) set of points or foci is constant. We introduce 3D lemniscates in the context
of geometric modelling and consider its deformation, paying attention to disconnect-
edness issues. We deal mainly with lemniscates of three foci.

Keywords: lemniscate, implicit modelling, closed surface, algebraic surface, interactive
deformation.

Mathematics Subject Classification: 68U05, 65D17, 656D18

1. Introduccion

El problema de modelaje de objetos tridimensionales, tanto por medio del ajuste a con-
juntos de datos prefijados, como también a través de técnicas de “mano alzada” deformando
interactivamente la superficie, se puede abordar esencialmente con dos técnicas; parches
paramétricos y por medio de superficies implicitas. En este trabajo tratamos el problema
de modelar superficies cerradas.
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La modelacién de una superficie cerrada por medio de parches paramétricos obliga a
hacer un seguimiento de las condiciones de conexién continua (y usualmente también de
la continuidad de los planos tangentes) entre parches adyacentes.

Lo que proponemos es una técnica de modelacién implicita con superficies de grado 4, 6
y 8, definidas por varios puntos (estos puntos se denominan focos) y consideramos familias
de superficies definidas por 2, 3 6 4 focos. Estas superficies, introducidas por Erdos [2], las
denominaremos lemniscatas tridimensionales, pues generalizan las lemniscatas cldsicas en
el plano. Las lemniscatas tridimensionales dependen en forma natural de pardametros con
significado geométrico, lo que facilita el control interactivo de la componente con la que
se modela. (En general una lemniscata 3D es una superficie que tiene varias componentes
conexas).

La modelacién con la familia completa de superficies implicitas de un grado fijo n
depende de 2("';2) parametros (por ejemplo para grado 4 la superficie depende de 40
parametros, para grado 6 de 112 parametros, etc), esto hace que el problema, en gene-
ral, sea inmanejable. Las lemniscatas tridimensionales que proponemos de grados 4 y 6,
dependen solamente de 7 y 13 parametros, respectivamente.

2. Lemniscatas

Dados n puntos xi,Xs,...,X, € R3 el conjunto de puntos x = (z,y,2) tales que
el producto de las distancias |[x — x;|| es un valor fijo, se denomina lemniscata 3D. En
coordenadas, la ecuacién de la lemniscata dada por los puntos x; = (z;,y;, z;) y un valor

p es:
n

Fz,y,2) =[[llz =)’ + (y =)’ + (z—2)°] = p (1)
i=1
Los puntos x; se denominan focos de la lemniscata. Un conjunto dado de focos determi-
na una familia de lemniscatas y cada miembro de la familia corresponde a un valor del
parametro p > 0. Si p = 0 la superficie se reduce a los focos tnicamente. Denotamos
mediante F), al elemento de la familia cuya ecuacién es F(x,y,2) —p = 0.
Cuando los focos yacen en un plano, digamos x; = (x;,y;,0) para cada i, entonces es
natural considerar las curvas lemniscéaticas o lemniscatas 2D. La ecuacion de una lemnis-
cata 2D es un poco mas sencilla :

[Tl =)+ @ —v)? —p=0 (2)

i=1

Las lemniscatas 2D son objetos clasicos bien conocidos en el marco de la teoria de variable
compleja [3]. En particular a la lemniscata de dos focos se le asocia el nombre de Bernoulli.
La conexién de las lemniscatas 2D con ecuaciones diferenciales ha sido estudiada en [5] y
una aplicacién a la generacién automatica de mallas es considerada en [6]. La clasificacién
de configuraciones de lemniscatas 2D fue dada en [1]. La Figura 1 ilustra el ejemplo més
sencillo de una familia de lemniscatas: dos focos situados en (—1,0) y (1,0).

Para valores de p pequenos la lemniscata consta de dos componentes cuasicirculares
y cada una de ellas encierra un foco. Para valores de p grandes la lemniscata consta
de una sola curva que contiene a los dos focos en su interior. De hecho para p = 1 la
lemniscata se asemeja a un ocho y corresponde a la curva de la familia que es la transicién
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Figura 1: Lemniscatas planas con dos focos

entre lemniscatas de dos componentes conexas (p < 1) y lemniscatas de una componente
(p > 1). Lo que permite esta transicién es que

[(@ =1+ @) le+1)*+ ()] -1=0 (3)

es una curva singular y por ende aproxima tanto lemniscatas de una componente conexa
como de dos componentes conexas. En este ejemplo (0,0) es una singularidad.
Una curva F(z,y) — p = 0 se dice singular cuando existe un punto (xg,yo), en la curva,

tal que:

OF (x0,y0) _ OF (x0,%0) _
or B 0y =0 W

El punto (zo,yo) se llama singularidad.

3. Lemniscatas 3D

Las lemniscatas 3D son superficies dadas implicitamente y estdn determinadas por sus
focos y el pardmetro p. Si todo punto p de la lemniscata satisface (VF)p # 0, entonces
por el teorema de la funcién implicita, la lemniscata es una superficie suave. Cuando la
lemniscata F'(x,y, z) —p = 0 contiene puntos p donde (VF)p = 0, se denomina lemniscata
singular y los puntos donde esto ocurre se llaman singularidades. Si x1,Xs, . .., Xy, son focos
de una lemniscata 3D, podemos definir los siguientes conjuntos:

F,_={xeR*: F(x) —p< 0} (5)
F,+ ={xeR*: F(x) — p> 0} (6)

Los conjuntos F), _ y F}, ; son el interior y el exterior, respectivamente, del conjunto F),.

Teorema 1. Los conjuntos F,_ y F, son no vacios. Ademds si py < pa entonces
F, CF,,

Demostracion: Sea u uno de los focos de la lemniscata, entonces F,(u) = —p < 0, de
modo que F), _ contiene a los focos y es no vacio. Para verificar que F), ;. # @&, observamos
que como F(z,y,z) es un polinomio en tres variables se tiene que lim F(z,y,z) = oo
cuando /2 + 32 + 22 — o0, asi dado p > 0 podemos escoger u € R? tal que F(u) > p,
esto muestra que F, | # @.

Los focos y el parametro p parecen proveer una forma para deformar la superficie que
definen; por ejemplo si fijado un valor de p se aleja un foco, la superficie se estira en la
direccién en que se movié éste. Sin embargo, si un foco se aleja més alld de un cierto
umbral entonces la superficie se desconecta, esto es, cambia su numero de componentes
conexas. Similarmente, fijando los focos, hay rangos de p para los cuales la lemniscata
3D: F(z,y,z) — p = 0, tiene un nimero constante de componentes conexas. Por lo tanto



10 R. ORTEGA — M. PALUSZNY

para que las lemniscatas 3D puedan ser ttiles en modelacién debe controlarse el proceso
de desconexién y para ésto han de entenderse las circunstancias bajo las cuales cambia el
numero de componentes conexas.

Sea F(x,y,z) — p = 0 la familia de lemnmiscatas 3D con focos x1,Xg,...,X,. Y sean
S1,89,...,8. los puntos, distintos de los focos, donde se anula el gradiente de F; esto
es, los s; son puntos, distintos de los focos, donde se anulan simultdneamente las tres
derivadas parciales de F'(z,y,z). Si tomamos dos valores consecutivos de los pardmetros
F(s;) entonces para cualquier p entre esos dos valores el nimero de componentes conexas
de F(x,y,z) — p = 0 es siempre el mismo. Para hallar los puntos singulares debemos
resolver el sistema de ecuaciones:

OF (z,y,2)

Y2 — 0
oF(Ty.2)
0 (ag} | ) . o
F(x,y,2)
8zy =0
Como: .
F(z,y,z) = H[(l’ —2:)? + (y—vi)* + (2 — 2)°] (8)

i=1

Los puntos singulares son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

Wewz) — o5n (2 — ) Ai(x,y,2) = 0
—ZF%Z;W) =950 (y — y)Ai(zy, 2) = 0 )
F(x,y,z n
(8,;% ) - 22@':1(2 - Zi)Ai(xayaz) =0

donde A;(z,y,2) = [[j=y julle —2)* + (y — yj)* + (2 — %)

Observacion 1. Note que cada foco es solucion del sistema anterior, estas soluciones las
denominamos singularidades triviales.

Lema 1. Aj(a,b,c) =0 si y sélo si el punto (a,b,c) es un foco distinto del foco (x;,yi, z;)

El teorema que sigue es una generalizacién del teorema de Gauss-Lucas [4] que dice
que los ceros de la derivada de un polinomio complejo estdn en la capsula convexa de las
raices del polinomio.

Teorema 2. 5%
n

F(z,y,z) = H[(l’ —2)’ + (y —ui)* + (2 — z)°] (10)
i=1

entonces los puntos singulares, no triviales, de F estdan en el interior de la cdpsula conveza
generada por los focos.

Demostracion: Suponga que (ag, by, cp) es un punto singular, no trivial, de F(x,y, z)
entonces (ag, by, co) satisface el sistema de ecuaciones (7), asi que se tiene:

X2 (a0 — x3)As(ag, by, co) =0
i1(bo — yi)Ai(ao, bo, co) =0 (11)
" (co — z)A(ag, by, co) =0
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De aqui obtenemos que:
ap = X} 2A(ao, by, co) /A
bo = X7 1yiAi(ao, bo, co) /A (12)
co = i zili(ao, bo, co) /A

Con A =X | A; y Aj(ap, by, co) #0,Vi =1---n ya que (ag, by, o) no es un foco.

Esto muestra que ag = X7 ;(A;)z;, con 0 < A; < 1y X" ,(A;) = 1. Igualmente para by
y co, esto nos permite concluir que (ag, by, ¢p) es una combinacién convexa de los focos. y
esta en el interior de la capsula convexa generada por ellos.

Observacion 2. FEl sistema de ecuaciones anteriores, como ya lo mencionamos, es un sis-
tema de ecuaciones no lineales, y en general hay que utilizar técnicas de cdlculo numérico
para su resolucion.

4. Lemniscatas 3D con focos coplanares

Cuando los focos x1,X9,...,X, son coplanares, las singularidades de la lemniscata, de
acuerdo con el teorema de Gauss-Lucas, yacen en el mismo plano que contiene a los focos.
En tal caso podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que los focos yacen en el plano
z = 0 de tal manera que los puntos singulares también yacen en este plano. En este caso
la ecuacion de la familia de lemniscatas es:

n

Fy(w,y,2) = [[lle —w:)* + (y—4:)* +2°] —p=0 (13)
i=1

Si hacemos z = 0 en la expresién anterior obtenemos la ecuacion de una familia de lem-
niscatas planas, que por abuso de lenguaje, continuaremos denotando por Fj(z,y).
La lemniscata 2D:

n

Fy(z,y) = [[l(z = 2:)* + (y = v:)’] —p =0 (14)

i=1

se puede estudiar con técnicas de variable compleja. Si hacemos z; = x; + 1y; el polinomio
f(z) =TI (2 — ) es tal que :

n n

F(a,y) = [[l(z = 2 + (v = 9)*) = [ [IG =20 (z = )] = |f () (15)

i=1 i=1

La féormula que sigue nos muestra que las singularidades no triviales de la lemniscata 3D
coinciden con las raices de la derivada del polinomio f(z):

IVE(z,y))* = 4|F(z, )l f (=) (16)
En consecuencia las lemniscatas singulares de la familia F,(z,y,2) = [[,[(z — z;)* +
(y — yi)? + 2% — p corresponden a los valores de p tales que: p = |F(wy)| = | f(wk)], donde

f'(wr) = 0.
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5. Algunos ejemplos simétricos

Si los focos forman un tridangulo equilatero podemos escoger el sistema de referencia
adecuadamente de tal forma que sus coordenadas sean:

(—a,0), (a,0) y (0,3a)
El polinomio f(z) viene dado por:
f(z) = (2 = a®)(z — 1V/3a) (17)

y se tiene una singularidad doble en wg = @ La Figura 2 ilustra lemniscatas con los
mismos focos ubicados en los vértices de un tridngulo equilatero y tres valores distintos
de p. La lemniscata singular ocurre para

po = (o)’ = 2=af (18)

Figura 2: Lemniscatas planas con focos formando un tridngulo equilétero

La Figura 3 muestra cuatro lemniscatas 3D con focos en los vértices de un tridngulo
equilatero; la vista es en perspectiva desde un punto en el primer octante.

Figura 3: Miembros de la familia 3D correspondientes al caso anterior

Cuando los focos forman un triangulo isdsceles escogemos el sistema de coordenadas
de modo que su expresion sea:

(_a70)7 (CL?O) y (Ovb)

Entonces:

f(2) = (2% = a®)(z —1b) (19)
f'(z) = 32% — 2buz — a* (20)

v las raices de la derivada son:

1 1
gb'l + g V 3@2 — b2 (21)



LEMNISCATAS 3D 13

Si b < v/3a, las raices son simétricas con relacién al eje OY y se tiene que hay un tnico
valor p = pg para el cual la lemniscata es singular, ver Figura (4a).

po = 1f(Ghu+ 3V/Ba ) = |75~ 5/3a2 — ) )

En este caso, cuando p varia de un valor menor que pg a otro mayor, el nimero de
componentes conexas pasa de tres a una.
Si b > v/3a tenemos dos rafces complejas de la forma:

2 = %z(b + Vb? — 3a?) (23)
29 = lz(b —Vb? - 3a?) (24)

3

De manera que los puntos singulares, en este caso, yacen sobre el eje OY y los valores del
parametro p correspondientes son:

pr = FGulb + /i~ 3a2))P (25)
p2 = f(Gulb — V2~ 3a2))P (26)

Se puede comprobar que p; < po y la familia de lemniscatas 3D correspondiente
tiene dos lemniscatas singulares tal como se ilustra en la Figura (4b). En este caso, las
lemniscatas no singulares de esta familia son superficies que constan de tres, dos é una
componente conexa segun sea p < p1, p1 < p < p2 6 p2 < p, respectivamente.

J/ \\ RN
i E / \‘\
O S
N » / SN // // ST — \\
N N/
Figura 4a Figura 4b
La lemniscata singular, b < V3a Lemniscatas singulares, b > V3a

Si ubicamos los focos en tres puntos arbitrarios del espacio, entonces en la familia de

lemniscatas con esos focos habra dos lemniscatas singulares (6 una si la multiplicidad de
la singularidad es dos, lo cual corresponde a que los focos forman un tridngulo equildtero).
Escogiendo un sistema de coordenadas adecuado, el cdlculo de las singularidades se reduce
a resolver una ecuacién cuadratica.
Evaluando la funcién F' (ver (1)) en las dos singularidades obtenemos dos valores que deno-
taremos por pp y  pe. Para cualquier p > max(p1,p2) la lemniscata 3D
F(z,y,z)— p = 0 tiene una tnica componente conexa que contiene en su interior a los tres
focos. Esta superficie se puede deformar de dos maneras:

1. Modificando el valor del pardmetro p en el rango max(p1, p2) < p < 0.

2. Cambiando la ubicacion en el espacio de cualquiera de los tres focos, para lo cual es
necesario recalcular p; y ps y escoger p mayor que estos nuevos valores de los p;.
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Una alternativa razonable cuando se varian los focos consiste en mantener el valor de
p = %max(pl, p2). En resumen podemos deformar superficies cerradas de grado fijo (en
nuestro caso de grado algébraico 6) en cualquier direccién y controlar su tensién, i.e. ajuste
a la lemniscata singular F'(z,y, z) = max(p1, p2).

Fig 5: Deformacién por desplazamiento de un foco

La modelacién con lemniscatas F'(x,y, z) = p tales que min(py, p2) < p < max(p1, p2)
es mas complicada porque hay que tomar en cuenta la confluencia de lemniscatas singu-
lares, cuando se varia la posicién de los focos. La solucion para este problema sera presen-
tada en un proximo trabajo.
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