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Presentación

El Departamento de Eléctrica y Electrónica de la Universidad de las Fuerzas Arma-
das ESPE, consciente de su gran responsabilidad con la sociedad, busca proponer
e impulsar iniciativas tendientes a fomentar el desarrollo integral de la ingenieŕıa
eléctrica y electrónica en el Ecuador. Como resultado de este compromiso, nace en
el año 2011 la revista Maskay. Esta revista sintetiza de una forma documentada los
esfuerzos en investigación y desarrollo que desarrollan los docentes/investigadores
y estudiantes de la región.

Luego de seis ediciones y fruto del esfuerzo realizado por Dr. Vinicio Carrera,
Dr. Diego Arcos e Ing. Evelio Granizo, docentes del Departamento de Eléctrica
y Electrónica, en el mes de enero de 2017 la revista MASKAY es acogida e inde-
xada en Latindex, base de datos que alberga revistas de información cientifica de
los paises de América Latina, el Caribe, España y Portugal. Posteriormente, debido
a la calidad y presentación de los contenidos de la revista, MASKAY es premiada
con la indexación en SciELO-Ecuador, convirtiéndola en la primera revista de la
Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE y una de las primeras del Ecuador en
alcanzar este objetivo.

En la actualidad, la revista MASKAY se encuentra indexada en diversas bases de
datos: SciELO-Ecuador, Latindex, LatAm-Studies Estudios Latinoamerica-
nos, RootIndexing, MIAR (Matriz de Información para el análisis de Revistas) y
DOAJ (Directory of Open Access Journals), con el objetivo de difundir a nivel in-
ternacional las publicaciones realizadas en esta revista. Además, para que exista una
mejor divulgación de sus contenidos, la revista MASKAY cuenta con número DOI
(Digital Object Identifier) leǵıtimamente registrado y validado por Crossref,
lo que permite una fácil localización de sus contenidos en la web.

En esta séptima edición, la revista MASKAY pone a consideración de la comunidad
cient́ıfica seis trabajos de investigación realizados por investigadores de centros de
educación superior del páıs.

Diego Arcos Avilés

Editor General
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Abstract—A set of statistical tests is proposed, and with them it 
is evaluated three pseudorandom number generators PRNGs and 
two pseudorandom bit sequence generators PRBSs, which could 
be applied in the process of energy dispersion. With the 
generators analyzed is reached to the conclusion that none 
exceeds all statistical tests proposed. 

Index Terms— Energy dispersion, frequency selective fading,  
PRNG, PRBS, statistical tests. 

Resumen—Se propone un conjunto de pruebas estadísticas 
para evaluar tres generadores de números pseudoaleatorios y dos 
generadores de secuencias binarias pseudoaleatorias, que se 
podrían aplicar en el processo de dispersión de energía. Se 
concluye que ninguno de los generadores cumple todas las 
pruebas estadísticas propuestas. 

Palabras Claves— Dispersión de energía, desvanecimiento 
selectivo en frecuencia, PRNG, PRBS, pruebas estadísticas. 

I. INTRODUCCIÓN 
OS generadores de secuencias pseudoaleatorias (PRNG, 
siglas en inglés) se usan en los sistemas de 

comunicaciones con diversos objetivos, entre ellos: simulación 
de canales de ruido, encriptación, ecualización, compresión, 
aleatorización de bits, etc. Por eso, constantemente se 
investigan métodos de generación de secuencias con 
características más aleatorias y eficientes para su 
implementación. Para la evaluación de aleatoriedad de 
generadores de secuencias se utilizan pruebas estadísticas. 

En el caso de que la investigación presentada requiera de 
una revisión exhaustiva del estado del arte. 

Respecto al estudio del canal inalámbrico Sklar en su 
trabajo de investigación afirma que el comportamiento del 
canal produce desvanecimientos selectivos en frecuencia que 

Karla Rivas, Estudiante Escuela Politécnica Nacional, Departamento de 
Electrónica, Telecomunicaciones y Redes de Información, (e-mail: 
krivasp1504@hotmail.com). 

Pablo Lupera Morillo, Escuela Politécnica Nacional, Departamento de 
Electrónica, Telecomunicaciones y Redes de Información, (e-mail: 
pablo.lupera@epn.edu.ec). 

Christian Tipantuña, Escuela Politécnica Nacional, Departamento de 
Electrónica, Telecomunicaciones y Redes de Información, (e-mail: 
christian.tipantuna@epn.edu.ec). 

pueden ser contrarrestados con alguna técnica de dispersión de 
energía [1]. 

En algunos sistemas de comunicaciones inalámbricos la 
dispersión de energía se ejecuta multiplicando la señal digital 
de información con una secuencia pseudoaleatoria de bits, 
proceso que permite obtener una señal aleatoria. De esta 
manera en los sistemas de radio digital DRM y TV ISDBT-b 
se utilizan PRNGs de grado 9 y 15 respectivamente [2], [3]. 

En [4] se realiza la implementación de una forma caótica de 
aleatorizar una señal analógica de video en tiempo real. La 
señal de video se transmite por un canal inalámbrico y se 
reporta que se recupera la señal en el receptor con una claridad 
razonable. 

En su trabajo Marinova y Tchobanova realizaron la 
evaluación estadística de secuencias con pruebas de monobit, 
runtest y espectral de circuitos generadores de números 
pseudoaleatorios utilizando secuencias de 1000 bits en base a 
la norma 800-22 de la NITS (National Institute of Standards 
and Technology). En este trabajo se evaluaron generadores de 
secuencias binarias pseudoaleatorias (PRBS, siglas en inglés) 
de grado 9, 16 y 21, y se implementaron sobre FPGA [5]. 

En el estudio realizado por Goretti, Campo y Echanobe se 
utiliza para la evaluación estadística la norma FIPS-140 y 141 
del NITS considerando varios generadores, entre ellos los 
generadores congruenciales lineales (LCG) de Fibonacci, 
Green y Mitchell Moore [6]. 

En otro estudio realizado por Katti, Kavasseri y Sai se 
propone un generador lineal congruencial comparativo 
(CLCG) que se evalúa con la normativa 800-22. El CLCG está 
conformado por dos LCG que determinan su salida. Según el 
estudio este tipo de generador supera todas las pruebas de la 
norma 800-22, pero requiere dos LCG como fuente de 
aleatoriedad [7]. 

Considerando que la generación de secuencias 
pseudoaleatorias se aplica en los sistemas de transmisión 
inalámbrica para ejecutar la dispersión de energía, surge la 
necesidad de estabelecer una forma estadística para evaluar 
dichos generadores de secuencias pseudoaleatorias con la 
finalidad de estabelecer cuál de los generadores  presenta 
mejores características para la aplicación de técnicas de 
dispersión de energía. 
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III. PROPUESTA DE PRUEBAS ESTADÍSTICAS

La evaluación del grado de aleatoriedad de los generadores 
se realiza en base a conjuntos de pruebas estadísticas. De los 
trabajos previos estudiados se establece que los conjuntos de 
pruebas más populares son las normas: 800-22, FIPS-140 y 
FIPS-141. En la evaluación de un generador se puede utilizar 
una parte o la totalidad de las pruebas propuestas de acuerdo a 
la profundidad de análisis que se requiera realizar. En [11] se 
enuncia que de acuerdo a la aplicación se deben establecer 
ciertas condiciones particulares para las pruebas estadísticas, 
como: longitud de la secuencia, condición mínima para 
superar la prueba, entre otros. 

Para la evaluación de los generadores de secuencias 
pseudoaleatorias en aplicaciones de dispersión de energía se 
ha escogido un conjunto de pruebas estadísticas para evaluar 
el nivel de aleatoriedad de 6 generadores. El conjunto de 
pruebas se seleccionó de la norma 800-22 del NIST [11] y se 
muestran en la Tabla I con la propiedad estadística que 
permiten comprobar. 

TABLA  I 
CONJUNTO DE PRUEBAS ESTADÍSTICAS 

# Prueba Propiedad que se comprobará 

1 Frecuencia Monobit 
Uniformidad de valores y 
distribución uniforme en secuencia 
global 

2 Frecuencias en bloques 
de M-bits 

Uniformidad de valores y 
distribución uniforme en 
subsecuencias 

3 Ráfagas (Runtest) Aleatoriedad Global en secuencia 
global 

4 Ráfagas largas 
(Longest Runtest) 

Aleatoriedad Global en 
subsecuencias 

5 Rango de matriz 
binaria 

Independencia lineal de valores en 
secuencia global 

6 Transformada de 
Fourier 

Repetición de patrones y 
autocorrelación1. 

Para evaluar la aleatoriedad, en MatlabTM se programaron 
los generadores y se ejecutaron las pruebas estadísticas con los 
parámetros que se muestran en la Tabla II. 

Para evaluar si un generador supera la prueba se utilizó el 
parámetro estadístico del p-valor. Como resultado de cada 
prueba realizada sobre las muestras analizadas se obtiene un 
conjunto de p-valores. Para interpretar los resultados 
considerando el conjunto de p-valores se utilizan dos métodos: 
el del intervalo de confianza y el del histograma.  

En el primer método de interpretación de los resultados se 
analiza si el conjunto de p-valores se encuentra dentro del 
intervalo de confianza, para ello se utiliza la siguiente 
ecuación [11]. 

( )1p p
intervalo confianza = p

m
⋅ −

±
 

 (1) 

En donde p = 1 - α y m representan el número de secuencias 
por muestra que se van a probar. En el caso de una muestra 

1 En el contexto, significa que se compara la señal con sí misma para 
identificar los patrones repetidos. 

con 1000 secuencias el límite inferior del intervalo de 
confianza según la ecuación anterior sería 0.9806. Este primer 
método se utiliza para establecer los generadores con mejores 
características de aleatoriedad. 

En el segundo método de interpretación se evaluaron los 
histogramas obtenidos de los p-valores en las pruebas con los 
generadores. Este segundo método de interpretación 
complementa al primero para establecer el generador con 
mejores características de aleatoriedad. 

TABLA  II 
PARÁMETROS PARA LAS PRUEBAS ESTADÍSTICAS REALIZADAS SOBRE LAS 

SECUENCIAS 

Parámetro Valor 

Bits por muestra 

Para cumplir con el requisito de la 
prueba de Rango de Matriz Binaria 
se generan secuencias de 5000 bits 
por cada muestra en los modelos. 

Secuencias por 
muestra 

Mínimo 1000 para ambos métodos 
de interpretación. 

Cantidad de muestras 
probadas 10 muestras por cada generador. 

Valor crítico  0,01 para la batería de pruebas y 
métodos de interpretación. 

IV. RESULTADOS DE EVALUACIÓN DE LOS GENERADORES

Mediante el método de interpretación del intervalo de 
confianza, se obtuvieron los resultados de la Tabla III. En el 
análisis se considera que se supera la prueba si el valor 
estadístico es mayor a 0,9806. Analizando los resultados, se 
tiene que los PRNG de Fibonacci, Green y Mitchell-Moore 
superaron solo la prueba de frecuencia en bloques de M-bits. 
Por otro lado, el PRBS de grado 9 supera las tres primeras 
pruebas, siendo el modelo que más pruebas supera, seguido 
por el PRBS de grado 15 que supera la primera y tercera 
prueba. 

TABLA  III 
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS ESTADÍSTICAS 

# de Prueba 1 2 3 4 5 6 

G
en

er
ad

or
 d

e 
se

cu
en

ci
as

 
ps

eu
do

al
ea

to
ria

s 

Fibonacci 0.955 0.990 0.959 0 0 0.07
0 

Green 0.962 0.992 0.965 0 0 0 
Mitchell 
Moore 0.961 0.992 0.959 0 0 0 

PRBS 
grado 9 1 1 1 0 0.77 0 

PRBS 
grado 15 0.993 0.843 0.998 0 0.40 0 

El segundo método de interpretación se utiliza para evaluar 
la característica de aleatoriedad de los PRBS de grado 9 y 
grado 15. Este método se divide en dos partes, en la primera se 
evalúan los generadores en todo el período de los mismos, y la 
segunda es la evaluación de la secuencia generada con la 
“semilla” que establecen las normas de radiodifusión. 

De los resultados de las pruebas estadísticas sobre el 
período completo de los PRBS de grado 9 y 15, se observan 
los mismos resultados  para los dos generadores, obteniéndose 

MASKAY3



qu
1 
p-
hi

va
9 
re
ge
PR
pe
in
de

“s
Ta
ale
se
ra
lo

F

F

ue los dos sup
y que las t

-valores de 0.
stogramas de 
En las Fig. 2

alores obtenido
y 15 respect
ferencia para

eneradores ana
RBS de grado
equeño y má
terpretándose 

e aleatoriedad.
Los resultad

semilla” sobre
abla IV. En 
eatoriedad en

emilla de la no
ango binario no
s requerimien

Fig. 2.    Histogram

Fig. 3.    Histogram

eran las tres p
tres últimas 
 Por los resu
los p-valores. 
2 y 3 se mue
os de la prueb
tivamente. La
a comparar e
alizados. De l
o 15 concentr
ás cercano a 
que el primer

. 
dos de la eva
e los PRBS de

este caso se
n el modelo 
orma ISDB-Tb
o se realizó so

ntos de longitu

ma de p-valores o

ma de p-valores o

primeras prueb
pruebas no 

ultados obteni

estran los his
ba monobit par
a prueba mon
el comportam
los histograma
a los p-valore

1 que el P
ro muestra me

aluación de l
e grado 9 y 15
e observan m
del PRBS de
b. La quinta p

obre el PRBS 
d de secuencia

obtenidos para el P

obtenidos para el P

bas con p-valo
son superada
dos se analiz

stogramas de 
ra el PRBS de
obit se toma 

miento de lo
as se observa 
es en un rang
PRBS de gra
ejores caracter

la influencia 
5 se presentan
mejores efect
e grado 15 c
prueba de mat
de grado 9 de
a 

PRBS grado 9. 

PRBS grado 15.

ores de 
as con 
zan los 

los p-
e grado 

como 
os dos 
que el 

go más 
ado 9, 
rísticas 

de la 
n en la 
tos de 
con la 
triz de 

ebido a 

E

PR

PR

*N

P
pseu
apli
los 
obse
cara
prop
esta
pose
uno

EVALUACIÓN DE L
RADIODIF

# de Prueba 

RBS grado 9 

RBS grado 15 

NA -  no aplica

Para la e
udoaleatorias 
icación de 6 p

parámetros e
ervó que los
acterísticas de
puestos, porqu
adísticas plant
een las siguie

os y ceros e

TABL
LOS PRBS 9 Y 15 C
FUSIÓN DRM E IS

1 2 

0.929 0.28

0.991 0.35

V. CONC

evaluación 
en dispersor

pruebas plante
establecidos e
s PRBS de g
e aleatoriedad
ue superaron 
teadas. Sin e
entes propied
en subsecuen

LA  IV 
CON LA SEMILLA 
SDB-TB RESPECT

3 

80 0.929 

51 0.991 

CLUSIONES

estadística 
res de energí
eadas en la no
en las prueba
grado 9 y 1
d que el rest

la mayor can
embargo, esto
ades: distribu
ncias (Prueba

DE LAS NORMAS 
TIVAMENTE 

4 5 

0 NA* 

0 0 

de secuen
ía se propon
orma 800-22. 
as estadística
5 tienen mej

to de generad
ntidad de pru

os generadore
ución uniform
a de ráfagas

DE 

6 

0 

0 

ncias 
ne la 

Para 
as se 
jores 
dores 
uebas 
s no 

me de 
s en 

MASKAY4



subsecuencias), independencia lineal entre subsecuencias 
(Rango de matriz binaria), y distribución aleatoria entre los 
valores de las potencias en el espectro de frecuencia (Prueba 
espectral). Este incumplimiento de ciertas propiedades se debe 
principalmente a que los generadores mantienen patrones 
repetitivos, ya que utilizan una fórmula de recurrencia. En las 
condiciones establecidas en el presente análisis se comprobó 
que la utilización de las semillas de las normas DRM e ISDB-
Tb no mejora los resultados de las pruebas estadísticas. 

Resta por ejecutar un estudio del efecto del dispersor de 
energía en un canal inalámbrico mediante simulaciones y 
pruebas en ambiente real para comprobar el efecto del 
incumplimiento de ciertas propiedades de aleatoriedad. 
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Abstract— This paper presents the design, simulation and 
implementation of two controllers with state observers for a DC 
motor with two masses. The first controller is a state feedback 
controller and the second is a proportional integral controller 
with state feedback. The design and simulation is realized in 
Matlab and the implementation is done using the controller 
module dSPACE DS1104. The dSPCE module is programmed 
through Simulink blocks using the C code generator Real-Time 
Workshop. The electromechanical system has five state variables, 
from which the motor angular position is controlled using full-
order state observers. A comparison of the performance of the 
two controllers implemented considering over-impulse, steady 
state error and establishment time of the unit step response is 
performed. The integral proportional controller has the 
advantage of having a smaller steady-state error, while the 
controller without integral proportional control has a smaller 
establishment time. 

Index Terms—State variable feedback controller SVF, 
proportional - integral controller PI, state observer, DC motor. 

Resumen— En este artículo se presenta el diseño, simulación e 
implementación de dos controladores con observadores de estado 
para un motor de DC con dos masas. El primer controlador es un 
controlador con realimentación de estados y el segundo es un 
controlador proporcional integral con realimentación de estados. 
El diseño y la simulación se la realiza en Matlab y la 
implementación se la realiza utilizando el módulo controlador 
dSPACE DS1104. El módulo dSPCE se programa mediante los 
bloques de Simulink utilizando el generador de código C, Real-
Time Workshop de Matlab. El sistema electromecánico tiene 
cinco variables de estado, de las cuales se controla la posición 
angular del motor utilizando observadores de estado de orden 
completo. Se realiza una comparación del desempeño de los dos 
controladores implementados considerando sobre impulso, error 
en estado estable y tiempo de establecimiento de la respuesta a la 
función escalón. El controlador proporcional integral tiene la 
ventaja de tener menor error en estado estable, mientras que el 
controlador sin control proporcional integral tiene un tiempo de 
establecimiento menor.  

Palabras Claves— Controlador con realimentación de estados 
SVF, control proporcional integral PI, observador de estados,  
motor de DC. 

René Alexander Palacios Ochoa, Escuela Politécnica Nacional, Quito, 
Ecuador, alexander01pal@gmail.com 

I. INTRODUCCIÓN 
OS observadores de estado se utilizan cuando no es 
posible medir los estados de las variables del sistema, por 

ejemplo porque no se dispone de los sensores, porque es de 
difícil acceso o por el costo alto del sensor. Como solución se 
realiza un modelo matemático que se comporta de manera 
similar al sistema físico, en este modelo matemático se 
dispone de las medidas de todas las variables del sistema. Sin 
embargo las variables reales no son exactamente iguales al 
sistema modelado por lo que se requiere un factor de 
corrección de estas variables, antes de ser utilizadas por el 
controlador de realimentación de estados. El modelo de la 
planta del motor debe ser lo más cercano posible al sistema 
real para tener un mejor desempeño del controlador y del 
observador de estados. 

Existen varios trabajos relacionados al control de un motor 
de DC con variables de estado y observadores, por ejemplo: en 
[1] presenta un observador de estados con control de velocidad 
de un motor de DC implementado en dSPACE, en [2] presenta 
el diseño de un estimador de estados para una máquina de DC, 
en [3] presenta la estimación de la posición del rotor de un 
motor de DC mediante observadores de estado, en [4] presenta 
un controlador para un motor de DC implementado mediante 
dSPACE y Simulink. 

En este trabajo se implementa dos controladores, el primero 
es un controlador con variables de estado simple sin 
realimentación de la salida, es decir sin comparar la salida 
actual con la referencia del sistema, no incluye control 
proporcional, ni integral, simplemente se tiene realimentación 
de los estados del sistema; y el segundo controlador dispone 
de un control proporcional integral, con lo cual se realiza una 
comparación de la salida actual del sistema con la referencia. 
Al error de esta comparación se le aplica el control PI y esta 
señal se convierte en la referencia a la cual se le resta la 
realimentación de estados del sistema [5]. 

Para cada uno de los dos controladores SVF y SVF-PI se 
incluye observadores de estado de orden completo. La planta 
dispone de cinco variables de estado: posición angular en el 
lado del motor, posición angular en el lado de la carga, 
velocidad angular en el lado del motor, velocidad angular en el 
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lado de la carga y torque en el motor. Las variables de estado 
del sistema se presentan en la Tabla I. 

TABLA I 
NOMENCLATURA DE LAS VARIABLES DE ESTADO [6] 

Abreviatura Significado 
ϕM Posición angular en el lado del motor. 
ϕL Posición angular en el lado de la carga. 
ωM Velocidad angular en el lado del motor 
ωL Velocidad angular en el lado de la carga 
MM Torque actual del motor 

El sistema electromecánico consiste en un motor de DC con 
dos masas, la primera masa está acoplada al eje del motor y la 
segunda masa está conectada a la primera mediante una banda, 
la cual transfiere el torque del motor. Los datos de posición y 
velocidad medidos en la primera masa se denominan lado del 
motor y la posición y velocidad angular medidas en la segunda 
masa se denominan lado de la carga. 

La simulación de los controladores se la realiza en Simulink 
y mediante el generador de código C, Real Time Workshop de 
Matlab se programa el módulo dSPACE ds1104. El objetivo 
de este trabajo es comparar el desempeño del controlador SVF 
con observador de estados y el controlador SVF-PI con 
observador de estados en cuanto a sobre impulso, error en 
estado estable y tiempo de establecimiento al aplicar una 
función escalón de referencia. La variable a controlar es la 
posición angular en el lado del motor. 

 Los controladores son simulados en Matlab y luego 
cargados en un módulo controlador dSPACE. A través de la 
interfaz en tiempo real RTI  de Matlab se puede configurar las 
entradas y salidas del controlador gráficamente en Simulink. 
Los controladores dSPACE principalmente se utilizan para 
realizar pruebas en prototipos. 

Para diseñar los controladores se ha realizado previamente 
la identificación del sistema, el cual contiene la parte 
mecánica y eléctrica. El sistema mecánico consta del eje del 
motor con dos masas, una en el lado del motor y la otra en el 
lado de la carga; las dos masas están conectadas entre sí 
mediante una banda que transfiere el torque del motor desde la 
una masa a la otra.  Se identificó las inercias de cada masa, el 
coeficiente de amortiguamiento viscoso y la  elasticidad de la 
banda. El sistema eléctrico corresponde al motor y al 
controlador del motor. Una vez realizada la identificación de 
la planta se la representa en variables de estado, y sobre este 
modelo matemático se basan los diseños de los controladores. 

II. MODELO DEL MOTOR DE DC CON DOS MASAS

El sistema electromecánico es modelado en dos partes: 1) 
La parte eléctrica que contiene el driver del motor y el motor 
de corriente continua y 2) La parte mecánica correspondiente a 
las dos masas y a la banda del motor 

El voltaje en los terminales de armadura del motor está 
dado por (1) [7]. 

T a a a a b
dV i R L i E
dt

= ⋅ + ⋅ + (1) 

Donde VT es el voltaje en terminales de armadura, ia es la 

corriente de armadura, Eb es el voltaje inducido por la fuerza 
contra-electromotriz y La es la inductancia de la armadura. 

Utilizando la herramienta de identificación del sistema de 
Matlab se encuentra la función de transferencia que incluye el 
motor y el driver del motor dada por: 

( )
1

dT sM E

ref E

M kG s e
M T s

− ⋅= = ⋅
⋅ +

(2) 

Para la parte mecánica del sistema se presenta de (3) a (7) 
[6]. En la Tabla II se presenta la nomenclatura utilizada para 
describir los parámetros de estas expresiones. 

2 2
M B M M B M

M M M L
M M M M

r c d i r c M
J J J J

⋅ ⋅ ⋅
ϖ = − ⋅ϕ − ⋅ϖ + ⋅ϕ + (3) 

2 2
L B L B L L

L M L L
L L L L

r c r c d M
J i J J J

⋅ ⋅
ϖ = ⋅ϕ − ⋅ϕ − ⋅ϖ −

⋅
 (4) 

ref M
M

E E

M MM
T T

= − (5) 

M Mϕ = ϖ (6) 

L Lϕ = ϖ (7) 

Las entradas son: ML torque en la carga y Mref torque de 
referencia de la planta.

TABLA II 
PARÁMETROS DEL SISTEMA [6] 

Abreviatura Significado 
  Coeficiente de elasticidad de la banda 
  Coeficiente de amortiguamiento en el lado del motor 
  Coeficiente de amortiguamiento en el lado de la carga 

  Relación de radios de las dos masas 
  Momento de inercia en el lado del motor 
    Momento de inercia en el lado de la carga 
  Constante eléctrica de tiempo 
   Radio de la masa en el lado del motor 
    Radio de la masa en el lado de la carga 

La ecuación de estado del sistema se presenta en (8) y la 
salida del sistema está dada por (9) como sigue: 

( ) ( ) ( )X t A X t B u t= ⋅ + ⋅   (8) 

( ) ( ) ( )Y t C X t D u t= ⋅ + ⋅ (9) 

En la expresión de salida de este sistema no existe un 
camino directo de la variable de entrada u(t) hacia la salida, 
por lo que D = 0. Las matrices A, B y C [6]son: 

2 2

2 2

0 1 0 0 0
10

0 0 0 1 0
,

0 0

10 0 0 0

M B M M B

M M M M

L B L B L

M L L

E

r c d r c i
J J J J

A
r c r c d
J i J J

T

 
 ⋅ ⋅ ⋅ − −
 
 
 =  ⋅ ⋅ − −

⋅ 
 
 −
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la ecuación de salida del sistema. 

ˆ ˆˆ ˆ

T
p

refT T T
p

b KA b kx xd y
b Kx xdt k c A b k k c

  ⋅− ⋅     
= ⋅ + ⋅       ⋅⋅ − ⋅ − ⋅       

(18) 

C. Localización de los polos del sistema en lazo cerrado 
Para encontrar los polos en lazo cerrado se debe describir el 

sistema en función de las variables de estado reales y del error 
del observador de estados. El error del observador de estados 
está dado por: 

ˆ,x x xΔ = −   (19) 

por lo que al aplicar (19) en (17) se obtiene: 

( )ˆ Td x A k c x
dt

Δ = − ⋅ ⋅ Δ (20) 

De (19) se tiene que ˆ ,x x x= − Δ ésta expresión se reemplaza 
en (13) de manera que quede descrita en función de las 
variables de estado x y ∆x. 

( )T T
p ref

d x A b k x b k x b K y
dt

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ Δ + ⋅ ⋅ (21) 

Al agrupar las ecuaciones (20) y (21), se tiene la 
descripción dinámica del sistema en lazo cerrado. 

ˆ 00

T T
p

refT

A b k b kx x b Kd y
x xdt A k c

 − ⋅ ⋅ ⋅     
= ⋅ + ⋅      Δ Δ− ⋅       

(22) 

De la (22) se obtiene la ecuación característica del sistema 
en función de las ganancias de la realimentación de estados y 
de las ganancias de corrección debido al desbalance entre el 
observador de estados y el sistema real. La ecuación 
característica está dada por: 

( ) ( )ˆ 0T Ts I A b k s I A k c⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ = (23) 

Para calcular las ganancias de realimentación de estados y 
las ganancias del factor de corrección, se debe verificar 
previamente que el sistema sea controlable y observable [8]. 
La condición de controlabilidad está dada por (24) y la 
condición de observabilidad está dada por (25), como sigue: 

2 3 1 0n
cQ b Ab A b A b A b−= ≠   (24) 

( ) ( )2 1
0

nT T T
obQ c A c A c A c

−
= ≠


 (25) 

De (23) se tiene que los polos del sistema en lazo cerrado 
son los polos del controlador con realimentación de estados 
concatenados con los polos del observador de estados. El 
cálculo de los polos de realimentación de estados se realiza 
asumiendo que no existe el observador de estados y de igual 
modo, los polos del observador se calculan como si no 
existiese el controlador por realimentación de estados. La 
concatenación de los polos está dada por: 

[ ]1 1ˆ ˆ ˆ, , , ,T T
n np p p p p p  =    (26) 

Para el cálculo de las ganancias del controlador de estados 
se selecciona la ubicación de los polos deseados, para lo cual 
se utiliza la función de transferencia cuyos coeficientes del 
denominador se presentan en (27), este tipo de función de 
transferencia tiene un estrés moderado en el actuador, es decir 
un sobre impulso mediano. 

2 2 3 3 4 4 5 51 1 1 1( ) 1
2 8 64 512

P s T s T s T s T s T s= + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

(27) 

Los cálculos de las ganancias del controlador y del 
observador de estados se realizan separadamente mediante la 
fórmula de Ackermann [9] dada por: 

( )T TK t A= ⋅φ (28) 
1

1 1 0( ) n n
nA A A A I−

−φ = + γ + + γ + γ (29) 

Los coeficientes γi son tales que los polos deseados sean las 
raíces de la ecuación característica dada por: 

( ) ( ) ( ) 1 2
1 2 1 2 1

n n n
n n ns p s p s p s s s s− −

−− ⋅ − ⋅ − = + γ + γ + γ + γ 
(30) 

Para el cálculo de las ganancias del controlador por 
realimentación de estados, tT está dado por (31) y para el 
cálculo de las ganancias del factor de corrección del 
observador de estados, tT está dado por (32), como sigue: 

[ ] 12 10 0 1T nt b Ab A b A b
−− = ⋅    (31) 

[ ] 12 10 0 1T T T T n Tt c Ac A c A c
−− = ⋅    (32) 

La ganancia Kp que se indica en la Fig. 1 se calcula 
mediante (33), lo cual permite tener una ganancia igual a uno 
en estado estable. 

( ) 1

1
P T T

K
C A B K B

−=
⋅ − + ⋅ ⋅

(33) 

IV. DISEÑO DE LOS OBSERVADORES DE ESTADOS

Se diseña dos controladores de estado: 1) Controlador con 
realimentación de estados sin control proporcional integral PI 
y 2) Controlador con realimentación de estados y control 
proporcional integral PI. 

A. Observador de estados sin Control PI 
La Fig. 3 presenta el diagrama de bloques del observador de 

estados sin control PI. Este control no tiene realimentación 
directa de la salida hacia la entrada, pero si existe 
realimentación de la salida hacia el observador de estados para 
tener las variables de estado estimadas. Las variables de 
estado estimadas son utilizadas para encontrar las ganancias 
de realimentación de estados del controlador por 
realimentación de estados. 
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sistema, ya que los polos del estimador de estados tienen 
constantes de tiempo de valores diez veces menores que las de 
los polos del controlador SVF. 
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On the Performance Improvement of the
Optimal-Sampling-inspired Self-Triggered Control

at Implementation Stage
Mejoramiento del Desempeño del Control Auto-Disparado

Inspirado en Muestreo Óptimo en la Fase de Implementación
Carlos Xavier Rosero, Member, IEEE, Cristina Vaca and Juan Benavides

Abstract—The self-triggered control includes a sampling strat-
egy that focuses on decreasing the use of computational resources
(processor and network) while preserving the same control
performance as the one obtained via a controller with periodic
sampling. Within this framework it has been developed recently
a self-triggered control technique inspired by a sampling pattern
whose optimal density minimizes the control cost, this approach
is called “optimal-sampling inspired self-triggered control”. How-
ever, the strategies used to implement it on microprocessor-
controlled systems working under perturbation are still unclear;
this paper addresses some techniques to organize and improve
the implementation on actual controllers. The proposed solution
comprises both the formulation of two algorithms to organize
the implementation and the insertion of a closed-loop observer
to deal with the perturbation that normally appears on real
plants. Regarding the former, certain computationally expensive
processes involved in the implementation of this control technique
are treated through their replacement by lightweight polynomials
fitted at design stage. Simulations and practical experiments
confirm the solution is effective and there could be an open
research topic concerning observation in optimal-sampling self-
triggered control strategies.

Index Terms—Event-driven control, aperiodic sampling, real-
time embedded control systems, aperiodic observer.

Resumen—El control auto-disparado incluye una atractiva
estrategia de muestreo que se enfoca en disminuir el uso de
recursos computacionales (procesador y red) mientras se preserva
el mismo rendimiento de control que el obtenido a través de
un controlador con muestreo periódico. Dentro de este marco,
se ha desarrollado recientemente una técnica de control auto-
disparado inspirada en un patrón de muestreo cuya densidad
óptima minimiza el costo de control, se llama “control auto-
disparado inspirado en muestreo óptimo”. Sin embargo, las
estrategias utilizadas para implementarlo en sistemas controlados
por microprocesadores que funcionan bajo perturbación aún
no son claras; este documento aborda algunas técnicas para
organizar y mejorar la implementación sobre controladores
reales. La solución propuesta comprende la formulación de
dos algoritmos para organizar la implementación y también la
inserción de un observador de lazo cerrado para lidiar con las
perturbaciones que normalmente aparecen en las plantas reales.
En cuanto a los algoritmos, ciertos procesos computacionalmente
costosos implicados en su implementación son tratados mediante
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la sustitución por polinomios ligeros ajustados en la fase de
diseño. Tanto simulaciones como experimentos confirman que la
solución es efectiva y que podrı́a haber un tema de investigación
abierto relacionado con la observación en las estrategias de
control auto-disparado con muestreo óptimo.

Palabras Claves—Control manejado por eventos, muestreo
aperiódico, sistemas de control empotrados de tiempo real,
observador aperiódico.

I. INTRODUCTION

NOWADAYS controllers are implemented on digital sys-
tems consisting of microprocessors and communication

networks. Among some of the alternatives that have efficient
resource consumption in a nonperiodic fashion are the self-
triggered control techniques (STC), initially proposed by [1]–
[5]. They solve the fundamental problem of determining
both optimal sampling and efficient processing/communication
strategies. Each time the control task is triggered, both the
time the next sampling will be performed (sampling rule) and
the control action which should be maintained until this event
happens, are estimated.

Several approaches aimed at solving the problem of deter-
mining optimal sampling rules in STC have been addressed
recently. An optimal sampling pattern proposed in [6] in-
spired the approach in [7], which is analyzed in the present
study. This technique describes a sampling rule that generates
approximated control actions by solving the continuous-time
LQR problem [8] at each sample time. The performance
guarantee is based on a number of samples over a time
interval with a given sampling constraint. The sampling time is
calculated by the derivative of a continuous-time LQR problem
and the rule produces smaller sampling times while the control
action has more variation.

Though the optimal-sampling in [6] and [7] has standard
cost lower than the one obtained by periodic sampling tech-
niques, and even than other optimal-sampling approaches i.e.
[9], [10], it has many weaknesses. Since the research is still
new there are many open topics, among which two stand
out: (a) clarifying and organizing the implementation on real
microprocessor systems, and (b) adapting the approach to
cases with disturbances.
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To solve problem (a), in [7] both a simulated and an exper-
imental set-ups are described. However, a deeper explanation
of the paradigm that a designer of control systems should use
to put this approach on a microprocessor-based system is not
shown.

With regard to problem (b) the approach in [6] could be
restated by inserting robustness to uncertainty in the approach
by developing new theory, or on the other hand by using
observation techniques. A settlement applying observation in
presence of unknown disturbances but on a different STC
strategy to that used herein, is presented in [11], [12].

To overcome problems (a) and (b), the contribution of
this paper is twofold. First, two algorithms are formulated to
organize and synthesize the implementation of the approach
in [7]. Second, a time-varying closed-loop observer is applied
on the approach in [7] in order to make it less sensitive to
noise.

The rest of the paper is organized as follows. Section
II summarizes the theory on optimal-sampling-inspired self-
triggered control (OSISTC). Section III presents the insertion
of state observation into the self-triggered control and also the
strategies to describe the implementation. Section IV shows
the simulations and experiments on a selected plant. At the
end, Section V performs the analysis of results and Section
VI concludes the article.

II. REVISITING THE OPTIMAL-SAMPLING-INSPIRED
SELF-TRIGGERED CONTROL

This section summarizes the theory on OSISTC extracted
from the original works in [6] and [7], and included for better
understanding of the subject of study.

A. Continuous-time dynamics

Consider the linear time-invariant system (LTI) represented
in continuous-time by{

ẋ(t) = Acx(t)+Bcu(t)
y(t) =Cx(t)

, given x(0) = x0 (1)

where x(t) ∈ Rn is the state and u(t) ∈ Rm is the continuous
control input signal. Ac ∈ Rn×n and Bc ∈ Rn×m describe the
dynamics of the system, and C ∈ Rq×n is the weight matrix
used to read the state; x0 is the initial value of the state.

B. Sampling

The control input u(t) in (1) is piecewise constant, meaning
that it remains with the same value between two consecutive
sampling instants, thus

u(t) = u(k) ∀t ∈ [tk−1, tk), (2)

where the control input u(k) is updated at discrete times k ∈N
and the sampling instants are represented by tk ∈R. Consecu-
tive sampling instants are separated by sampling intervals τk,
and the relationship between instants and intervals is

τk = tk+1− tk, where tk =
k−1

∑
i=0

τi for k ≥ 1. (3)

C. Discrete-time dynamics

In periodic sampling, a constant sampling interval τ is con-
sidered. The continuous-time dynamics from (1) is discretized
using methods taken from [8] by

Ad = eAcτ , Bd =
∫

τ

0
eAc(τ−t) dt Bc, (4)

resulting in the discrete-time LTI system{
x(k+1) = Adx(k)+Bdu(k)

y(k) =Cx(k)
, given x(0) = x0 (5)

where the state x(k) is sampled at tk.
The location of the system poles (or eigenvalues of the

dynamics matrices Ac, Ad) is fundamental to determine/change
the stability of the system [8]. Poles in continuous-time pc
become poles in discrete-time pd through

pd = epcτ . (6)

State-feedback control by means of pole placement requires
to assign the desired closed-loop poles by hand. Nevertheless,
the LQR technique allows to place the poles automatically and
optimally. LQR is used by OSISTC at each tk considering τk
as the sampling time.

D. Linear quadratic regulator

The LQR optimal control problem allows to find an optimal
input signal that minimizes the continuous-time and discrete-
time infinite-horizon cost functions in (7) and (8) respectively.

Jc =
∫

∞

0
(xT

(t)Qcx(t)+2xT
(t)Scu(t)+uT

(t)Rcu(t))dt, (7)

Jd =
∞

∑
0
(xT

(k)Qdx(k)+2xT
(k)Sdu(k)+uT

(k)Rdu(k)) (8)

Regarding dimensionality in (7) and (8), the weight matrices
Qc,Qd � 0 ∈ Rn×n are positive semi-definite, Rc,Rd � 0 ∈
Rm×m are positive definite, and Sc,Sd ∈ Rn×m. Refer to [13]
to know about the transformation of the weight matrices from
their continuous forms Qc, Rc, Sc to their discrete versions Qd ,
Rd , Sd .

E. Optimal sampling-inspired self-triggered control

The approach in [7] involves designing both a sampling
rule as a piecewise control input, such that the LQR cost is
minimized. Additionally, the periodicity of execution of the
controller is relaxed so that the consumption of resources is
diminishing. Then, the sampling rule is

τk = τmax
1

τmax
η
|Kc(Ac +BcKc)x(k)|α +1

(9)

where an upper bound on the sampling intervals is given
by τmax; similarly η modifies the degree of density of the
sampling sequence (smaller η yields denser sampling instants
and vice versa). By minimizing the continuous-time cost
function (7) an optimal continuous-time feedback gain Kc
is found once. According to [6] and [7] there exist optimal
settings for the exponent α ≥ 0 which influences the density
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ω(t)u(t)

u(k)

y(k)

τk

y(t) Next sample at
tk+1 = tk + τk

Fig. 1. Original architecture of the self-triggered feedback control. Solid lines
denote continuous-time signals and dashed lines denote signals updated only
at each sampling time.

of the samples set; with α = 0 the sampling becomes regular
(periodic).

Additionally, from [7] the piecewise optimal control signal
expressed in linear state feedback form is

u(k) =−Kd(τk)x(k), (10)

where Kd(τk) is calculated at each controller execution τk. Its
value is obtained by solving the discrete-time LQR problem
(8) considering a fixed sampling period τk.

III. ON THE IMPLEMENTATION OF OSISTC

The model of the proposed approach as well as the guide-
lines for its implementation are explained in this section. This
corresponds to the main contribution of the work.

A. Original OSISTC architecture

Figure 1 is used to ensure better understanding of the
original OSISTC scheme. In this configuration the output of
the plant y(t) is sampled by the self-triggered sampler at each
τk; the measured state y(k) is used by both the event scheduler
and the controller. The event scheduler is responsible for
calculating when the next sampling time tk+1 will be executed
by means of (9). The controller computes the control action
using both (2) and (10). The control input u(k) is kept constant
along the entire sampling interval τk in a zero-order hold
manner.

In the same Figure 1, the bounded exogenous disturbances
ω(t) are not treated in any way, causing noisy states and
affecting the system performance. With respect to both the
event scheduler and the controller, they base their procedures
on the measured state y(k) (or on the error e(k) when there is
a reference). Thus, the insertion of noise into the states leads
to the emergence of uncertainty in both the linear piece-wise
control u(k) and the sampling interval τk.

B. Discrete-time observer

An observer constitutes a computer copy of the observed
dynamic system (5) whose predicted states x̂(k) converge to the
real states x(k) by reducing the observer’s output error ẽ(k). The

Bd

x(k+1)
z−1I

x(k)
C

Ad

Dynamical process

Controller

y(k)−Kdu(k)

State observer

x̂(k)

Bd

x̂(k+1)
z−1I C

ŷ(k)

Ad
ẽ(k)û(k)

Ld

Fig. 2. Discrete-time Luenberger state observer

ω(t)

u(k)

u(t)

x̂(k)

τk

y(k)

y(t)
Next sample at
tk+1 = tk + τk

Fig. 3. Proposed architecture of the self-triggered feedback control with
observation. Solid lines denote continuous-time signals and dashed lines
denote signals updated only at each sampling time.

discrete-time Luenberger observer proposed in [14] and shown
in Fig. 2 is a state estimator which works properly in presence
of unknown disturbances; see [8] for better understanding.
Then, the system in (5) is reformulated as{

x̂(k+1) = Ad x̂(k)+Bdu(k)+Ld
(
y(k)− ŷ(k)

)
y(k) =Cx(k)

, (11)

where x̂(k+1) ∈ Rn is the state estimate and ŷ(k) ∈ Rq is the
output estimate. Ld ∈ Rn×q is the observer gain matrix.

In (11), if the pair (Ad ,C) is completely observable, the
dual system (A′d ,B

′
d ,C

′,D′) is completely reachable. Then, an
observer gain matrix Ld for the dual system can be designed
and the eigenvalues (poles) of (A′d −C′Ld) can be arbitrarily
placed [14]. Consider that the eigenvalues of a matrix (A′d −
C′Ld) are equal to the eigenvalues of its transpose (Ad−L′dC).

C. Proposed OSISTC architecture based on observer

Figure 3 shows the proposed self-triggered architecture
in which the use of a discrete-time observer stands out to
deal with noise ω(t). Assuming that the pair (Ad(τk),C) is
observable along the set of all possible sampling intervals τk,
the eigenvalues of (Ad(τk)−L′d(τk)

C) can be placed arbitrarily
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[14]. Notice that the dynamics now depends on τk because
Ad(τk) is a time varying matrix. The discrete poles in (6) are
also dependent on the sampling interval τk, as in

pd(τk)
= epcτk . (12)

In this context the observer needs to solve a new pole
placement at each execution, since the discrete dynamics
matrices and the discrete poles are dependent on the sampling
interval τk. This implies that the observer has a different
gain matrix Ld(τk) at each execution. Then, considering the
changing dynamics, the system in (11) becomes{

x̂(k+1) = Ad(τk)x̂(k)+Bd(τk)u(k)+Ld(τk)

(
y(k)− ŷ(k)

)
y(k) =Cx(k)

, (13)

where Ad(τk) and Bd(τk) are discretized matrices for a sampling
interval τk, u(k) is the linear piecewise control action calculated
by (10), and Ld(τk) ∈R

n×q is the gain matrix of the sampling-
dependent observer.

D. Problems considered
There are several drawbacks in assembling both the OSISTC

controller and the time-varying observer on a real-time control
system.

The first issue has to do with calculation of the controller
gain matrix Kd(τk) in (10) by solving the problem in (8)
through recursive computation of the discrete algebraic Ricatti
equation (DARE) until convergence [8]. The second issue is
the pole placement solved by Ackermann’s formula [15] in
order to obtain the observer gain matrix Ld(τk).

Both processes are computationally expensive and must be
performed at each controller execution. If the execution time of
the control task is too close to the minimum sampling interval,
undesirable effects such as jitter could appear [16]. Particularly
in OSISTC, the worst case scenario comes out when the rate
of change of the control action is maximal, causing a highest
density in the emergence of samples (minimum τk).

E. Set of sampling intervals T
The set of sampling intervals T ∈ R1×s within a closed

interval [τmin; τmax] is

T = {τmin,τmin + τg,τmin +2τg, · · · ,τmax}, (14)

where τg is the sampling granularity defined as the least
increase-unit for the sampling intervals. Each element of the
set can be addressed in this way

τh = T[h] ∀h ∈ N : 1≤ h≤ s (15)

being s the length of T .
The minimum and maximum sampling times, τmin and τmax,

as well as τg are chosen following the conditions detailed in
[7] 

β α

η
≤ 1

τmin
− 1

τmax
, β := sup

x∈X
|Kc(Ac +BcKc)x|

τRTOS ≤ τg,

(16)

where X is the entire state space taken from the physical
constraint of the plant, and τRTOS is the sampling granularity of
the real-time operating system (RTOS) in which the technique
will be implemented.

F. Strategy to calculate the controller gain matrix Kd(τk)

The gain Kd(τh) is calculated by brute force for each hth

element of the set T in (14) by the discrete-time LQR problem
(8). Therefore, we obtain a total of s controller gain matrices
Kd(τh) ∈ Rm×n that have the form

Kd(τh) = dlqr
(
Ad(τh),Bd(τh),Qd(τh),Rd(τh)

)
Kd(τh) =


kd(τh)

11 · · · kd(τh)
1n

...
. . .

...
kd(τh)

m1 · · · kd(τh)
mn

 . (17)

Regrouping the elements of all gain matrices according to
their position yields a group SKd that is m · n training sets
long, where m and n are the dimensions of inputs and states
respectively, then

SKd = {[kd(τ1)
11 , · · · ,kd(τs)

11 ], · · · , [kd(τ1)
1n , · · · ,kd(τs)

1n ], · · · ,

[kd(τ1)
m1 , · · · ,kd(τs)

m1 ], · · · , [kd(τ1)
mn , · · · ,kd(τs)

mn ]}.
(18)

Each training set in (18) is defined in R1×s and used
to perform a polynomial curve fitting in order to find the
coefficients θ of the d-degree polynomials Ki j(τk). Therefore,
we have a total of m · n polynomials each one following the
form

Ki j(τk) = θ
(i j)
1 τ

d
k +θ

(i j)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(i j)
d τk +θ

(i j)
d+1, (19)

where superscript (i j) indicates the belonging of coefficients
θ (i j) to polynomial Ki j(τk); i-row and j-column show the
position of polynomials into the gain matrix. Note the change
of τk instead of τh since the former is the current sampling
interval calculated online through equation (9) on a real
controller. Thus, (17) to (19) become

Kd(τk) =

K11(τk) · · · K1n(τk)
...

. . .
...

Km1(τk) · · · Kmn(τk)

 , (20)

where

K11(τk) = θ
(11)
1 τ

d
k +θ

(11)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(11)
d τk +θ

(11)
d+1

K1n(τk) = θ
(1n)
1 τ

d
k +θ

(1n)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(1n)
d τk +θ

(1n)
d+1

Km1(τk) = θ
(m1)
1 τ

d
k +θ

(m1)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(m1)
d τk +θ

(m1)
d+1

Kmn(τk) = θ
(mn)
1 τ

d
k +θ

(mn)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(mn)
d τk +θ

(mn)
d+1 .

G. Strategy to calculate the observer gain matrix Ld(τk)

It is a process similar to that described in subsection III-F.
All possible observer gain matrices L(τh) are evaluated offline
as functions of sampling intervals τh.

The error dynamics of the observer is given by the poles
of
(
Ad(τh)−Ld(τh)C

)
. A rule of thumb considers to place the

observer poles five to ten times farther to the left of s-plane
than the dominant poles of the system.

By computing Ad(τh) through (4), assigning statically the
continuous-time poles and discretizing them by (6) in order to
have the vector Pd(τh), and finally considering C which remains
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constant, we obtain a total of s observer gain matrices Ld(τh) ∈
Rn×q by the poles placement method in [15] with the form

Ld(τh) = ackermann
(
Ad(τh)

T ,CT ,Pd(τh)
T )

Ld(τh) =


ld(τh)

11 · · · ld(τh)
1q

...
. . .

...
ld(τh)

n1 · · · ld(τh)
nq

 . (21)

Using the same regrouping criterion as in (18) a group SLd ,
n ·q training sets long, is obtained

SLd = {[ld
(τ1)
11 , · · · , ld(τs)

11 ], · · · , [kd(τ1)
1q , · · · ,kd(τs)

1q ], · · · ,

[kd(τ1)
n1 , · · · ,kd(τs)

n1 ], · · · , [kd(τ1)
nq , · · · ,kd(τs)

nq ]}.
(22)

Subsequently a total of n ·q polynomials are calculated with
the form

Li j(τk) = θ
(i j)
1 τ

d
k +θ

(i j)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(i j)
d τk +θ

(i j)
d+1, (23)

such as in (19). Finally it is obtained

Ld(τk) =

L11(τk) · · · l1q(τk)
...

. . .
...

Ln1(τk) · · · lnq(τk)

 , (24)

where

L11(τk) = θ
(11)
1 τ

d
k +θ

(11)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(11)
d τk +θ

(11)
d+1

L1q(τk) = θ
(1q)
1 τ

d
k +θ

(1q)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(1q)
d τk +θ

(1q)
d+1

Ln1(τk) = θ
(n1)
1 τ

d
k +θ

(n1)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(n1)
d τk +θ

(n1)
d+1

Lnq(τk) = θ
(nq)
1 τ

d
k +θ

(nq)
2 τ

d−1
k + · · ·+θ

(nq)
d τk +θ

(nq)
d+1 .

Then, on each execution of the actual controller, after
calculating the next sampling interval τk via (9), each element
of the observer gain matrix is computed through a different
polynomial in the matrix Ld(τk).

H. Implementation guidelines

Through Algorithm 1 what was said in subsections III-F and
III-G is summarized; this program can be performed offline by
any numerical computing programming language. Algorithm
2 shows how to implement OSISTC on any processor with
reduced performance features.

IV. RESULTS

An experiment on a real plant is presented in order to
illustrate the theory introduced in the previous section.

A. Plant

The experimental plant with form (1) is the same electronic
double integrator circuit as the one used in [7], so advise
with that document for further information. The state space
representation is

Ac =

[
0 −23.81
0 0

]
, Bc =

[
0

−23.81

]
, C =

[
1 0

]
.

(25)

Data: Ac,Bc,C,Qc,Rc,τmin,τmax,τg,α,β ,η ,Pc
Result: Kc,Kd(τk),Ld(τk)

Kc = f (Ac,Bc,Qc,Rc) by continuous LQR (7);
T = f (τmin,τmax,τg) by (14) and (16);
for τh ∈ T do

Compute Ad(τh),Bd(τh),Qd(τh),Rd(τh) by (4);
Kd(τh) = f

(
Ad(τh),Bd(τh),Qd(τh),Rd(τh)

)
by discrete

LQR (17);
Compute Pd(τh) by (6);

Ld(τh) = f
(

AT
d(τh)

,CT ,Pd(τh)

)
by Ackermann (21);

end
Create SKd based on all Kd(τh) by (18);
Create SLd based on all Ld(τh) by (22);
for i≤ m and j ≤ n do

Ki j(τk) = f
(
SKd(i· j)

)
by polynomial curve fitting;

end
for i≤ n and j ≤ q do

Li j(τk) = f
(
SLd(i· j)

)
by polynomial curve fitting;

end
Create Kd(τk) by ordering all Ki j(τk) as in (20);
Create Ld(τk) by ordering all Li j(τk) as in (24);

Algorithm 1: Offline design

Data: Ac,Bc,C,Kc,τmax,τg,α,β ,η ,Kd(τk),Ld(τk)

Result: τk,u(k)
Initialization of hardware, RTOS and variables;
x(k) := read input();
τk := f

(
τmax,Kc,α,β ,η , x̂(k)

)
by (9);

Set RTOS to trigger next time after τk;
Calculate Kd(τk) by (20);
u(k) := f

(
Kd(τk), x̂(k)

)
by (10);

Set actuator with u(k);
Calculate Ld(τk) by (24);
Compute Ad(τk),Bd(τk) by (4);
x̂(k) := f

(
Ad(τk),Bd(τk),Kd(τk),Ld(τk), x̂(k),x(k)

)
by (13)

Algorithm 2: Online implementation

In Table I most important configurations used to design both
controller and observer are detailed. These values have been
based on recommendations from the literature in [7]. Note that
the poles of the observer have been chosen to be fast enough
so that they do not slow down the dynamics of the plant

TABLE I
EXPERIMENT SETTINGS

Symbol Description Value

Qc States weighting matrix 0.0025 ·
[

1 0
0 1

]
Rc Control weighting matrix 0.1

τmin Minimum sampling time 20ms
τmax Maximum sampling time 60ms
τg Sampling granularity 1ms
α Density of the samples set 0.667
β - 9.4
η Density degree of the sampling seq. 0.11
Pc Observer continuous-time poles [−50+2 j,−50−2 j]

MASKAY19



0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2
Controller gains

τ
k
 (sec)

K
d
(τ

k
)

 

 

g
11

(τ
h
)

g
12

(τ
h
)

K
d11

(τ
k
)

K
d12

(τ
k
)

0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06
−2

0

2

4
Observer gains

τ
k
 (sec)

L
d
(τ

k
)

 

 

l
11

(τ
h
)

l
21

(τ
h
)

L
d11

(τ
k
)

L
d21

(τ
k
)

Fig. 4. Gains polynomial fitting: controller (top), and observer (bottom)

B. Controller and observer

Algorithm 1 has been followed step by step to perform
the offline design. In Fig. 4 the gains of both controller and
observer evaluated for the set of sampling intervals, are shown
by circles. Likewise, fitted curves (continuous lines) roughly
describe the behaviour of these gains. Additional numerical
results are summarized next:
• Continuous-time feedback gain

Kc = [0.1581 −0.5841].

• Controller gain matrix which consists of two polynomials,
as in

Kd(τk) = [−0.8203τk +0.1533 1.819τk−0.5778].

• Observer gain matrix formed by two polynomials, as in

Ld(τk) = [10.2521τk +1.431 14.094τk−1.5081]T .

C. Implementation on a processor

The development platform comprises the digital signal con-
troller (DSC) dsPIC33FJ256MC710A from Microchip which
internally runs the Erika real-time kernel. To learn more about
this environment, it is recommended to see the original work
in [18] and its references, and the same implementation in [7].

The self-triggered controller uses rule (9) to calculate when
it will activate itself next time; this value is used to set the
RTOS to trigger the next sampling instant. Other functions
of the controller are to read the states of the plant x(k)
through the DSC analog/digital converter, to estimate the states
x̂(k) through the observer, and to compute the control action
u(k) which is applied directly to the plant via pulse width
modulation (PWM).

Algorithm 2 has been used to perform the implementation
that works on the microcontroller. To calculate the controller
gain matrix, two first-degree polynomials that are functions
of τk are represented as K11(τk) and K12(τk), grouped into
Kd(τk). This is done instead of minimizing DARE. Finally, the
observer gain matrix is replaced by a pair of first-degree poly-
nomials L11(τk) and L21(τk), framed within Ld(τk). This is done
instead of using a pole placement method i.e. Ackermann.
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Fig. 5. Behavior of OSISTC in simulation
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Fig. 6. Implementation of OSISTC with no observer [7]

V. DISCUSSION

Figures 5 to 7 show the states evolution and the sampling
pattern both in simulation and actual implementations when
OSISTC is subjected to follow a reference. The establishment
times, overshoots, and steady-state errors are almost similar
for all cases.

The sampling intervals in the simulation (Fig. 5) lie within
the range [31; 60]ms, in the real system without observer
(Fig. 6) are within [32; 59]ms, and in the real system with
observer (Fig. 7) within [31; 60]ms. The red lines in the
sampling sequence graphs correspond to the average sampling,
explained later through equation (26).

The observer in Fig. 7 provides noise-free states that sta-
bilize the triggering of sampling periods τk at the same time.
The implementation without observer in Fig. 6 tends to shake
in steady state since its states have noise, which causes the
oscillation of the triggering of sampling periods.

The average sampling metric τav in [7] establishes

τav =
1
N

N−1

∑
k=0

τk, (26)

where N is the number of samples within the experi-
ment/simulation time; larger values of τav indicate less re-
source utilization. In the simulation τavS = 55.7ms, in the
implementation without observer τavNO = 51.3ms, and in the
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and η ∈ {0.025,0.026, · · · ,0.050}

implementation with observer τavO = 54.1ms. The average
sampling τavNO is less than τavO, which means that the
implementation with observer has better performance than the
implementation presented in [7] which has no observer, since
it uses less processing resources.

Figure 8 shows how the sampling average periods behave
when the density degree is changed as long as the guarantee
in (16) is maintained. The behavior τavO > τavNO is recurrent,
which allows corroborating the results obtained above.

VI. CONCLUSIONS

Some techniques applied at the implementation stage to
improve the performance of the method in [7] were presented.
A polynomial fitted offline to calculate the discrete-time
controller gains, was used to replace the online discrete-time
LQR problem. A time-varying closed-loop observer has been
implemented by polynomial fitting techniques while avoiding
the online use of the Ackermann pole placement method.

Simulations and experiments have been confirmed the so-
lution is effective and there could be an open research topic
regarding observation techniques in OSISTC. There are in-
teresting performance measures in the literature which could
become future work for this study; metrics from [7] and [10]

would allow further evaluation on a real system. A comparison
between the implementation with and without observer can be
made to determine the true contribution of the latter.
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Abstract— This article presents the design and implementation 
of two state feedback controllers and a proportional integral 
derivative controller PID applied to a DC motor that has a 
coupled mass on its axis and a second mass connected by a band. 
The variable to be controlled is the angular position of the DC 
motor. This article summarizes the design, implementation and 
functional tests of three controllers, which have been 
implemented and tested on the same hardware, but with different 
requirements for the angular position amplitude of the DC 
motor. The tests of operation of the controllers have been made 
on the physical motor with two masses and on the mathematical 
model of the electromechanical system, which allows having a 
comparison of the controller running on the hardware and on the 
simulated system. Each controller has been designed to obtain the 
shortest settling time for the step function response. 

Index Terms—State variable feedback controller, DC motor, 
Proportional integral derivative controller. 

Resumen—Este artículo presenta el diseño e implementación 
de dos controladores con realimentación de estados y un 
controlador proporcional integral derivativo PID aplicados sobre 
un motor de DC que tiene acoplado una masa a su eje y una 
segunda masa conectada mediante una banda. La variable a 
controlar es la posición angular del motor de DC. Este artículo 
resume el diseño, implementación y pruebas de funcionamiento 
de tres controladores implementados y probados en el mismo 
hardware, pero con requerimientos diferentes para la amplitud 
de la posición angular del motor de DC. Las pruebas de 
funcionamiento de los controladores han sido realizadas sobre el 
motor físico con dos masas y sobre el modelo matemático del 
sistema electromecánico, lo que permite tener una comparación 
del controlador al operar sobre el hardware y sobre el sistema 
simulado. Cada controlador ha sido diseñado para obtener el 
menor tiempo de establecimiento de la respuesta a la función 
escalón. 

Palabras Claves—Controlador con realimentación de estados, 
motor de DC, Control proporcional integral derivativo. 

1René Alexander Palacios Ochoa, Departamento de Formación Básica, 
Escuela Politécnica Nacional, Quito, Ecuador, alexander01pal@gmail.com 

I. INTRODUCCIÓN 
OS sistemas de control se aplican en varios campos de la 
ingeniería como por ejemplo en ingeniería automotriz, 

aeroespacial, eléctrica, mecánica, hidráulica, etc. En este 
trabajo se aplica controladores a un sistema electromecánico 
que consiste en un motor de DC con dos masas, la primera 
masa está conectada al eje del motor y la segunda masa recibe 
el torque del motor a través de una banda. 

Los sistemas de control en variables de estado caracterizan 
la configuración dinámica del sistema mediante la entrega de 
datos del estado actual de cada variable del sistema, el control 
mediante variables de estado se realiza a través de la 
realimentación de las variables de estado, por lo cual es 
necesario que estas variables sean medibles y disponibles para 
la realimentación de sus estados, de modo que aporten 
información del comportamiento dinámico del sistema. 

En [1] presenta un controlador de velocidad para un motor 
de DC, el objetivo de [1] es presentar un procedimiento para 
realizar un control de velocidad mediante la plataforma 
dSPACE y Matlab; realiza una comparación entre los 
resultados simulados y los resultados medidos  sobre el 
hardware. Del mismo modo que en [1] en este trabajo se 
utiliza una plataforma dSPACE y se realiza una comparación 
entre las pruebas realizadas sobre el sistema simulado y sobre 
el hardware. En este caso se implementa controladores para la 
posición angular del motor.  

En [2] presenta un controlador de velocidad para un motor 
de DC, con realimentación de las variables de estados y 
observador de estados, el controlador incorpora un integrador. 
En el presente trabajo dos de los controladores aplicados sobre 
el motor de DC son implementados mediante técnicas de 
realimentación de estados, y uno de ellos incorpora un control 
proporcional integral, pero a diferencia de [2], se aplica 
control de posición en lugar de velocidad, y no se incluye 
observadores. 

En [3] presenta un método de desarrollo rápido para 

Implementación de Controladores por 
Realimentación de Estados y Controlador PID 

aplicado a un Motor de DC con Dos Masas 
mediante dSPACE 

Implementation of State Space Feedback Controllers 
and PID Controller for a DC Motor with Two Masses 
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La Tabla VII presenta los resultados para las pruebas sobre 
el motor físico, en la cual se observa que el menor tiempo de 
establecimiento se logra con el controlador SVF simple con un 
valor de 0.063 segundos, seguido por el controlador SVF-PI 
con un valor de 0.08 segundos. El PID tiene un tiempo de 
establecimiento mucho más lento, cuyo valor es de 0.29 
segundos con la calibración por Ziegler-Nichols y de 0.75 
segundos para la calibración mediante prueba y error.  

El menor error en estado estable se obtiene con el 
controlador SFV- PI y después con el controlador PID. Tanto 
el PID como el SVF-PI tienen menor error en estado estable 
que el SVF, debido a que disponen de un integrador en el lazo 
de realimentación.  

El menor sobre impulso se obtiene con el SVF-PI con un 
valor de 6.97% y segundo con el controlador SVF simple con 
un valor de 8.73%. Al utilizar la técnica de calibración de 
Ziegler-Nichols, el PID tiene un sobre impulso muy alto de 
80.81%, sin embargo con la calibración experimental del PID 
mediante prueba y error, se obtuvo mejores resultados con un 
valor de 13.97%; pero el tiempo de establecimiento aumentó a 
0.75 segundos. 

TABLAVII 
RESULTADOS DE LOS CONTROLADORES SOBRE EL MOTOR [5] 

Parámetro PID 1 PID 2 SVF SVF -PI 
Tiempo de 
establecimiento[s] 

0.29  0.75 0.063  0.080  

Error en estado estable  0.013% 0.047% 0.028% 0.003% 
Sobre impulso 80.81% 13.97% 8.73% 6.97% 

La Tabla VIII presenta los resultados de las pruebas sobre la 
planta o modelo matemático del motor. 

TABLAVIII 
RESULTADOS DE LOS CONTROLADORES SOBRE LA PLANTA [5] 

Parámetro PID 1 PID 2 SVF SVF -PI 
Tiempo de 
establecimiento [s] 

0.33 0.73 0.035 0.075 

Error en estado estable  0.001% 0.015 0% 0% 
Sobre impulso 68.55% 12.81 0.1% 0% 

Al igual que con el motor, el menor tiempo de 
establecimiento se logra con el controlador SVF, el menor 
sobre impulso con el SVF-PI y el menor error en estado 
estable es cero con los controladores SVF y cercano a cero con 
el PID 1. Sin embargo la planta es una aproximación 
matemática del motor físico por lo que existe cierta diferencia 
en los resultados especialmente en el de sobre impulso.   

VIII. CONCLUSIONES

Los resultados indican que los controladores con 
realimentación de variables de estado SVF tienen un tiempo 
de establecimiento mucho menor que los controladores PID. 
El sobre impulso de los controladores SVF es 
significativamente menor que el obtenido con los 
controladores PID. Los controladores SVF y SVF-PI solo 
pueden implementarse si se dispone de la realimentación de 
todas las variables de estado, si se requiere realizar un 
controlador SVF y no se dispone de todas las variables de 
estado, existe la alternativa de implementar un controlador con 

observadores de estado para las variables que no se pueden 
medir. Se ha obtenido mejores resultados en sobre impulso 
con el método experimental de prueba y error que con el 
método de Ziegler-Nichols, debido a que el método de 
Ziegler-Nichols se basa en el estudio experimental de 
múltiples respuestas de sistemas para definir las ganancias del 
PID, mientras que la calibración experimental del PID 
mediante prueba y error se ha realizado específicamente para 
este sistema electromecánico.  
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Abstract— This paper analyzes the universal software radio 
peripherical (USRP) B210 limitations and characteristics to 
develop applications on Software Defined Radar (SDRadar). The 
developed algorithm uses a frequency modulated constant wave 
(FMCW) which implement a chirp signal, taking considering that 
25 MHz is the maximum bandwidth that the USRP can provide 
with a maximum resolution of 6 meters. The method improves 
the resolution through several signals transmitted with different 
bandwidths obtaining different resolutions, which were stored in 
a simple matrix and analyzed. After simulations, it is determined 
that the 14 measurements done with bandwidth spacing of 0.5 
MHz between every signal is the best way to improve the 
resolution. Finally, two scenarios are described for the 
optimization procedure, the first scenario is limited with a 
measurement error less than 1 meter and the second scenario is 
limited by measurement error between 1 and 2 meters getting a 
better effectiveness of the measurement under the first scenario 
with 69.15% of detected objectives compared with the 30.85% of 
effectiveness of the second one. This paper demonstrates that the 
algorithm used is useful on SDRadar applications to detect 
objectives, for topographic applications or SAR systems. 

Index Terms—USRP B210, algorithm, SDRadar, FMCW, 
resolution 

Resumen—En este documento se analizan las limitaciones y 
características que tiene la tarjeta USRP (Universal Software 
Radio Peripheral) B210 para desarrollar aplicaciones de radar 
definidos por software (SDRadar). Para el desarrollo del 
algoritmo se utilizó un radar de onda continua modulada en 
frecuencia (FMCW) que implementa una señal chirp, al 
considerar que 25 MHz es el máximo ancho de banda que la 
tarjeta puede proporcionar se obtiene como resultado una 
resolución de 6 metros. El método utilizado para optimizar la 
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resolución de la tarjeta fue transmitir un determinado número de 
señales con distintos anchos de banda, lo que resulta en una 
resolución diferente, al detectar y almacenar el objetivo en una 
matriz. Después de las pruebas correspondientes el algoritmo 
estableció que con 14 mediciones con variaciones de ancho de 
banda de 0.5 MHz, entre cada señal, se obtiene la mayor 
optimización para mejorar la resolución de la tarjeta. Se obtuvo 
finalmente dos zonas de optimización, donde la primera zona está 
limitada por un error de medición menor a 1 metro, y en la 
segunda zona con un error de medición entre 1 y 2 metros con 
69.15% y 30.85% de objetivos detectados respectivamente, lo que 
determina su efectividad y confiabilidad. Este trabajo ha 
demostrado que el algoritmo utilizado es útil en aplicaciones 
SDRadar para detectar objetivos para aplicaciones topográficas 
o sistemas SAR.

Palabras Claves—USRP B210, algoritmo, SDRadar, FMCW, 
resolución 

I. INTRODUCCIÓN 
Los sistemas radares fueron diseñados para ambientes 

bélicos [1] y hasta la actualidad se han aplicado en diferentes 
áreas como: la meteorología, control de velocidad 
marítima/aérea, radares doppler, entre otros,  y han 
complementado varios estudios relacionados con necesidades 
presentes en la sociedad [2], [3], que requieren de sistemas 
tecnológicos confiables. 

La tecnología Software Defined Radio (SDR) se presenta 
como una alternativa para diseñar prototipos a bajo coste [4], 
debido a que es confiable y adaptable a diferentes necesidades. 
En otras investigaciones se han analizado las capacidades de 
aplicar tecnología SDR para sistemas radares, propuestas que 
han sido aceptadas [5], así mismo se han realizado 
investigaciones implementadas con FPGA (Field 
Programmable Gate Array) [6], [7] sin embargo, presentan 
costos son elevados.  

Uno de los inconvenientes de la tecnología SDR, es el 
ancho de banda que proporcionan para ser aplicados en 
sistemas SDRadar, que es una característica importante que 
depende de la capacidad de detección de dos objetivos o 
blancos en el rango, lo que es mejor conocida como 
resolución. 

Desarrollo de un algoritmo en MATLAB para la 
optimización de la  resolución de una tarjeta 

USRP B210 para aplicaciones SDRadar 
Develop of a MATLAB algorithm for the resolutions 

optimization of an USRP B210 card for SDRadar 
applications  

David Moreno1, Julio Mejía2 y Hugo Moreno3 

MASKAY 7(1), Nov 2017 
ISSN 1390-6712

Recibido (Received):  2017/07/30 
Aceptado (Accepted): 2017/11/21

MASKAY31

DOI: 10.24133/maskay.v7i1.338



qu
ET
de
pr

tar
M
tar
m
m

A.

re
m
ra

as
ve
mu

ob

B.

es
co
ra
fre

FM
de
fre

Fig

ob
m

La tarjeta US
ue cuenta con 
TTUS RESEA
eterminar cuál
roporcionar pa

Al investiga
rjeta USRP B

MATLAB® qu
rjeta. Median

mejor opción 
mediante simula

 Resolución 
Para la dete
solución como

más blancos qu
ango, ángulo o

El rango de 
spectos como a
elocidad de la 

muestreo, fs, com

Donde la reso

En base a (2
btiene una reso

  Radar FMC
El radar de on

s un tipo de
ontinua como
adares son mod
ecuencia de op
La Fig.1 mu

MCW, llamán
esde una frecu
ecuencia para 

g. 1. Señal Chirp

La distancia 
bjetivo es cod

máximo, tf, que 

Las caracter

SRP B210, es
característica

ARCH, las c
l es la mejor r
ara ser aplicad
ar y analizar la
B210 [8], se h
ue ha permitid
nte un método

al evaluar 
aciones. 

II. SIST

en Sistemas R
ección de obj
o la capacidad
ue están estre
 frecuencia Do
resolución pu

ancho de band
luz, c, frecuen
mo se muestra

2sf =

olución del Sis

dR eΔ = =

2) se observa 
olución menor

CW 
nda continua e
 radar que 

o un simple 
dulados en fre
peración duran
uestra una señ
ndose up-chir
uencia baja a 
generar la señ

p. [9]

máxima, dmax,
dificada en fr
genera la seña

maxd

rísticas que 

s una tarjeta c
as propias dad
cuales han si
resolución que
as en sistemas
as característi
ha desarrollad
do optimizar 
o cuantitativo,
la confiabilid

TEMA RADAR 

Radares 
bjetivos apare
d de un radar p
echamente esp
oppler [9]. 
uede ser calc
da, B, exactitu
ncia máxima, f
a en (1) y (2) [

max2 f B⋅ =

stema está dad

max2
c c
B f

= =
⋅

que a mayor 
r. 

en frecuencia 
irradia poten
radar de on

ecuencia lo qu
nte la medida.
ñal chirp gen
rp cuando se
una alta y do

ñal va de una a

, con la que s
frecuencia de 
al. 

x 2
fc t⋅

=

presentan e

con tecnología
das por su fabr

do analizadas
e las tarjetas p
s SDRadar.  
cas operativas
do un algoritm
la resolución
, se ha escog
dad del algo

ece el concep
para distinguir
paciados, ya s

ulado al cons
ud de la distanc

fmax, y frecuen
[10]. 

da por: 

ancho de ban

modulada (FM
cia de transm
da continua. 
ue permite var
  

nerada por un
e genera una 
own-chirp cuan
alta a baja [11

se puede detec
acuerdo al t

estos radares

a SDR 
ricante 
s para 
pueden 

s de la 
mo en 

n de la 
gido la 
oritmo 

pto de 
r dos o 
sea en 

siderar 
cia, ed, 
ncia de 

(1) 

(2) 

nda se 

MCW) 
misión 

Estos 
riar su 

n radar 
señal 

ndo la 
]. 

ctar un 
tiempo 

(3) 

s son: 

simp
senc
tiem
frec
de l
refe
para
velo

B
de e
las v

C.
L

acue

don
la o
frec
vien

don
para
frec

E
dife
se o

D.
L

reta
obse
obje

(rV t

E.
C

frec
tal c
real
la se

mplifica el di
cillo de la señ

mpo la señal se
cuencia se rep
la distancia se 
erencia con la
a medir simu
ocidad y alta e
Bajo estos con
esta investigac
ventajas y cara

Señal Transm
La señal que t
erdo a la funci

(V

nde V0 es el va
onda sinusoida
cuencia que v
ne dada por: 

nde k represen
a variar su fr
cuencia inicial

El ancho de 
erencia B = f0
obtiene: 

Señal Recibid
La señal recibi
ardada un tiem
erva en la Fi
etivo. 

0) cos 2t V = ⋅ π⋅


Detección del
Cuando una s
cuencia causa u
como sucede 
liza una comp
eñal recibida, 

iseño del tra
ñal, sistema a
e presenta com
presenta como

obtiene al com
a señal recibid
ultáneamente 

exactitud de la
nceptos que se 
ción, se optó 
acterísticas me

mitida 
transmite un 
ión  

[0( ) cos 2t V= ⋅ ⋅

alor de amplitu
al y la función

varía linealmen

( )f t =

nta la constant
frecuencia, qu
, fi, y la frecue

f
k =

banda, B, d
– fi. Al reemp

k =

da 
ida es una señ
mpo tr debido 
ig. 2, lo cual 

( )2
2 r
k t t ⋅ − ⋅ +

l Objetivo 
señal de eco 
un retardo ∆t 
en la técnica 

paración entre 
esto se observ

ansmisor [12
a bajo coste, e
mo un chirp, e
o una rampa l
mparar la seña
da o señal ec

el rango de
a medición del

han adaptado
por usar este
encionadas. 

radar FMCW

2 ( )f t t⋅ π ⋅ ⋅ + φ

ud, φ0 es el de
n f (t) represe
nte en función

02
k t f⋅ +

te de la cual d
ue está dada 
encia final, f0, 

0

2
if f−

del sistema, s
plazar el anch

2
B=

ñal similar a la
al tiempo de
es important

( )0 2 rf t t − ⋅ + φ

es recibida, 
(i.e., desplaza
de pulsos rad
la señal trans

va en la Fig. 3

2], procesami
en el dominio

en el dominio 
ineal, la medi
al transmitida 
co [13], capac
el objetivo y
l alcance. 
o a las necesid
 tipo de radar

W se represent

]0 ,φ

esfase existent
enta el valor d
n del tiempo,

depende la fun
en función d
como sigue: 

se obtiene d
ho de banda en

a transmitida, 
 escucha com
e para detect

( )0 2 rt tφ ⋅μ − ⋅


esta variación
amiento de tiem
dar, por lo qu
mitida y el ec
. 

iento 
o del
de la 
ición 
o de

cidad 
y su 

dades 
r por 

ta de 

(4) 

te de 
de la 
, que 

(5) 

nción 
de la 

(6) 

de la 
n (6) 

(7) 

pero 
mo se 

ar el 

  (8) 

n de 
mpo) 
ue se 
co de 

MASKAY32



Fig

Fig

de

do
re
m
re
tie

am
de
di

di
fre
fre
fre
Do
ra
an
un
[1
eq

un
y 
fre

g. 2. Señal Recib

g. 3. Oscilascion

La distancia
eterminada me

onde c es la v
tardo de tiem

medida [Hz], R
flectado [m] y
empo. 
Si el cambio

mplio del esp
eterminado po
ferencia de fre
 Como solam
ferencia de fr
ecuencia), lo
ecuencia son 
ecuencia, esto
oppler. En el c

adial con respe
nálisis del efec
n desplazamie
3], este efec

quivalente a la
Al escoger c

nidad de tiemp
mediante la s

ecuencia (i.e., 

bida. 

nes de un Sistema

a R hacia e
ediante: 

2
c tR ⋅Δ=

velocidad de l
mpo [s], ∆f 

R es la distan
y df/dt es el ca

o en la frecue
pectro, entonc
or una simple
ecuencia ∆f es

mente se pued
recuencia (i.e.
os resultados 

iguales a lo
o en un escen
caso de un obj
ecto a la ante
cto Doppler co
ento de la frec
cto se observ
a imagen reflej
correctamente 
po, se puede d
selección de l
el flanco más

a FMCW. [13] 

l objeto refl

( )
,

2
c f
df dt
⋅ Δ=

⋅

a luz (i.e., 3×
es la diferen

ncia entre la 
ambio de frecu

ncia es lineal
es el rango d

e comparación
s proporcional
de medir el v
, no existen v

de un incr
os de un dec
nario estático, 
jeto reflectant
ena receptora,
orrespondiente
uencia portad

va en la seña
jada de la Fig.
la desviación

determinar la r
la duración de
s largo de la se

flectante pued

,

×108 [m/s]), ∆
ncia de frecu
antena y el 

uencia por unid

l sobre un int
del radar pue
n de frecuenc
l a la distancia
valor absoluto
valores negativ
remento line
cremento line
es decir sin 

te con una velo
 se debe reali
e en el cual oc

dora correspon
al diente de 
 3 

n de frecuenc
resolución del 
el incremento
eñal diente de 

de ser 

(9) 

∆t es el 
uencia 
objeto 
dad de 

tervalo 
de ser 

cia. La 
a R. 
 de la 
vos de 
eal de 
eal de 
efecto 
ocidad 
izar el 
currirá 

ndiente 
sierra 

cia por 
radar, 

o de la
sierra, 

líne
no a
pen
capa

L
reso
FM
las 
del 
Tran
pasa
perm
máx

Fig. 

A.
L

hard
mod
soft

E
Rad
imp
capa

Fig. 

U
hard
clim
con
de 
proc
de l

ea roja en la F
ambigua medi
diente del fl
acidades tecno

La detección 
olución, su re
CW, para ubi
dos señales (
tiempo (10), 
nsformada de 
ar del domini
mite represen
ximo según su

4. Radargrama p

Software Defi
La tecnología 
dware (e.g.,
duladores, fi
tware mediant
Estos sistemas 
dar), reduce
plementación 
acidades y apl

5. Radargrama p

Un sistema de
dware dedicad

ma, Radar de 
cepción de So
flexibilidad 

cesamiento de
las operacione

Fig. 3), se pued
ible. La máxim

flanco se pue
ológicas del ci
de un objetiv

esultado será 
icar el objetiv
(transmitida/re
para esto es n
Fourier Rápid

io del tiempo 
ntar al objetiv
u radargrama, e

( )fV t V=

para detectar obje

III. ANÁLISI

fined Radar (SD
de Sistemas

, generadore
iltros), media
te sistemas em
conocidos com

en considera
con una gra

licaciones, com

para detectar obje

e medición cl
do, y depende 

penetración t
oftware Defin
y adaptabili

e señal. En un 
es concernient

de calcular la 
ma variación 
eden variar 
ircuito implem
vo dependerá
en múltiplos 

vo, realiza la 
ecibida) FMC
necesario de l
da (FFT), la m
al dominio d

vo como un p
el cual se mue

( ) ( )rV t V t⋅   

etivo. 

IS USRP B210

SDRadar) 
s SDRadar r
es de seña
ante la imp

mbebidos o FPG
mo SDRadar (
ablemente l
an variedad 
mo se muestra

etivo. 

lásico de rada
de la aplicaci

terrena, entre 
ned Radar pro
dad para va
sistema de SD

tes al procesam

máxima dista
de frecuencia
al considerar

mentado. 
á del valor d
 de ∆R. El r
multiplicació

CW en el dom
a utilización d

misma que per
de la frecuenc
pico con el v
estra en la Fig.

0 

reduce el uso
al, mezclad
plementación 
GA. 
(Software Def
los costos 
de versatilida

a en la Fig. 5.

ar se compon
ión (e.g., Dop

otros). La n
ovee un alto g
arias técnicas
DRadar la may
miento de señ

ancia 
a y la 
r las 

de la 
radar 

ón de 
minio 
de la 
rmite 
cia, y 
valor 
. 4. 

(10) 

o de
ores, 

vía 

fined 
de 

ades, 

ne de 
ppler, 
nueva 
grado 
s de 
yoría 

ñal se 

MASKAY33



llevan a cabo vía software; esto permite la creación de un 
radar multi propósito cuyos diferentes algoritmos, para cada 
aplicación, toman lugar en el mismo dispositivo. Los 
algoritmos necesarios de procesamiento de datos están 
directamente conectados a un terminal de PC. 

La clave de SDRadar es la generación de la señal, la cual 
está relacionada al tipo de señal que será transmitida y después 
procesada. Existen varias técnicas que permiten la generación 
de una señal adecuada para SDRadar: la codificación a través 
de la modulación de un tren de pulsos binarios, modulación a 
través de señales ortogonales (OFDM), o Modulación de 
Frecuencia a Onda Continua (FMCW), entre otras. 

Cada una de estas técnicas utilizan diferentes modelos 
matemáticos; e.g., FMCW genera una señal sinusoidal cuya 
frecuencia cambia con respecto al tiempo transcurrido. Esto 
significa que la frecuencia se incrementa tanto como dura la 
señal. Este tipo de señal y su respectivo procesamiento en 
frecuencia puede ser muy útil para determinar distancias de 
objetivos, el movimiento de los mismos e incluso su 
velocidad. 

Con estas aplicaciones, es posible realizar ciertas 
variaciones en el desarrollo del software del radar y crear 
diversos sistemas, solamente mediante el cambio de la 
programación y procesamiento de datos, tal como el cálculo 
de la permitividad relativa de un substrato dieléctrico. 

B. Características USRP B210 
Las características de la tarjeta USRP B210 que han sido 

utilizadas para elaborar el algoritmo se detallan en la Tabla I. 

TABLA  I 
CARACTERÍSTICAS USRP B210 

Características Descripción 

Frecuencia de Operación 70 - 600 MHz 
Ancho de Banda 56 MHz 

Transmisión / Recepción 2 TX, 2 RX, Half duplex o full 
duplex 

Potencia > 10 dBm 
Conectividad USB 3.0 
Configuración Matlab. GNU Radio 

FPGA Xilins Spartan 6 XC6SLX150 
Velocidad Máxima 50 Mbps 

C. Conectividad 
La tarjeta para ser configurada por software necesita de una 

conexión por medio de un puerto USB 3.0, que corresponde a 
una velocidad de 3.2 Gbps equivalente a 56 MHz de ancho de 
banda máximo de la señal FMCW [14]. Sin tomar en cuenta 
que los sistemas radar usan el mismo puerto USB para 
transmisión y recepción lo cual divide su capacidad de 
transmisión. 

Cabe mencionar que las tarjetas B210 también pueden 
trabajar a través de un puerto USB 2.0, pero la velocidad (480 
Mbps equivalente a 8 MHz de ancho de banda máximo de la 
señal FMCW) es menor en comparación al puerto USB 3.0, 
por lo que es recomendable usar el puerto USB 3.0 para 
aplicaciones SDRadar. 

D. Transmisión / Recepción 
Una de las principales características de la tarjeta USRP 

B210 es que cuentan con 2 puertos de transmisión (TX) y 2 
puertos de recepción (RX), para una comunicación half-
dúplex o full-dúplex. Uno de los inconvenientes de usar la 
B210 como transceptor es el uso de recursos computacionales. 

E. Configuración (software) 
USRP B210 presenta dos opciones de configuración de 

software, por medio de MATLAB® y GNU RADIO. 
Para la configuración del software mediante MATLAB® 

existen paquetes desarrollados por ETTUS que hacen posible 
la comunicación MATLAB-USRP B210, pero una desventaja 
que presenta esta comunicación es que MATLAB® al ser un 
potente software ocupa recursos computacionales [15], lo cual 
incrementa los recursos necesarios ya que la USRP B210 en si 
necesita de la conectividad USB 3.0 que representa más carga 
computacional al sistema. 

Para reducir la carga computacional que provoca un sistema 
SDRadar, GNU RADIO es una alternativa a este problema ya 
que al ser un conjunto de herramientas de desarrollo de 
software libre y de código abierto que proporciona bloques de 
procesamiento de señales para implementar radios de software 
[16], reduce notablemente el uso de recursos computacionales. 
Aunque existen distribuciones de GNU RADIO para sistemas 
operativos como Linux, Windows o MAC, es recomendable 
usar LINUX ya que por características este Sistema Operativo 
es más robusto, rentable y rápido [17]. 

F. Velocidad Máxima de Transferencia de datos 
Ya en otras investigaciones se ha analizado sobre como la 

velocidad máxima de transferencia de datos influye en el 
ancho de banda para sistemas SDRadar [18], [19], en este caso 
para USRP B210 se tiene una velocidad de transferencia de 
50 Mbps, sin embargo, debido a que la USRP utiliza muestras 
complejas I/Q, el ancho de banda B con el cual se puede 
trabajar es de 25 MHz. Al reemplazar el valor de ancho de 
banda en (2) se obtiene ∆R = 6 m. 

El valor de ∆R es la capacidad que tiene el radar para 
distinguir un blanco en múltiplos de 6 m. La Tabla II detalla 
cómo se puede distinguir un blanco de acuerdo a la resolución. 

TABLA  II 
RESOLUCIÓN USRP B210 

Distancia del blanco  
(m) 

Distancia dada por el software 
(m) 

0 < d ≤ 6 6 
6 < d ≤ 12 12 
12 < d ≤ 18 18 

G. Potencia de Salida 
Es importante que los sistemas de comunicaciones como los 

sistemas SDRadar cuenten con una potencia de salida 
adaptable a los diferentes escenarios, utiliza una menor 
potencia cuando se requiere cubrir una distancia corta y una 
mayor potencia para distancias mayores. A pesar de que la 
tarjeta USRP B210 en su hoja técnica [20] menciona que 
puede irradiar una potencia > 10dBm, estudios han 
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Abstract— The standard positioning service (SPS), or 
undifferentiated measurements contains errors in its 
measurements affecting the final positioning solution of the 
receiver. The application of GPS differentiation techniques in 
simple (SD) and double (DD) configuration allow to eliminate 
errors that affect the GPS signal during to propagation path, 
among the most critical, are errors produced by the atmosphere 
and troposphere. Between the reference receiver and the mobile 
GPS receiver (rover) exist errors correlated in time and space 
according to the distance between them, the elimination of 
common errors increases the accuracy of the final solution. The 
application called DGPS-Lab is designed to execute the process of 
differentiation in both configurations and verify the results by 
minimizing the errors in the positioning through the 
implemented DGPS algorithm.

Index Terms— GPS, DGPS, Raw Data, single difference, 
double differences.

Resumen— El servicio de posicionamiento estándar (SPS), o 
medidas sin diferenciar, contiene errores en sus medidas que 
perturban en la solución final de posicionamiento del receptor. A 
través de la aplicación de técnicas de diferenciación de GPS en 
configuración simple (SD) y doble (DD) es posible la eliminación 
de errores que afectan a la señal de GPS en el trayecto de 
propagación, se considera los más críticos a los errores 
producidos por la atmósfera y tropósfera.  Entre el receptor de 
referencia y el dispositivo receptor GPS móvil (rover) existen 
errores correlacionados en tiempo y espacio de acuerdo a la 
distancia que exista entre éstos.  La eliminación de errores 
correlacionados incrementa la precisión en la solución final. Se 
diseña la aplicación denominada DGPS-Lab creada para ejecutar 
el proceso de diferenciación en ambas configuraciones y verificar 
los resultados al minimizar los errores en el posicionamiento a 
través del algoritmo de DGPS implementado.

Palabras Claves— GPS, DGPS, Datos Brutos, diferencial 
simple, diferencial doble.
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I. INTRODUCCIÓN

iferencial de GPS (DGPS) es la técnica que 
incrementa drásticamente la precisión e integridad de la 
posición en un receptor [1].  El principio de 

funcionamiento consiste en utilizar un receptor de referencia 
de coordenadas conocidas y de un receptor de usuario (rover) 
para que a través de la diferenciación de sus medidas se 
elimine errores correlacionados en espacio y tiempo [2], con 
excepción a los errores de multipath por ser errores locales y 
exclusivos de cada receptor. Se considera errores 
correlacionados entre receptores si la distancia entre ellos 
alcanza a los cientos o miles de kilómetros, así los errores 
provocados debido a la ionósfera, tropósfera y errores debido 
al reloj del satélite son mitigados con la utilización de la 
diferenciación simple (SD), de la misma manera la 
diferenciación doble (DD) reduce errores producidos debido al 
reloj del receptor [2]. Con el fin de disminuir estos errores, 
existen varias técnicas de corrección que incluye la 
transmisión de las correcciones en tiempo real y por 
postproceso. El alcance de este documento se enmarca en el 
desarrollo del algoritmo que permita ejecutar el diferencial de 
GPS mediante el uso de las medidas de código de un receptor 
GPS de bajo costo al considerar la diferenciación en 
configuración simple y doble.

Fig. 1. Configuración simple y doble entre satélites y receptores: La 
eliminación de errores comunes es posible debido a la diferenciación de las 
medidas entre satélites en vista y receptores.

II. DGPS CONCEPTO Y ALGORITMO
La técnica de DGPS consiste en la diferenciación de las 

medidas de código o fase de GPS entre un receptor de 
referencia y un rover para eliminar errores comunes al 
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considerar la distancia que existe entre ellos, con el fin de 
mejorar la precisión del posicionamiento final.

A. Estación de Referencia
La ciudad de Riobamba cuenta con dos estaciones de 

referencia, denominadas EREC y RIOP, las mismas que 
forman parte de la red de Monitoreo Continuo del Ecuador 
(REGME) [3]. La estación EREC, de propiedad de la Empresa 
Eléctrica Riobamba S.A., es un receptor GNSS (Global 
Navigation Satellite System) Trimble Net R9 con capacidad 
multiconstelación, alta versatilidad, diseñado para proveer alto 
rendimiento como un simple receptor. También es utilizado 
para la descarga de datos brutos usados para la ejecución de 
las correcciones de posicionamiento de un receptor GPS por el 
método de postproceso [4].

Fig. 2. Estación de referencia EREC: Receptor de GPS marca Trimble 
NetR9. Acceso desde el sitio web administrado por la Empresa Eléctrica S.A.

B. Receptor GPS móvil (rover)
El receptor de GPS de bajo costo U-blox neo 6M V2 forma 

parte de la familia dispositivos de posicionamiento de 
precisión estándar [5]. El diseño compacto, la fácil 
manipulación, y tamaño representa una opción viable de 
adquisición al ofrecer precisión de 2.5 m y Time-To-First-Fix 
(TTFF) de menos de 1 s. Sin embargo, existen algunas 
limitaciones respecto a la obtención de los datos brutos, el 
protocolo de transmisión por defecto para el rover es 
NMEA0183 [6] que es incompatible con el formato de 
estandarizado de almacenamiento Receiver INdependent 
Exchange (RINEX) de la estación de referencia, es por eso 
necesario utilizar herramientas de conversión entre formatos.
RTKLIB es el software de posicionamiento estándar y preciso 
que entre las funciones principales tiene la de convertir 
archivos en diversos formatos estándares de navegación.

C. Ecuaciones de Navegación
La posición estimada del receptor es el baricentro del 

volumen de la intersección de esferas que tienen un radio igual 
al pseudorango. Por definición [2], el pseudorango es el 
tiempo que demora la señal durante la propagación entre el 

t multiplicada por la velocidad de la luz.

R c t (1)

El pseudorango no coincide con la distancia de geometría 
debido a algunos errores que incluyen la sincronización entre 

los relojes del receptor y satélite, a los efectos de propagación 
de la señal que incluye a factores ionosférico, entre otros. Con 
el fin de determinar la posición del receptor r = (xr, yr, zr) y t
desde el pseudorango, al menos 4 satélites en vista son 
necesarios, así, el pseudorango del satélite i se define [7]:

( )i i i i i
u iono tropoR c t t M K (2)

donde es el rango geométrico entre el satélite y el receptor;
tu y ti son el desfase entre el reloj en el receptor y en el 

satélite, respectivamente; i
iono es el retardo ionosférico; i

tropo

es el retardo troposférico; M es el error debido al multipath; K
es el retardo instrumental del satélite y del receptor; y i es una 
variable que representa otros errores locales del receptor.

El pseudorango puede ser reescrito al despreciar los 
términos de multipath y ruidos locales tanto en el receptor 
como en el satélite.

( )i i i
rR D c t (3)

donde i es el rango geométrico entre el receptor y el satélite, 
Di es la distancia que contiene los aportes del error debido a la 
ionósfera, tropósfera y de errores locales del receptor y c tr es 
la variable  que contiene los errores derivados al reloj del 
satélite y del receptor.

El  rango geométrico i contiene  las 4  coordenadas 
desconocidas del receptor. Por lo que para determinar la 
posición, es necesario formar un sistema de ecuaciones 
uniforme con al menos 4 ecuaciones para resolver las 
incógnitas de posición x, y, z y t.

Para i = 1, 2, 3, …, n (n satélites la solución de 
navegación se define [7]:

1 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

r r r r

r r r r

i i i i
r r r r

x x y y z z c t

x x y y z z c t

x x y y z z c t

(4)

donde xr, yr, zr son las coordenadas del receptor desconocidas, 
y x, y, z son las coordenadas cartesianas del i-ésimo satélite 
calculadas en base a sus efemérides.

El sistema de ecuaciones (4) no es lineal, por lo que su 
solución no es inmediata. Normalmente se cuenta con una 
posición aproximada del receptor y se procede a linealizar las 
ecuaciones en torno a una posición aproximada ro = (xo, yo, zo), 
de la siguiente forme:

i i i
i i o o o

o i i i
o o o

x x y y z z
dx dy dz (5)

con dx = xr – xo; dy = yr – y0 y dz = zr - zo.
Al sustituir (5) en (3), se obtiene:

( )
i i i

i i i o o o
o ri i i

o o o

x x y y z z
R D dx dy dz c t (6)

Al considerar las ecuaciones para i satélites, en notación 
matricial está dada por:

MASKAY42



1 1 1

0 0 0

1 1 11 1 1
1

( )1

o o oo

n i i n n n
o o o o

rn n n

o o o

x x y y z z
dx

R D
dy

dz
R D x x y y z z

c t

(7)

que en su forma compacta se representa como:

y Gx , (8)

donde y es un vector que contiene la diferencia de medida 
entre los pseudorangos observados y estimados, G es una
matriz que contiene la geometría que existe entre el receptor y 
el satélite y x es un vector que contiene la desviación entre las 
coordenadas verdaderas y las coordenadas estimadas, además 
del offset del reloj del receptor.

La solución del sistema provee las coordenadas 
desconocidas estimadas del receptor:

r o

r o

r o

x x dx
y y dy
z z dz

(9)

La ecuación (8) no incluye las medidas de ruido, si se toma 
en cuenta, el modelo linear:

y = Gx (10)

Debido al término de error el sistema no provee una 
solución exacta. En este caso la solución está dada por un 
vector de estimación x̂ el cuál minimiza el error:

ˆy Gx (11)

Least Square (LS) método de estimación para calcular la 
solución de sistemas sobre determinados. Es un criterio común 
utilizado en GNSS que minimiza la suma de los cuadrados de 
los residuos:

2
2

1

ˆ ˆmin min ( )
n

i i
i

y yy - y (12)

donde:

ˆ ˆy Gx (13)

La diferencia entre las medidas y y el modelo estimado ŷ
es llamado vector residual.

ˆ ˆr y y y Gx (14)

La solución de mínimos cuadrados ordinaria viene dada 
por:

1
ˆ T Tx = G G G y (15)

D. Técnica de DGPS
La precisión que se alcanza en la estimación de la posición 

del receptor puede verse mejorada cuando se utilizan técnicas 
diferenciales, puesto que pueden eliminarse muchas de las 
fuentes de error. Para que sean aplicables estas técnicas es 

necesario contar con un receptor fijo, del que se conoce con 
precisión su posición. El rover y el receptor de referencia 
toman medidas que se ven afectadas por los mismos tipos de 
errores. La técnica de diferenciación aprovecha los errores 
comunes de ambos receptores para cancelarlos. A 
continuación, se describe cómo se estima la posición del 
receptor móvil (rover) con las técnicas diferenciales, mediante 
el uso de las medidas de pseudorango [7].

Fig. 3. Concepto de Diferencial de GPS: Estación de referencia y el rover 
separadas entre sí y con visibilidad de los mismos satélites en las mismas 
épocas.

La medida de pseudorango i
AR expresada en unidades de 

longitud, que toma el receptor fijo A, en un periodo de tiempo 
denominado época, correspondiente al satélite i:

( ) ( )i i i i i i
A A A A iono tropoR c t c t w (16)

donde i
A es la distancia geométrica entre el receptor y el 

satélite; tA y ti son las derivas de los relojes del receptor A; 
i
Aw es una variable que contiene los errores debido al ruido 

del receptor A y al efecto multipath; i
iono y i

tropo son los
errores producidos por la ionosfera y la troposfera, 
respectivamente

El pseudorango del rover B:

( ) ( )i i i i i i
B B B B iono tropoR c t c t w (17)

Si la distancia entre la estación de referencia y el rover se 
considera corta, los errores causados por la ionósfera y 
tropósfera son comunes o están correlacionados 
espacialmente. La sustracción de las medidas de los 
pseudorangos (16) y (17) permite la cancelación de dichos 
errores y se obtiene lo que se conoce como la diferenciación 
simple (SD).

( )i i i
AB AB AB ABR c t w (18)

Se ha cancelado la deriva del reloj del satélite. Al repetir el
proceso para un satélite j se obtiene:

( )j j j
AB AB AB ABR c t w (19)

La ecuación (19) relaciona las medidas de dos receptores y 
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dos satélites. A esto se denomina diferenciación doble (DD).
ij i j
AB AB AB
ij ij ij
AB AB AB

R R R

R w
(20)

A través de esta configuración se elimina errores generados 
por los relojes de los satélites y receptores.

Se detalla el diagrama de flujo en la Fig. 4 del algoritmo 
desarrollado para la ejecución de DGPS en configuraciones 
simple y doble.

E. Error cuadrático medio
El Mean Square Error (MSE) [9] se utiliza para evaluar el 

rendimiento de un algoritmo de posicionamiento. Al 
considerar que se estima una posición en n veces, de modo 
que se tiene una población de coordenadas calculadas, (x1, 
y1),…, (xn, yn). La media de las coordenadas calculadas es:

0

0

1

1

n

k
k

n

k
k

x x
n

y y
n

(21)

donde x y y son las coordenadas estimadas de la posición.
La ecuación de error cuadrático medio de la posición 

estimada está definida por:
2 2( ) ( )MSE x x y y (22)

El resultado de la ecuación anterior es una expresión 
cuadrada de error, para una mejor interpretación del error el 
Root Mean Square Error (RMSE) [9] representa la desviación 
estándar de la muestra de las diferencias entre los valores 
estimados y los valores observados. Estas diferencias 
individuales se llaman residuos de los cálculos ejecutados 
sobre la muestra de datos utilizados para la estimación y, se 
llaman errores de predicción cuando se calcula fuera de la 
muestra. El RMSE sirve para agregar las magnitudes de los 
errores en las predicciones varias veces en una sola medida de 
poder predictivo. RMSE es una medida de precisión. Para 
comparar los errores de predicción de los diferentes modelos 
para un determinado dato y no entre conjuntos de datos, ya 
que depende de la escala [13].

2 2( ) ( )RMSE x x y y (23)

III. METODOLOGÍA

El procedimiento a seguir para el desarrollo del algoritmo 
de DGPS consta de etapas descritas en la Fig.5

A. Obtención de datos brutos
Se configura el receptor móvil mediante el software 

U-center [5] para la extracción de datos brutos, para ello es 
necesario instalar el parche en la memoria volátil para la 
activación de la lectura de datos brutos a través de los 
mensajes UBX "RXM-RAW" y "RXM-SFRB" propios del 
dispositivo ublox. Ver Fig. 7. 

Fig. 4. Diagrama flujo del algoritmo DGPS

Fig. 5. Diagrama de bloques del algoritmo de DGPS: Extracción de 
información de las medidas pseudorango de los archivos de navegación y 
observación de los receptores para la diferenciación en configuración simple y 
doble.

Fig. 6. Señal de GPS en datos brutos: Proceso de recepción de señal de GPS 
en el rover u-blox NEO 6M, se prescinde de la utilización del procesador 
propio debido al procesamiento hecho por la computadora.
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Fig. 7. Comando de activación de datos brutos: La secuencia de código 
activa la lectura y extracción de los datos brutos en el receptor.

Una vez parchado el receptor móvil, es necesario configurar 
el puerto de comunicación para la lectura y almacenamiento 
de los datos brutos a través de RTKNAVI que a través de la 
interfaz gráfica se visualiza los datos recibidos en términos de 
latitud, longitud, intensidad de señal y tipo de 
posicionamiento.

Fig. 8. GPS Estatus: La aplicación RTKNAVI se muestra la intensidad de las 
señales de los satélites en vista para el posicionamiento al igual que la latitud, 
longitud y tipo de posicionamiento

El procesamiento de la información de navegación es 
extraído de los datos brutos obtenidos de los receptores GPS, 
se trabaja bajo el formato estándar RINEX. Los dispositivos 
u-blox neo 6M [5] no son capaces de almacenar los datos 
brutos y presentarlos en este formato, como se mencionó en la 
Sección II.B. La conversión entre formatos se realiza a través 
de RTKCONV que al igual que RTKNAVI son 
subaplicaciones de RTKlib.

B. Escenario y Análisis
La correlación de los errores depende de la distancia que 

exista entre receptores, en la recolección de datos se considera 
escenarios lejanos y cercanos respecto al receptor de 
referencia y afectados por factores de densidad de vegetación 
y edificios.

Fig. 9. Sectores urbanos de la ciudad Riobamba: Se considera cuatro sectores 
a distancias deferentes respecto a la estación de referencia.

TABLA I
PUNTOS DE OBSERVACIÓN RESPECTO A LA ESTACIÓN DE

REFERENCIA

Lugar Distancia [km] Tiempo de
Observación [min]

Isabel de Godín 0,94 136
ECU911 2,92 43
ESPOCH 3,44 65
Yaruquíes 3,72 204

IV. RESULTADOS

Al aplicar el algoritmo de DGPS en post-proceso en los 
diferentes puntos de recolección de datos, se valora la 
precisión que alcanza en comparación al posicionamiento 
estándar [1].

Los resultados obtenidos al aplicar el diferencial GPS en 
configuración simple y doble de los puntos de observación 
elegidos dentro de la ciudad de Riobamba en el sistema de 
coordenadas Norte y Este (NE) que permite la visualización de 
latitud y longitud de los puntos escenarios propuestos de los 
cuales se presenta dos de ellos en diferentes condiciones. Ver 
Tabla I.

A. Punto de Observación: ESPOCH
Se tomaron los datos en el sector de la ESPOCH, en el 

parque del estudiante y a una distancia de 3.44 km desde el 
receptor de referencia (EREC), mediante el método de 
posicionamiento estático y el diferencial en configuración
simple y doble.
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Fig. 10. Diferencial simple - ESPOCH: Comparación entre las medidas de 
posicionamiento autónomo y diferenciación simple.

Fig. 11. Diferencial doble - ESPOCH: Comparación del error entre
diferencial simple y doble.

TABLA II
ERROR DE POSICIÓN – ESPOCH

Autónomo Diferencial 
Simple

Diferencial 
Doble

RMSE 3.3869 1.0317 1.0163
Desviación 
Estándar 2.9905 0.9770 0.9614

Máximo 32.7412 13.1476 12.1553
Mínimo 0.0193 0.0102 0.0166
Rango 32.7219 13.1374 12.1388
Épocas 3280 3280 3280

Las épocas totales en este punto fueron de 3900 que 
representa la dispersión total durante 65 min. El 
posicionamiento autónomo muestra un error 3.3869 m, al 
aplicar el algoritmo DGPS en diferencial simple el 
posicionamiento se alcanza a 1.0317 m lo que produce una 
reducción a través de esta técnica 2.3552 m que favorece a la 
reducción del 69.54% a través de la eliminación de errores 
comunes. En configuración doble la reducción del error 
alcanza a 2.3706 m que equivale al 69.99% con respecto a la 
media. El aporte de DD sobre SD es de 0.0154 m lo que 
evidencia que en el diferencial doble la reducción de los 
errores debidos a los relojes del satélite y del receptor son 
pequeños al contrario del diferencial simple que se reduce más 
de la mitad el error. Ver Tabla II.

Fig. 12. Solución de posicionamiento final: Comparación de medidas sin 
corrección y con diferenciación simple y doble – ESPOCH

Fig. 13. Error medio estimado en modos autónomo y diferencial – ESPOCH

B. Punto de observación: Yaruquíes
Yaruquíes es una parroquia urbana ubicada en las calles vía 

a Cacha y 12 de Julio alejada de 3.72 km desde la estación de 
referencia (EREC). Los datos son medidos al utilizar el 
método de posicionamiento estático y el diferencial en 
configuración simple y doble.

Fig. 14. Diferencial simple - Yaruquíes: Comparación entre las medidas de 
posicionamiento autónomo y diferenciación simple.
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Fig. 15. Diferencial doble - Yaruquíes: Resultado de la reducción de la doble 
diferencia respecto a la simple

TABLA III
ERROR DE POSICIÓN - YARUQUÍES

Autónomo Diferencial 
Simple

Diferencial 
Doble

RMSE 4.2473 3.8574 3.7421
Desviación 
Estándar 2.6839 2.9450 2.8723

Máximo 21.2546 18.7092 18.1696
Mínimo 0.0512 0.1037 0.0581
Rango 21.2034 18.6055 18.1115
Épocas 6098 6098 6098

Fig. 16. Medidas Autónomo, Simple y Doble – Yaruquíes

Fig. 17. Error medio estimado en modo autónomo y diferencial - Yaruquíes

Las 12240 épocas medidas durante 204 min permite evaluar 
la precisión alcanzada por el modo de posicionamiento 
autónomo de valor 4.2473 m, al aplicar el algoritmo DGPS la 
corrección de error en el diferencial simple es de 0.3899 m lo

que mejora su precisión en 9.18%. El diferencial doble 
muestra una reducción de error de 0.5052 m que reduce el 
error en un 11.89% con respecto a la media. Debido al 
ambiente de vegetación densa se produce errores de multipath 
los cuales no están correlacionados y son difíciles de eliminar. 
Ver Sección I.

C. DGPS-LAB
DGPS-LAB es el software de postprocesamiento para la 

eliminación de errores en las medidas del receptor GPS, es 
creado para ser utilizado como herramienta de postproceso 
para la corrección de errores y soporta las configuraciones de 
diferencial simple y doble basado en las medidas de 
pseudorango. Posee una interfaz gráfica que permite cargar los 
archivos RINEX de la estación de referencia y del rover para 
su posterior procesamiento y visualización de resultados. Su 
utilización está limitada para fines educativos y de 
verificación de las técnicas en las diferentes configuraciones, 
no se recomienda su utilización para aplicaciones críticas. El 
algoritmo soporta la versión RINEX 2.11.

Fig. 18. Interfaz gráfica de DGPS-LAB 

V. CONCLUSIONES

Los receptores de bajo costo debido a factores como su 
arquitectura, capacidad de procesamiento y tecnología, brinda 
baja precisión por lo que no son ideales para aplicaciones 
específicas de georreferenciación. Con la implementación del 
diferencial de GPS en configuración simple y doble se 
determinó que la reducción del error respecto al 
posicionamiento estándar es mayor esto se debe a que existe 
errores correlacionados entre el receptor de referencia y el 
usuario y permite la eliminación de errores de gran magnitud 
producidos principalmente por la atmósfera y tropósfera.  
DGPS-LAB es una aplicación que permite cargar archivos 
RINEX versión 2.11 de cualquier receptor de GPS y 
postprocesarlo para su posterior análisis de errores. En los 
receptores de bajo costo se debe considerar cambiar la 
frecuencia de recepción de datos por defecto a 1 Hz para de 
esta manera forzar al dispositivo a adquirir los datos cada 
segundo e igualarlo a la misma frecuencia de adquisición de 
datos del receptor de referencia con la finalidad de evitar 
procesamiento innecesario y la saturación del programa. En 
este trabajo se determinó que existe un desfase en el intervalo 
de registro de datos que presentó el dispositivo U-blox NEO 
6M fue de 0.9 s registrado en el fichero RINEX. Los 
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escenarios propuestos fueron considerados debido a sus 
condiciones de observación y toma de datos basados en los 
resultados, (Ver Subsecciones IV-C y IV-B), se determina que 
la señal de GPS en mejor calidad para su recepción se 
recomienda se realice en días despejados, zonas de poca 
densidad de vegetación y edificios para valorar el impacto de 
todos los factores externos y de su influencia sobre la
precisión en el posicionamiento de un rover.

DGPS-LAB está diseñado para fines educativos y de 
verificación de las técnicas en las diferentes configuraciones 
basadas en las medidas de pseudorango, en orden de alcanzar 
mayor precisión se optaría   por la diferenciación por fase y
doble frecuencia y tomar como referencia el proceso descrito. 
Verificar la versión del archivo de lectura ya que está limitado
a la versión 2.11.
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