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EDITOR GENERAL

Diego Arcos Avilés

CONSEJO EDITORIAL

Enrique V. Carrera (ESPE)
Carlos Julio Tierra (UFRJ)
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INFORMACIÓN DE CONTACTO

Revista MASKAY
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Presentación

El Departamento de Eléctrica y Electrónica de la Universidad de las Fuerzas Arma-
das ESPE, consciente de su gran responsabilidad con la sociedad, busca proponer
e impulsar iniciativas tendientes a fomentar el desarrollo integral de la ingenieŕıa
eléctrica y electrónica en el Ecuador. Como resultado de este compromiso, nace en
el año 2011 la revista Maskay. Esta revista sintetiza de una forma documentada los
esfuerzos en investigación y desarrollo que desarrollan los docentes/investigadores
y estudiantes de la región.

En la actualidad, la revista MASKAY se encuentra indexada en diversas bases de
datos: SciELO-Ecuador, Latindex, LatAm-Studies Estudios Latinoamerica-
nos, RootIndexing, MIAR (Matriz de Información para el análisis de Revistas),
DOAJ (Directory of Open Access Journals), DRJI Directory of Research Journals
Indexing) y REDIB (Red Iberoamericana de Innovación y Conocimiento Cient́ıfi-
co), con el objetivo de difundir a nivel internacional las publicaciones realizadas en
esta revista. Además, para que exista una mejor divulgación de sus contenidos, la
revista MASKAY cuenta con número DOI (Digital Object Identifier) leǵıtima-
mente registrado y validado por Crossref, lo que permite una fácil localización de
sus contenidos en la web.

En este primer número de la novena edición, la revista MASKAY pone a consi-
deración de la comunidad cient́ıfica tres trabajos de investigación realizados por
investigadores de centros de educación superior de Latinoamérica y Asia

Diego Arcos Avilés

Editor General
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Red de alimentación en tecnoloǵıa SIW para redes de antenas en banda
milimétrica
DOI: 10.24133/maskay.v9i1.1062
Fabricio Santacruz, Fausto Cabrera, Jefferson Ribadeneira, Diego Veloz . . . . . . . . . 9

Modelamiento y simulación de un quadrotor mediante la integración de
Simulink y SolidWorks
DOI: 10.24133/maskay.v9i1.1043
Fabio Alfonso Gonzalez, M. E. Afanador Cristancho, E. F. Niño López . . . . . . . . 15
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Abstract—In practical engineering systems, unknown actuator, 
sensor or system component faults frequently occur, which 
results from component and interconnection failures, degrade 
control performance, system stability, and profitability, and even 
arise hazardous situation. To avoid abnormal activity like faults 
and maintain system control performance subject to faults 
occurring into the system, the Fault-tolerant Control (FTC) is a 
realistic approach to address the unwanted situation. The two-
tank conical system is widely used in chemical and food process 
industries because of its greater advantages. The non-interacting 
configuration of the two-tank conical system is highly nonlinear 
due to its shape and varying area of the tank thought the height 
of the tank, as a consequence level control of this system is 
extremely difficult. The paper attributes to design a Passive 
Fault-tolerant Control Strategy (PFTCS) for a Two-tank conical 
Non Interacting Level Control System (TTCNILCS) subject to 
the major system (leak), sensor, and actuator faults with external 
process disturbances. PFTC will increase system control 
performance and system stability acceptable level in the presence 
of sensor, system, and actuator faults. The simulation results 
demonstrate the proposed PFTC strategy has definite fault 
tolerant ability against the system and actuator faults also it has 
good disturbance rejection capability. To verify the efficacy of 
the proposed PFTC strategy Mean Square Error (MSE) and 
Root Mean Square Error (RMSE) Integral Absolute Error (IAE) 
indices are used. 

Index Terms—Actuator fault, process disturbance, 
non-interacting system, nonlinear, neural network, passive 
fault-tolerant control, sensor fault, system fault 

Resumen—En los sistemas de ingeniería práctica, con 
frecuencia ocurren fallas desconocidas en el actuador, sensor o 
componente del sistema, que resultan de fallas de componentes e 
interconexión, degradan el rendimiento del control, la estabilidad 
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del sistema y la rentabilidad, e incluso surgen situaciones 
peligrosas. Para evitar actividades anormales como fallas y 
mantener el rendimiento del control del sistema sujeto a fallas 
que ocurren en el sistema, el Control tolerante a fallas (FTC) es 
un enfoque realista para abordar la situación no deseada. El 
sistema de dos tanques cónicos se usa ampliamente en las 
industrias químicas y de procesos alimentarios debido a sus 
mayores ventajas. La configuración no interactiva del sistema de 
dos tanques cónicos es altamente no lineal debido a su forma y al 
área variable del tanque a través de la altura del tanque, por lo 
que el control de nivel de este sistema es extremadamente difícil. 
Este trabajo se lo realiza para diseñar una estrategia de control 
tolerante a fallas pasivas (PFTCS) para un sistema de control de 
nivel sin interacción de dos tanques cónicos (TTCNILCS) sujeto 
al sistema principal (fugas), fallas del actuador con 
perturbaciones externas del proceso. PFTC aumentará el 
rendimiento del control del sistema y la estabilidad del sistema en 
un nivel aceptable en presencia de fallas del sistema y del 
actuador. Los resultados de la simulación demuestran que la 
estrategia PFTC propuesta tiene una capacidad de tolerancia a 
fallas definida contra las fallas del sistema y del actuador, y 
también tiene una buena capacidad de rechazo de 
perturbaciones. Para verificar la eficacia de la estrategia de 
PFTC propuesta, se utilizan los índices de Error absoluto 
cuadrático medio (MSE) y Error cuadrático medio (RMSE). 

Palabras Claves—Fallo del actuador, perturbación del proceso, 
sistema no lineal, red neuronal, control pasivo tolerante a fallos. 

I. INTRODUCTION 
OR any feedback control systems, actuator/sensor and 
system faults may degrade control performance or even 

destroy the stability of the overall systems [1]. It is, therefore, 
significant to enhance the system reliability not only by 
improving reliability of individual components but by 
designing state-of-the-art control strategy to compensate the 
effects of faults to the overall system as well. Thus, the 
development of the Fault-tolerant Control (FTC) has received 
considerable attention during the last two decades [2]-[4]. 
Recent attention has turned to methods of handling 
nonlinearity in FTC considering specific system structure [5], 
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Abstract—The research proposes to design a power supply 
network in SIW technology (Substrate Integrated Waveguide) 
for antenna arrays in millimeter bands. This network uses as 
base a T-type power splitter with SIW technology. The network 
is useful for networks of antennas with 5G technology. This 
T-type power splitter has as its main characteristic the symmetry 
in its output ports, that is, the wavelengths of the two output 
branches remain the same with reference to the input port. The 
division of voltage is achieved through a central partition in the 
T-type power splitter. Based on the results the benefits of the 
power supply network are validated, with SIW technology get the 
same behavior in the electric field distribution as in a normal 
waveguide. Perhaps, the power supply network reduces the 
weight and losses in the conductor that are presented in the 
traditional waveguides. 

Index Terms—SIW, Waveguide, Power splitter, Power supply 
network. 

Resumen—La investigación propone diseñar una red de 
alimentación en tecnología SIW (Subtrate Integrated Waveguide) 
para redes de antenas que trabajan en la banda milimétrica. Ésta 
red usa como base un divisor de potencia tipo T con tecnología 
SIW. La red es útil para redes de antenas con tecnología 5G. El 
divisor tipo T tiene como característica principal la simetría en 
sus puertos de salida, es decir las longitudes de onda de las dos 
ramas de salida se mantienen iguales con referencia al puerto de 
entrada. La división de voltaje se logra compensar mediante un 
tabique central en el divisor tipo T. En base a los resultados las 
prestaciones de la red de alimentación son validadas, con 
tecnología SIW se obtiene el mismo comportamiento en la 
distribución de campo eléctrico de una guía de onda normal.  
Además, la red de alimentación reduce el peso y pérdidas en el 
conductor que se presentan en las guías de onda tradicionales. 

Palabras Claves— SIW, Guía de onda, Divisor de potencia, red 
de alimentación. 

I. INTRODUCCIÓN 
LREDEDOR del año 2010 se implementó la tecnología        
4G, con el pasar de los años 4G se ha establecido en 

donde no se han realizado ningún cambio importante en lo que 

F. Santacruz, F. Cabrera, J. Ribadeneira, D. Veloz. Escuela Superior 
Politécnica de Chimborazo, Facultad de Informática y Electrónica, Escuela de 
Ingeniería Electrónica en Telecomunicaciones y Redes, Panamericana Sur Km 
1 ½, Riobamba - Ecuador (fabricio.santacruz@espoch.edu.ec, 
fausto.cabrera@espoch.edu.ec, jefferson.ribadeneira@espoch.edu.ec, 
diego.veloz@espoch.edu.ec). 

tiene que ver con la estructura de la red, mientras que las 
comunicaciones está en constante expansión, además que la 
tecnología 4G no logra cumplir con los requisitos actuales, 
tales como la congestión espectral y la reducción del consumo 
de energía. Es por esto que el mundo se centra en el 5G. 
Tecnología que todavía está en proceso de estandarización, 
con un primer despliegue tentativo en el año 2020 [1], [2]. 

Los sistemas y antenas basados en ondas milimétricas han 
tenido una gran demanda en la última década, ya que se ha 
demostrado que cumple con una mayor tasa de datos y 
transferencia de información en la industria de banda móvil y 
celular. Teóricamente, se ha confirmado que las bandas 
milimétricas tienen buenas características eléctricas para la 
comunicación celular móvil 5G. Se utilizan antenas de bocina 
estándar para imitar una estación base con el fin de verificar la 
viabilidad de estos canales. Sin embargo, convencionalmente, 
la antena de estación base comercial (BSA) utiliza tecnología 
de microstrip debido a su bajo perfil y otras ventajas como 
costo y peso [3]. No obstante, las antenas de microstrip tienen 
dos inconvenientes inherentes, uno es el ancho de banda 
estrecho de entre el 2% al 5% y un mal rendimiento del 
escaneo debido a las bajas SLL (Supress Lateral Lobul). 
También a frecuencias muy altas, tienen una eficiencia muy 
baja debido a que la permitividad eléctrica del material y la 
tangente de perdidas aumentan en función de la frecuencia, así 
como las condiciones de frontera varían de acuerdo con el 
material conductor y su geometría [4]. Sin embargo, la 
alimentación de este tipo de antenas se hace a mediante redes 
de alimentación microstrip, en las cuales también se producen 
perdidas. 

Las pérdidas en la red de alimentación se pueden disminuir 
al optar por una línea de transmisión de baja pérdida, pero los 
problemas surgen debido a que el ancho de estas líneas de 
transmisión excede la mitad de la longitud de onda y, por lo 
tanto, no es geométricamente posible alimentar cada elemento 
radiante en paralelo con una red en un plano sin ampliar el 
espaciado del elemento más allá de una longitud de onda. 

De acuerdo con el principio de la multiplicación de 
diagramas, los diagramas de radiación una red de elementos 
bien comportados se puede describir como el producto del 
diagrama de radiación del elemento aislado por el factor de 
red [5]. El efecto del acoplamiento mutuo o impedancia 
mutua, implícitamente se elimina ya que son elementos bien 
comportados. Un espaciado de elemento mayor que una 

Red de alimentación en tecnología SIW para 
redes de antenas en banda milimétrica 
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del programa HFSS, en donde a partir de las medidas 
calculadas en base a las formulas anteriormente citadas se 
procedió a una optimización mediante la variación de las 
medias con una variación de 1 milímetro hasta obtener el 
mejor resultado de la simulación. 

V. DISCUSIÓN 
Los resultados de este estudio muestran claramente que es 

factible realizar una red de alimentación en tecnología SIW 
para arreglos de antenas que trabajan en bandas milimétricas, 
al partir básicamente del análisis de una línea de transmisión y 
un divisor de potencia tipo T, donde se analizaron en cada uno 
de los experimentos los coeficientes de reflexión del puerto de 
entrada y la potencia de cada uno de los puertos de salida.  
Además, que al usar la tecnología SIW se reduce el peso y las 
pérdidas por conductor en comparación con una red de 
alimentación mediante guía de onda rectangular convencional 
Fig. 2, donde se obtiene las mismas prestaciones de la misma 
Fig. 3. 

En base a los resultados obtenidos en todos los 
experimentos se puede observar claramente que el coeficiente 
de reflexión S11 Fig. 8, Fig. 11, Fig. 14 y Fig.17 se encuentran 
por debajo de -10dB lo que garantiza que no existe mayor 
reflexión de la señal incidente, En cuanto a los coeficientes de 
transmisión en los divisores de potencia de 2, 4, 8 y 16 la 
potencia se divide en -3dB, -6dB, -9dB y -12dB, 
respectivamente. 

VI. CONCLUSIONES

La correcta validación de los resultados ha demostrado su 
óptimo funcionamiento, se ha conseguido el objetivo principal 
que fue la división de potencia al utilizar una guía de onda 
rectangular con tecnología SIW, a su vez un amplio ancho de 
banda de funcionamiento. 
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Abstract—The current research paper presents the dynamic 
model from a UAV (Unmmaned Aerial Vehicle) type quad 
copter. The mentioned model simulates closest behavior, respect 
to a real performance when realizes basic movements. In order to 
develop the math, model the quadcopter has been considered as a 
rigid object with 6 DOF (six degrees of freedom), which is divided 
into translational and rotational coordinates, using a technique 
based on Euler-Lagrange Equations to model. In that way is 
possible to acquire the expressed transfer function on the 
quadcopter dynamic model. The UAV’s rotational dynamic is 
defined by the most important inertia moments, located in the 
vehicle center of mass. The inertia moments had been estimated 
using ‘Solidworks’ software. To achieve it the quadcopter was 
assembled with a minimum quantity of parts, after that, the 
design was uploaded into Simulink software to add complete the 
results including a 3d animation. A Control Strategy was 
attached to the quadcopter design, to stabilize the described 
plants, finally the performance is corroborated applying him 
external perturbations like gusts of wind, variable masses, 
looking to create instability during the flight, expecting for a 
system controlled reaction. The results showed the UAV stabilize 
to his reference position in less than twelve seconds (12) against a 
gust of wind that caused its horizontal displacement. This is an 
important application of the rotational dynamics of the UAV, 
using Simulink and the Simscape Multibody library in 
conjunction with Solidworks. Achieving a tool of great interest 
and therefore a significant contribution to the study of UAVs, 
giving the possibility of using of a practical tool for the design of 
quadrotors focused on different applications, such as precision 
agriculture. 

Index Terms—Quadcopter, Simulink, Solidworks, dynamic 
model, stability. 

Resumen—El propósito de este trabajo fue el de realizar el 
modelo dinámico de un vehículo aéreo no tripulado (VANT) tipo 
quadrotor, que simule el comportamiento real del mismo, de tal 
manera que el quadrotor pueda realizar sus movimientos básicos 
con el mínimo error posible. Para realizar dicho modelo 
matemático se consideró al quadrotor como un cuerpo rígido de 
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seis grados de libertad en donde el sistema es dividido en 
coordenadas traslacionales y rotacionales al manejar una técnica 
para la modelación, mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, 
y así obtener la función de transferencia, expresada en las plantas 
del modelo dinámico que describe el comportamiento del 
quadrotor. La dinámica rotacional del VANT fue definida por los 
principales momentos de inercia, los cuales fueron hallados en el 
centro de masa del vehículo, dichos momentos fueron estimados a 
través del software de entorno CAD Solidworks. Para ello, el 
quadrotor se ensambló allí con el mínimo de partes posibles y 
luego el diseño se exportó a Simulink para complementar los 
resultados de la simulación con una animación en 3D del 
movimiento. Al diseño de la estructura se le implementó una 
estrategia de control que estabiliza las plantas ya descritas y se 
corroboró el funcionamiento del sistema al aplicar al mismo, 
perturbaciones externas como lo son las ráfagas de viento y 
masas variables que puedan producir inestabilidad durante el 
vuelo, logrando que ante este tipo de señales el sistema reaccione 
de forma controlada. En los resultados se observó que la 
simulación de una ráfaga de viento en donde el VANT cambio su 
posición en los ejes de desplazamiento horizontal, este mismo 
logró llegar nuevamente a su posición de referencia en menos de 
doce (12) segundos. Lo anterior constituye una importante 
aplicación de la dinámica rotacional del Vehículo Aéreo No 
Tripulado, al utilizar Simulink y la librería Simscape Multibody 
en conjunto con Solidworks, lográndose una herramienta de gran 
interés y por ende un aporte significativo para el estudio de los 
VANT, dando posibilidad del uso de una herramienta práctica 
para el diseño de quadrotores, enfocados en diferentes 
aplicaciones, tales como la agricultura de precisión. 

Palabras Claves—Quadrotor, Simulink, Solidworks, modelo 
matemático, estabilidad. 

I. INTRODUCCIÓN 
EBIDO a los diferentes factores que se presentan en los 
cultivos de café y cacao, se desea tener control e 

inspección a través del desarrollo de tecnologías que permitan 
el mejor crecimiento y entorno productivo de estos cultivos. 
Una de estas innovaciones es el uso de los vehículos aéreos no 
tripulados, también llamado VANT o UAV por sus siglas en 
inglés; estos son aeronaves piloteadas mediante control remoto 
o por controladores autónomos incorporados en la misma
estructura [1] es decir, es una tecnología conformada por tres 
agentes principales: una plataforma aérea, un enlace de datos 
entre tierra y aeronave, y una estación de control en tierra [2]. 

Modelamiento y simulación de un quadrotor 
mediante la integración de Simulink y 

SolidWorks 
Modeling and simulation of a quadrotor through the 

integration of Simulink and Solidworks 
F. A. González, M. E. Afanador Cristancho y E. F. Niño López 
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Estas permiten monitorear grandes áreas de campo en tiempo 
real, así como la detección de plagas y fallas en los cultivos, 
además se reducen los costos en comparación con vuelos 
tripulados, y las imágenes captadas por el VANT no presentan 
problemas con las nubes en comparación con las imágenes por 
satélite. 

Al depender de su configuración los VANT pueden ser los 
que utilizan rotores (uno, dos, tres o múltiples rotores) o los 
que utilizan alas flexibles [3]. Dentro de los que utilizan 
rotores se encuentra el VANT a cuatro motores llamado 
quadrotor, el cual se representa de forma esquemática y es 
objeto de estudio del presente, considerado como una 
estructura en forma de cruz con su centro de gravedad en 
concordancia con el centro de masa y los cuatro motores en la 
punta de cada brazo [4]. Para el modelamiento del mismo 
existen dos métodos de aproximación; para el presente se 
escogió la formulación matemática de Euler-Lagrange para 
hallar las ecuaciones que permiten caracterizar el 
comportamiento del quadrotor validado mediante software 
computacional. El modelamiento de un VANT es definido 
principalmente por la cinemática y la dinámica del sistema. En 
la dinámica se incluyen los momentos de inercia, los cuales 
son los encargados de describir la dinámica rotacional de la 
aeronave, para ello existen diferentes técnicas matemáticas 
para hallarlo, o también se suelen usar programas de diseño 
mecánico que las calculan automáticamente. Uno de esos 
programas es Solidworks, que es un software de entorno CAD 
para diseño de mecanismos y estructuras muy ampliamente 
usado en la ingeniería, el cual para el presente proyecto se usó 
para estimar los momentos de inercia del quadrotor 
ensamblándolo con el menor número de partes posibles.  

En el mercado existen una gran variedad de programas de 
simulación para poner a prueba el diseño de una estructura, 
pero en concreto uno de los más usados en la ingeniería es 
Simulink, un entorno de simulación integrado a Matlab que 
ofrece una amplia gama de herramientas para simular casi 
cualquier sistema mediante diagramas de bloques. Dentro de 
las tantas herramientas que posee Simulink se encuentra 
Simscape Multibody, el cual utiliza diseños de mecanismos en 
formato CAD para simular el movimiento de estructuras 
mecánicas a través de las propiedades físicas que estas poseen. 

Para implementación y pruebas de controladores se suelen 
usar con gran frecuencia los VANT, a continuación, se 
muestran algunos proyectos en donde se modela y simula 
quadrotores al probar en ellos algunas estrategias de control. 
La estrategia de control más conocida y usada es el PID, y en 
particular un PID independiente para el eje de orientación del 
VANT al utilizar una placa Arduino uno [1]. Se describe en la 
literatura el paso a paso de cómo se diseñan las diferentes 
partes de un sistema de esta naturaleza y se presenta con 
frecuencia cómo se modela en Simulink, bloque por bloque; se 
utilizan con frecuencia VANT comerciales, como el 
Draganflyer SAVS. La placa de control a parte del 
controlador, también posee una IMU de tecnología MEMS 
que trae integrado en su tarjeta el giróscopo y el acelerómetro 
que además ayuda a mitigar un poco las perturbaciones 
provocadas por el efecto Coriolis. Durante las pruebas se 

presenta la necesidad de corregir algunos parámetros como el 
filtro de Kalman; también de la IMU en cuanto a los ángulos 
de orientación y del controlador cuyo ajuste de ganancias se 
hizo de forma manual para que tuviera una respuesta estable y 
un vuelo estático ante perturbaciones externas. 

Una forma común de afrontar el problema de los VANT es 
construirlo desde cero, i.e., diseñar y construir un 
cuadricóptero a control remoto al tener en cuenta para el 
diseño mecánico la ligereza, la rigidez, la resistencia y 
aerodinámica montado en SolidWorks. Para el diseño del 
modelo dinámico del VANT se aplicaron las fórmulas de 
Lagrange-Euler con lo que se obtuvo las ecuaciones que 
describen el comportamiento del VANT. Con la planta ya 
establecida se implementa un controlador PID como estrategia 
de control y un filtro complementario para obtener las lecturas 
de los sensores acelerómetro y giróscopo. De esta forma, se 
determinan los ángulos de cabeceo y alabeo, lo que entregó 
como resultados una respuesta satisfactoria. Sin embargo, se 
hace necesario ajustar las constantes del controlador para que 
el sistema sea estable ante cualquier tipo de perturbación [5]. 

Diversas estrategias de controladores PID de lazo cerrado 
doble se utilizan con frecuencia, lo cual divide el sistema en 
dos partes, un control de lazo interior para la orientación y un 
control de lazo exterior para la posición; se aplicó a un VANT 
de referencia MAV que es un quadrotor de pequeñas 
proporciones. El modelo dinámico se obtiene mediante el uso 
de las ecuaciones de Newton-Euler. El controlador PID se 
implementa en la planta y las pruebas se hacen mediante 
Simulink. Los resultados de la simulación se presentan de 
forma tal, que varias señales de escalón se aplican como una 
referencia para los tres ángulos y para la altura. Los resultados 
mostraron que los controladores tienen una importante 
habilidad adaptativa y robustez. Se concluye, que el sistema de 
un lazo cerrado solo puede manejar cuatro señales de control y 
el de doble lazo cerrado seis(6) señales de control, por lo que 
el quadrotor logra alcanzar el punto de referencia [6]. 

II. RESULTADOS 
Se describe el modelado matemático del quadrotor que 

dispone el grupo de investigación en Control Avanzado -
GICAV de las Unidades tecnológicas de Santander-UTS, 
mediante el cual se caracterizó la planta con la que se trabajó. 
Debido a que el modelo dinámico del VANT ya ha sido 
analizado al usar el método de Newton-Euler [7], dicho 
modelo se decidió desarrollar mediante la formulación 
matemática de Euler-Lagrange. 

Para poder comprender cómo es posible cada uno de los 
movimientos que realiza el quadrotor, primero se debe realizar 
un análisis detallado de cómo el VANT lo logra físicamente. 
Para ello se tiene el siguiente diagrama de fuerzas y marcos de 
referencia que se expone en la Fig. 1. De todas las 
ilustraciones presentes en la literatura, se usa esta, debido a 
que en ella se puede apreciar de gran forma la descripción 
general del quadrotor, mismo que es caracterizado por los 
sistemas de coordenadas, las fuerzas, momentos, y 
velocidades angulares que generan los cuatro motores. 

Existen dos tipos de estructuras de acuerdo al marco de 
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representan la orientación de un sólido en el espacio, esta son 
llamadas matrices básicas de rotación de un sistema espacial 
de tres dimensiones [10], donde cφ = cos (φ) y sφ = sin (φ): 

 

( )

( )

( )

1 0 0
0
0

0
0 1 0

0

1
0

0 0 0

R c s
s c

c s
R

s c

c s
R s c

 
 φ = φ − φ 
 φ φ 

θ θ 
 θ =  
 − θ θ 

ψ − ψ 
 ψ = ψ ψ 
  

  (9) 

En la ecuación (10) se obtiene la matriz de rotación 
completa del marco de referencia del cuerpo con respecto al 
marco de referencia fijo conocida como matriz de coseno 
directa: 

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,R R z R y R x

c c s c c s s s s c s c
R s s c c s s s c s s s c

s c s c c

φ θ ψ = ψ ⋅ θ ⋅ φ

ψ θ − ψ φ + ψ θ φ ψ φ + ψ θ φ 
 = ψ θ ψ θ + ψ θ φ − ψ φ + ψ θ φ 
 − θ θ φ θ φ 

  (10) 

Las matrices ortogonales aparte de la propiedad 
mencionada, poseen una propiedad con los determinantes, la 
cual es que estas poseen determinantes de ±1. Tal es el caso de 
la matriz de coseno directa que es considerada como una 
matriz ortogonal propia, donde su determinante es +1, si fuera 
impropia tendría un determinante de -1 [11]. Estas matrices 
también poseen otras propiedades que pueden determinar la 
cinemática rotacional del VANT, como la que se muestra a 
continuación: 

 3
TR R I=   (11) 

donde I3 representa una matriz identidad de 3x3 y R es la 
matriz de rotación. La anterior ecuación representa la 
propiedad más conocida de las matrices ortogonales y esta se 
deriva con respecto al tiempo para obtener la siguiente 
expresión [12]: 

 30T TR R R R+ =    (12) 

Se define a: 

 TS R R=    (13) 

Se puede apreciar que S es una matriz anti simétrica, es 
decir que si A es una matriz cuadrada, esta es anti-simétrica si 
AT = -A. Por lo tanto, existe una propiedad que relaciona la 
derivada de las matrices ortogonales con las matrices anti 
simétricas [12]. Al realizar la operación mostrada en la 
ecuación (13), se le puede asignar a la matriz anti simétrica S 
los siguientes términos: 

 ( )
0

0
0

r q
S r p

q p

− 
 Ω = − 
 − 

  (14) 

A S(Ω) por los términos que contiene se la conoce como el 
tensor anti simétrico de velocidad angular [11]. Que son las 
componentes del vector de velocidad angular del VANT cuyos 
valores son: 

 
p s
q c s c
r s c c

 φ − ψ θ 
  Ω = = θ φ + ψ φ θ  
   −θ φ + ψ φ θ   

 
 
 

  (15) 

Ya conocidos los valores del vector Ω en términos de η , se 
calcula la matriz de transformación ωn que permitirá obtener la 
relación entre las velocidades angulares para separarlas 
matricialmente: 

 
1 0
0
0

p s
q c s c
r s c c

 − θ φ   
    = φ φ θ θ    
    − φ φ θ ψ     





  (16) 

nΩ = ω η  
 

A continuación, se presenta la dinámica del quadrotor 
planteado mediante la formulación de Euler-Lagrange, la cual 
está basada en el concepto de energía mecánica (energía 
cinética y potencial) [8]. Esta formulación describe el 
movimiento traslacional y rotacional en un sistema de seis 
grados de libertad, al utilizar el vector de coordenadas 
generalizadas q [13]: 

 q
ξ 

=  η 
  (17) 

donde el vector ξ contiene las coordenadas traslacionales del 
centro de masa del VANT con respecto al marco inercial 
(x, y, z) y el vector η contiene las coordenadas rotacionales 
para la orientación del vehículo que son los ángulos de 
Tait-Bryan (φ, θ, ψ) [3]. Estos dos vectores fueron vistos en 
(8) de forma que el vector q queda de la siguiente forma: 

 [ ], , , , , Tq x y z= φ θ ψ   (18) 

El Lagrangiano se obtiene al modelar la energía del sistema, 
definido como la diferencia entre la energía cinética y la 
energía potencial, donde la energía cinética del sistema es 
determinada por los movimientos traslacionales y rotacionales. 
Mientras la energía potencial se relaciona únicamente por la 
altura del quadrotor [13]. De lo anteriormente dicho se define 
el Lagrangiano como una función del vector de coordenadas 
generalizadas y su primera derivada con respecto al tiempo de 
la siguiente forma: 

 ( ), tras rotL q q T T U= + −   (19) 

Se tiene la expresión para desarrollar la energía cinética 
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traslacional: 

 21 1
2 2

T
trasT m m= ξ = ξ ξ     (20) 

En seguida se describe la energía potencial, la cual como se 
mencionó anteriormente solo está presente en el eje z de las 
coordenadas traslacionales y está dada por: 

 U mgz=   (21) 

donde m es la masa del quadrotor, g es la aceleración 
gravitacional y z es la altura del vehículo. En conclusión, el 
Lagrangiano en términos de las coordenadas de traslación es: 

 ( ) 1,
2

TL m mgzξ ξ = ξ ξ −     (22) 

La energía cinética rotacional del cuerpo rígido es: 

 21
2rotT I= ω   (23) 

Ya que un mismo cuerpo que posee diferentes ejes de 
rotación, pueden tener diferentes momentos de inercia en 
torno a esos ejes, entonces es conveniente el uso de una matriz 
o tensor de inercia para resumir todos esos momentos de 
inercia de un cuerpo en una sola cantidad [14]. De esta forma 
el tensor de inercia se define como: 

 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

I I I
I I I I

I I I

 
 =  
  

  (24) 

Se asume que el quadrotor posee una estructura simétrica 
con los cuatro brazos alineados con los ejes x, y del cuerpo 
[9]. Por lo tanto, se define el tensor de inercia del cuerpo 
rígido como una matriz diagonal cuyos componentes se 
conocen como los principales momentos de inercia [15]: 

 
0 0

0 0
0 0

xx

yy

zz

I
I I

I

 
 =  
  

  (25) 

La energía cinética rotacional del sistema es: 

 1
2

T
rotT I= Ω Ω   (26) 

Finalmente, la energía cinética rotacional queda expresada 
en la siguiente ecuación, donde además ésta también define el 
Lagrangiano para los términos de las coordenadas rotacionales 
del quadrotor: 

 
( )

1
2

1,
2

T
rot

T

T J

L J

= η η

η η = η η

 

  
  (27) 

El modelo dinámico completo del quadrotor es obtenido de 
las ecuaciones de Euler-Lagrange con las fuerzas 
generalizadas externas [3] mediante la siguiente expresión: 

 
Fd L L

dt q q
ξ   ∂ ∂− =   τ∂ ∂   

  (28) 

donde τ representa los momentos de roll, pitch y yaw como 
los pares resultantes del movimiento rotacional y Fξ representa 
la fuerza resultante del movimiento traslacional, la cual se 
desarrolla a partir del vector de fuerza traslacional F̂  como se 
muestra en la siguiente expresión donde R es la matriz de 
coseno directa: 

 0
0

F R F

F
f

ξ = ⋅

 
 =  
  

  (29) 

En la siguiente expresión se desarrolla las ecuaciones de 
Euler-Lagrange para las coordenadas de traslación: 

 
( ) ( ), ,L LdF

dtξ

 ∂ ξ ξ ∂ ξ ξ
 = −
  ∂ξ∂ξ 

 

   (30) 

 ( )F m mg kξ = ξ +
   (31) 

Al reescribir la ecuación anterior en función del vector de 
estado ξ [8], hace posible despejar las aceleraciones lineales 
del sistema: 

 ( )

( )

0
1 . 0

 

 

ˆ

 

R F
m

g

fx c s c s s
m
fy c s s s c
m

fz c c g
m

 
 ξ = −  
  

 = φ θ ψ + φ ψ 
 
 = φ θ ψ − φ ψ 
 
 = φ θ −  









  (32) 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el movimiento 
rotacional son: 

 ( ) ( ), ,L Ld
dt

∂ η η ∂ η η 
τ = − ∂η ∂η 

 


  (33) 

O también se pueden escribir de la siguiente forma: 

 ( ) ( )1 1
2 2

T Td J J
dt
  ∂ ∂τ = η η − η η  ∂η ∂η  

   


  (34) 

Al derivar con respecto al tiempo a la expresión en 
paréntesis se obtiene la siguiente ecuación: 

 ( )1
2

TJ J J∂τ = η + η − η η
∂η

      (35) 

Donde se define a la matriz de Coriolis como: 
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