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RESUMEN: Conocer el movimiento que desarrolla una part́ıcula en el agua dentro de una piscina de
producción acúıcola con tecnoloǵıa biofloc, resulta de vital importancia por su incidencia en los costos

totales de estos sistemas productivos, además del efecto ambiental por concepto del uso del agua que ello

refleja. En este trabajo se propone un modelo de Langevin para describir dicho movimiento cuando estas
part́ıculas son impulsadas por corrientes de aire. Un algoritmo de técnicas Monte Carlo por Cadenas de

Markov, espećıficamente el Metropolis-Hasting es desarrollado para reconstruir los estados del sistema
dinámico no lineal sensitivo a las condiciones iniciales. Se utilizaron datos obtenidos de un experimento

a escala y, a partir de ello, se demuestra que la metodoloǵıa propuesta describe de manera idónea estos

movimientos, presentándose patrones ćıclicos en peŕıodos cortos de tiempo. La eficiencia de predicción del
modelo es comprobada reproduciendo los estados estimados con los reales. Finalmente, una medida de

bondad de ajuste es propuesta para valorar la calidad de la estimación, obteniéndose errores insignificantes

en la misma.

Palabras Clave: Tecnoloǵıa Biofloc, Producción Acúıcola, Modelo Langevin, Algoritmo Metropolis-

Hastings.

ABSTRACT: The movement of a particle in the water is known that is developed within an aquatic

production pool with biofloc technology, that is vital importance, that is known by the incidence in the
total costs of those production systems, in addition, the environmental effects has had by the used water

in the system. In this work, a Langevin model is proposed to describe the movement of the particles that

are driven by air currents. An algorithm of Monte Carlo techniques by Markov Chains is used, specifically,
the Metropolis-Hasting is developed to reconstruct the states of the non-linear dynamic system that is

sensitive to the initial conditions. The data is obtained from a scale experiment, the proposed methodology
is shown that the methodology adequately describes those movements, cyclical patterns in short periods
of time are presented. The efficiency of prediction of the model is checked that is reproduced from the

estimated states with the real data. Finally, a goodness of fit measure is proposed to assess the quality of
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the estimate, insignificant errors are obtained.

Keywords: Biofloc Technology, Aquaculture Production, Langevin Model, Metropolis-Hastings Algorithm.

1. Introducción

La pesca y la acuicultura continúan siendo importantes fuentes de alimento, ingresos y medios de

vida para cientos de millones de personas en todo el mundo. La producción de animales acuáticos

ha dejado de basarse principalmente en la captura en el medio natural para comprender la cŕıa de

un número creciente de especies cultivadas. Sin embargo, esta actividad económica se afronta en

escenarios donde el agua es escasa y la tierra es costosa, por lo tanto se hace necesario fomentar

formas de producción acúıcola más intensivas, donde debe hacerse prioritario producir más en

menos espacio, pero sin dejar de lado los aspectos económicos y ambientales.

La producción de camarón y peces es un puntal importante en el Producto Interno Bruto (PIB) del

Ecuador, siendo requerida una infraestructura que permita mantener los incrementos sostenidos

que ha venido teniendo en los últimos aos. Para ello se ha requerido el sacrificio de grandes exten-

siones de terreno (impacto ambiental), necesitando cada hectárea productiva grandes cantidades de

agua, gaviones, preparación de suelo, v́ıas y equipos de maquinaria pesada para el mantenimiento

de estas infraestructuras. Tambin se requiere mega bombas, ductos gigantes y sistemas de drenaje

para gestionar el agua y luego poder realizar el proceso de cultivo de las especies.

A partir de ese momento, el proceso productivo debe garantizar grandes extensiones que alimentar,

aún sin saber con certeza si el animal está o no presente, pues no es posible tener un control de la

mortalidad y saber en realidad si el alimento se consume o se pierde. Por otra parte, el agua puede

estar infestada con aguas de otras granjas colindantes, siendo muy dif́ıcil un control estricto sobre

esta problemática.

En este sentido, surge el sistema de cosecha denominado biofloc (TBF), que se caracteriza por

ofrecer la posibilidad de incrementar la densidad del cultivo, obteniendo mayor productividad por

unidad de área, disminuyendo la utilización del agua y minimizando el espacio a utilizarse.

Con estos sistemas disminuyen, por tanto, los costos de producción y se garantiza un producto de

mejor calidad. Se manejan altas densidades que, al ser mayores en comparación con los sistemas

tradicionales, permiten obtener cantidades superiores de carne de pescado o de camarón en el

mismo espacio que pudiera emplear un sistema tradicional. Por ello es necesario la optimización de

las áreas (estanques) y el uso de tecnoloǵıas que permitan pasar de cultivos extensivos a intensivos

o super intensivos, Krummenauer et al. (2011).

El sistema biofloc es representado por una agregacin conglomerada de comunidades microbianas

integradas por fitoplancton, bacterias y materia orgánica particulada viva y muerta, suspendidas

en el agua de un estanque. Estas part́ıculas engloban material orgánico, sobre el que se desarrolla

micro algas, organismos microscópicos diversos (protozoos, rot́ıferos, hongos, oligoquetos), com-

prendiendo, por tanto, una gran diversidad de bacterias heterotróficas.

La tecnoloǵıa biofloc permite, de esa manera, la disminución de alimento balanceado hasta un

50%, Ibarra et al. (2015) y la protéına bruta puede pasar de 35% a un 22%, sin tener diferencias

significativas en la producción final, convirtiéndose en una tecnoloǵıa innovadora y de vanguardia

para la producción acucola superintensiva, en el marco de la producción sostenible, Ibarra et al.

(2020), Azim and Little (2008). Introducir esta tecnoloǵıa permite disminuir los costos, sobre todo

si tenemos en cuenta que la alimentación representa entre el 60% y el 70% del costo total de pro-

ducción, Núez-Torres (2017).

Por otro lado, tiene un efecto positivo en la calidad del agua al recircular nutrientes, evitando de

esta manera la contaminación de ŕıos y mares, Bossier and Ekasari (2017). Según, Chaverra et al.

(2017), Mart́ınez et al. (2016) y Fleckenstein et al. (2018) esta tecnoloǵıa puede ahorrar entre el
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30% y el 50% el recambio de agua en los establecimientos.

Sin embargo, para poder obtener buenos resultados en la aplicación de la tecnoloǵıa biofloc se debe

promover la difusión de ox́ıgeno del aire al agua y mantener las part́ıculas en constante suspensión,

Browdy et al. (2001). Es por ello que se necesita un buen sistema de aireación en los estanques,

que contribuya a que las part́ıculas se mantengan en suspensión e influir de esta manera en el

tamao de las mismas, las cuales deben oscilar entre los 3 y los 5 miĺımetros. Las part́ıculas son

totalmente aeróbicas cuando su tamao es muy pequeo, donde el porcentaje de proporcin aeróbica

es constante al 100%, disminuyendo esta relación cuando hay un incremento en su tamao, Mustafa

et al. (2009).

Estas part́ıculas deben estar en suspensión y debe evitarse que se aglutinen; para lograrlo se imple-

menta un sistema de aireación con un blower, tubeŕıas y difusores de aires como los microtubos que

producen burbujas y que permiten que las part́ıculas se trasporten de un lugar a otro dentro del

estanque, evitando aśı patrones ćıclicos. Para lograr esto, es necesario que el tamao de la burbuja

esté entre 1 mm y 2 mm, siendo determinante en el tamao y movimiento de las part́ıculas el tiempo

de retención hidráulica que se pueda producir, Ming et al. (2016), Chen et al. (2019), Kong et al.

(1994), Souza et al. (2019).

En este sentido, la oxigenación es fundamental para las altas densidades de siembra y la necesidad

de la suspensión de los agregados. Esto hace que los sistemas de aireación sean rigurosamente

dimensionados y distribuidos estratégicamente en el área de producción que utiliza este tipo de

tecnoloǵıa. A pesar de los avances en las técnicas existentes, no siempre se garantiza la suficiente

aireación u oxigenación para satisfacer la alta demanda de ox́ıgeno y mantener su concentracin en

niveles seguros.

Por lo antes descrito, conocer la trayectoria del movimiento de una part́ıcula es de vital impor-

tancia para el proceso de toma de decisiones tecnológicas de aireación que garantice una buena

circulación de los estanques y al mismo tiempo un efecto positivo en los rendimientos del cultivo

cosechado. Las part́ıculas pueden crear una tendencia a acumularse, lo cual incrementa los niveles

de gases tóxicos ocasionando retrasos en el crecimiento del cultivo, mal sabor (afectando la calidad

del producto) e incluso mortalidad, dejando pérdidas económicas considerables en la industria.

Además pueden incrementar el tamao del flóculo disminuyendo la porción aeróbica y afectando

el porcentaje del reciclado de agua. Todo esto provoca un incremento de los costos operativos y

loǵısticos, siendo necesario hacer más recambios de agua en los tanques o piscinas, provocando una

disminución del alimento vivo circulante, y por ende un incremento en las raciones alimenticias.

Desde el punto de vista f́ısico - matemático, el movimiento de las part́ıculas se refiere al cambio

de ubicación en el espacio a lo largo del tiempo, tal como es medido por un observador f́ısico.

El cambio de ubicación puede verse influido por las propiedades internas de un cuerpo o sistema

f́ısico, o incluso el estudio del movimiento en toda su generalidad lleva a considerar el cambio de

dicho estado f́ısico.

Un ejemplo del movimiento de los cuerpos es descripto por la dinámica de Langevin, que es un

enfoque del modelado matemático de la dinámica de sistemas. Este enfoque se caracteriza por el

uso de modelos simplificados, al tiempo que considera los grados de libertad omitidos mediante

el uso de ecuaciones diferenciales estocásticas. Es poco probable que un sistema molecular en el

mundo real esté presente en el vaćıo, la sacudida de las moléculas de aire o solventes causan fricción

y la colisión ocasional a alta velocidad perturbará el sistema, Tong (2012).

Hay una extensa literatura para tratar estos problemas, ver por ejemplo, Andrew (1990), Bittanti

and Savaresi (2000), Doucet et al. (2000), Crisan and Doucet (2002), Ionides (2003), Chib et al.

(2006), Lazkano et al. (2007), Stefano (2008), Sánchez et al. (2016), Chopin and Papaspiliopoulos

(2020), entre otros. Las técnicas Bayesianas son sealadas por estos autores como métodos de es-

tudio para estos sistemas dinámicos, la formulación espacio-temporal introduce los algoritmos de
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filtrado que permiten calcular la densidad de probabilidad a posteriori de los estados ocultos del

sistema. Estos modelos espacio-temporal, son procesos de Markov, que describen la dependencia

probabiĺıstica entre dos procesos estocásticos uno basado en una ecuación de estado y otro basado

en una ecuacin de observacin.

En este estudio el modelo de Langevin es propuesto para describir el movimiento de una part́ıcula

en una piscina de acuicultura, se hace uso de un algoritmo basado en las técnicas Monte Carlo por

Cadenas de Markov (MCMC) para reconstruir el sistema dinámico no lineal sensitivo a las condi-

ciones iniciales. Generalmente no existe una solución anaĺıtica del sistema, el interés es reducir la

varianza de la solución aproximada.

El resto del art́ıculo se estructura de la siguiente manera: en la sección 2, se realiza una descripción

del modelo espacio-temporal, en la sección 3, se realiza una descripción de la ecuación diferencial

estocástica, en la sección 4, se define la ecuación de Langevin, en la sección 5, se describe el Al-

goritmo MCMC, en la sección 6, se establece la medida de bondad de ajuste, en la sección 7, se

discuten los resultados y, finalmente, en la sección 8, se presentan las conclusiones.

2. Modelo espacio-temporal

La motivacin principal en este trabajo es hacer inferencia bayesiana usando una estructura de un

modelo de espacio-temporal. Los modelos espacio-temporal constan de dos procesos: un proceso

de Markov {xt}t≥0 ⊂ X donde xt es parcialmente observado y se comporta a menudo como una

variable latente, y un proceso observado {yt}t≥0 ⊂ Y. X e Y son t́ıpicamente subespacios del

espacio Euclidiano, se asume que {(xt, yt); t ≥ 0} es un proceso de Markov, lo que significa que

tiene las siguientes propiedades:

(1) Los estados {xt : t = 0, 1, . . .} forman una secuencia de Markov de primer orden, esto es:

p(xt|x1:t−1, y1:t−1) = p(xt|xt−1)

(2) La observación yt dado el estado xt es condicionalmente independiente de las observaciones y

los estados anteriores, esto es:

p(yt|x1:t−1, y1:t−1) = p(yt|xt)

Cuando los x0:t son desconocidos, la distribucin conjunta de los estados es dada por:

p(x0:t) = p(x0)

t∏
i=1

p(xi|xi−1) (1)

donde p(x0) es una densidad inicial a priori. La verosimilitud de los datos viene dada por:

p(y1:t|x0:t) =

t∏
i=1

p(yi|xi) (2)

Por tanto, dadas las propiedades antes descritas y las ecuaciones (1) y (2), la distribucin a posteriori

puede ser estimada utilizando el teorema de Bayes:

p(x0:t|y1:t) =
p(y1:t|x0:t)p(x0:t)∫
p(y1:t|x0:t)p(x0:t)dx0:t

(3)

Debido a que la integral involucrada en la distribucin a posteriori (3) es usualmente intratable,

para algunos modelos la inferencia también va a resultar complicada, debido a una densidad de

transición intratable, entonces es recomendable el uso de métodos aproximados para hacer posible

la simulación desde la densidad de transición, Botha et al. (2021).

En este sentido, uno de los objetivos de esta investigación es desarrollar estrategias computacionales
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y matemáticas que permitan filtrar la seal (observaciones) y utilizar estas para reconstruir el vector

de estados del sistema dinámico. El filtrado de una seal en tiempo real es importante porque reduce

los costos de almacenamiento en la base de datos, también permite una rápida interpretación de

los cambios ocurridos en el fenómeno bajo estudio y además provee los grados de libertad para

predecir los estados actuales utilizando los estados pasados del sistema.

Cuando los estados (x0:t) son desconocidos, se puede disear un algoritmo Monte Carlo que permita

muestrear la distribución a posteriori marginal p(x0:t|y1:t), entonces se puede construir una Cadena

de Markov sobre los estados x1:t, con distribución estacionaria dada por p(x1:t|y1:t).
En esta investigación se dispone de un conjunto de datos y1:t definidos como la posición espacio-

temporal de una part́ıcula (coordenadas) que es impulsada por aire en una piscina de producción

acúıcola; esta base de datos contiene errores, los cuales provienen de los propios instrumentos de

medición y pueden deberse a distintas causas; dichos errores no se pueden prever, pues dependen de

causas desconocidas o estocásticas teniendo un comportamiento aleatorio. El filtrado de los datos

permite que el análisis del sistema sea más fácil e idóneo para observar los aspectos importantes

y las tendencias de los mismos; en este sentido, las posiciones espacio-temporal de la part́ıcula

(coordenadas) es reconstruida por la gráfica del vector de estado x0:t en el espacio de estados. Esta

construcción es posible cuando se accede a toda la variable de estado del sistema.

3. Ecuación diferencial estocástica

La evolución temporal del movimiento de la part́ıcula en el espacio es determinada por variables

como la velocidad, aceleración y la masa, en conjunto con las condiciones iniciales del sistema. La

ecuación matemática del movimiento puede ser formulada por ecuaciones diferenciales, estas van a

permitir describir las propiedades del mismo y ayudar a obtener una aproximación a la solución. En

este sentido, cuando el movimiento de la part́ıcula impulsada por aire en una piscina de producción

acúıcola es descrita por las posiciones espacio-temporal y asumida como un proceso de Markov de

los estados xt en un tiempo continuo, el modelo de este movimiento puede ser definido como una

ecuación estocástica diferencial (EED):

dxt =M(xt, t)dt+ L(xt, t)dBt (4)

Donde, la solución x(t) es una variable aleatoria para cada instante de tiempo t,M : Rn×[0,∞)→
Rn es una función no lineal de la ecuación de estado, L : Rn × [0,∞) → Rn×s es una función de

matrices valoradas y Bt es un movimiento Browniano, Ito and Xiong (2000).

Si la ecuación (4) no se puede resolver anaĺıticamente, entonces es necesario utilizar métodos

aproximados. En este trabajo se utiliza con este fin la discretización de Euler Maruyama (EM),

este método simula la EED entre puntos de tiempos discretos (generalmente correspondientes a los

tiempos observados) a lo largo de toda la trayectoria, es decir, de t = 0 a T −1. El error resultante

de la discretización se controla mediante el aumento de datos, lo que introduce estados adicionales

(no observados) entre los tiempos de observación.

Dado el proceso {xt}t≥0, el intervalo de tiempo [ξt, ξt+1] entre dos observaciones se divide en

subintervalos D, donde D denota el nivel de discretización, τt corresponde al momento de tiempo

t y ∆t al incremento de tiempo de los subintervalos:

ξt = τ0 < τ1 < . . . < τk < τk+1 < . . . < τD = ξt+1, ∆t =
ξt+1 − ξt

D

La ecuación (4) se simula en cada subintervalo de la siguiente manera:

xt = xt−1 + ∆tM(xt−1) + L(xt−1)
√

∆tζt ; ζt ∼ N(0, σ2
ζ ) (5)

donde ζt es un vector de ruidos aleatorios.

Los estados soluciones no observados xt se asume que son modelados por un proceso de Markov de
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primer orden, con una función de distribución inicial p(x0) y una ecuación de estados (transición)

p(xt|xt−1) dada por el modelo definido en la ecuación (5).

Teóricamente el sistema dado en (5), es observado imperfectamente a través de un proceso de

observación yt ∈ R que está relacionado con el proceso xt mediante el modelo estad́ıstico (6),

Infante et al. (2017):

yt = H(xt) + εt ; εt ∼ N(0, σ2
ε ) (6)

donde: y1:t = (y1, . . . , yt) es un vector de medidas de observaciones, ε = (ε1, . . . , εJ) representa

el vector de errores de medición, y el término de la regresión es la realización de un proceso de

difusión H : R→ R, donde H es una función que puede ser lineal o no lineal. El caso más sencillo

es la regresión lineal H(xt) = xt que es la utilizada en esta investigación, debido a que se considera

que los movimientos de la partcula son corrompidos por un ruido de medición Gausiano, Chui

and Chen (2009). Cada observación yt representa las posiciones espacio-temporal de la part́ıcula,

y se asume condicionalmente independiente dado el estado xt, representado por la ecuación de

observación p(yt|xt) dada por el modelo definido en la ecuación (6).

Por tanto, el modelo discretizado en forma general puede ser escrito como:

• Ecuación de Estados:

xt = xt−1 + ∆tM(xt−1) + L(xt−1)
√

∆tζt ; ζt ∼ N(0, σ2
ζ ) (7)

• Ecuación de Observaciones:

yt = xt + εt ; εt ∼ N(0, σ2
ε ) (8)

En este sentido, un modelo particular para la descripción de la evolución temporal del movimiento

de una part́ıcula en una piscina de produccin acúıcola puede ser asumido como un modelo de

Langevin. La ecuación de los estados que describe la evolución de estos movimientos es la definida

en (7) y la descripción de este proceso se trata en la siguiente sección.

4. Ecuación de Langevin

Como se expreso con anterioridad, para la simulación del movimiento de la part́ıcula en la piscina

de producción acúıcola se utilizó el enfoque de Langevin, el cual representa una forma distinta, más

intuitiva, de abordar el estudio no solo del movimiento Browniano, sino de muchos otros sistemas

f́ısicos en los que es de particular interés el estudio del efecto de las fluctuaciones.

La sencillez de su planteamiento suele hacer del enfoque de Langevin el primer camino elegido

para el estudio de las fluctuaciones en un sistema f́ısico, en el que es bien conocida la descripción

macroscópica del mismo. A partir de esta, el procedimiento consiste en introducir ciertos términos

adicionales, denominados fuentes de ruido o fuerzas estocásticas, que recogen el efecto dispersivo

de las fluctuaciones, Coffey et al. (2004). Śı la fuerza F actuante en la part́ıcula es conocida, el

movimiento es enteramente determińıstico, gobernado por (9):

m~̈x = −γ~̇x+ ~F (9)

Esto no es un sistema Hamiltoniano porque hay un término de fricción con un coeficiente γ, m

es la masa de la part́ıcula y F es la fuerza ejercida sobre la partcula debida a las interacciones o

colisiones con las molculas del fluido, sin embargo, γ puede tratarse como un parámetro fijo. En

presencia de una fuerza independiente, la solución de los estados estables con ~̈x = 0 es dada por

la ecuación (10):

~̇x =
1

γ
~F (10)
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Por esta razón, la cantidad 1
γ es algunas veces referida como la movilidad, pudiendo definirse la

ecuación (10) como:

dx

dt
=

1

γ
~F

Y por tanto:

dx =
1

γ
~Fdt+ dBx1 , dBu1 ∼ N(0, σ2

x) (11)

Entonces, utilizando la discretización EM, el modelo de Langevin (11) en versión discretizada

puede ser escrito como lo explicado en la sección 3, obteniéndose la ecuación (12):

xt = xt−1 +
1

γ
~F∆t +

√
∆tζt (12)

Asumiendo una ecuación, de observación tal como se ha propuesto en nuestro trabajo, el modelo

de regresión lineal queda entonces definido de la siguiente manera en (13):

yt = xt + εt (13)

En esta investigación sólo se han estimados los estados x1:t = (x1, . . . , xt), y se suponen los

parámetros Θ = (γ, ~F , σζ , σε) conocidos, los cuales pueden ser estimados usando la metodoloǵıa

propuesta con anterioridad. Se considera además ζt ∼ N(0, σ2
ζ ), εt ∼ N(0, σ2

ε ) y las observaciones

como y1:t = (y1, ..., yt).

El modelo de Langevin discretizado es resumido entonces como:

• Ecuación de Estados:

xt = xt−1 +
1

γ
~F∆t +

√
∆tζt ; ζt ∼ N(0, σ2

ζ ) (14)

• Ecuación de Observaciones:

yt = xt + εt ; εt ∼ N(0, σ2
ε ) (15)

En resumen: dado un conjunto de datos y1:t se desea estimar los estados x0:t utilizando las ecua-

ciones (14) y (15), este proceso se realiza para obtener un filtrado de la data de las posiciones

espacio-temporal de una part́ıcula en la piscina de producción acúıcola. Por esto debe desarrollarse

entonces un algoritmo Monte Carlo que permita muestrear la distribución a posteriori marginal

p(x0:t|y1:t), este algoritmo es descrito en la siguiente sección.

5. Algoritmo Metropolis-Hasting

Para la solución de nuestra problemática, el algoritmo Monte Carlo por cadenas de Markov

(MCMC) utilizado es el Metrpolis-Hastings (M-H) propuesto por Metropolis et al. (1953) y Hast-

ings (1970). Este algoritmo se utiliza para obtener una secuencia de muestras aleatorias a partir

de una distribución de probabilidad donde es dif́ıcil el muestreo directo. El algoritmo es asociado

con la densidad objetivo p(x1:t|y1:t), para ello se requiere elegir una densidad condicional q que es

llamada distribución propuesta o candidata.

La transición desde el valor de la cadena de Markov xi1:t en el tiempo l al tiempo l + 1 procede

mediante la siguiente secuencia:

El primer paso es inicializar el valor de muestra para cada variable aleatoria (este valor a menudo

se extrae de la distribución anterior de la variable). El bucle principal del algoritmo consta de tres

componentes:

(1) Generar una muestra xc1:t desde la distribución propuesta q(xi1:t|x
(i−1)
1:t ).
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(2) Cálcular la probabilidad de aceptación mediante la función de aceptación α(xc1:t|x
(i−1)
1:t ) basada

en la distribucin propuesta y la densidad conjunta completa π(·).
(3) Aceptar la muestra candidata con probabilidad α, o rechazarla con probabilidad 1− α.

El algoritmo se resumen como:

Algoritmo: Metropolis-Hastings (M-H).

• Paso 1. Inicializar:

x0 =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
N

)
• Paso 2. Para un tiempo: l = 1, 2, . . .,T, generar los valores candidatos

xc1:t ∼ q(xc1:t|x
(l−1)
1:t )

Probabilidad de aceptación :

α = min

{
1,

q(x
(l−1)
1:t |xc1:t)π(xc1:t)

q(xc1:t|x
(l−1)
1:t )π(x

(l−1)
1:t )

}

Los parámetros actuales xc1:t se cambian por x
(l−1)
1:t , con probabilidad de aceptación α, en otro

caso la cadena se mantiene en los parámetros actuales.

• Paso 3. Generar Ul ∼ Uniform(0, 1).

• Paso 4. Si Ul < α, entonces se hace x
(l)
1:t = xc1:t, en otro caso se hace x

(l)
1:t = x

(l−1)
1:t .

• Paso 5. Se aumenta de l a l + 1, y retornamos a paso 2.

6. Medida de bondad de ajuste

En esta sección se presenta una medida de la bondad de ajuste del modelo planteado. Esta se

valida a través de la Ráız Cuadrada de la Desviación Media (RCDM):

RCDM =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(
xit − x̂it

)2
Donde xt es el valor actual y x̂t es el valor predicho en el periodo t.

7. Resultados

Para ilustrar la metodoloǵıa propuesta en este trabajo se estiman los estados del modelo Langevin

dado por la ecuación (14) y se asume que las observaciones tienen un modelo lineal definido por

la ecuación (15). Los datos reales fueron obtenidos del estudio a escala del movimiento de una

part́ıcula en el agua de una piscina de producción acúıcola con tecnoloǵıa biofloc, realizado por

Proao (2020). Este estudio presenta 1400 coordenadas espaciales (t, x, y) obtenidas en un modelo

a escala de 1:60, donde la Longitud = 1 m, Ancho = 0.166 m, Altura = 0.05 m, V = 0.273 m/s,

Área total = 1.5210−4 m2, diámetro de cada perforación = 7.3310−1 mm, un blower de 150 lh y

una part́ıcula de 3mm de diámetro.

Después de montar el tanque a escala, se filmó el movimiento de la part́ıcula con cámaras de alta

resolución y haciendo uso del programa Tracker 5.1.5, Brown (2008), se obtuvieron las coordenadas

espaciales (t, x, y) que fueron considerados como información de partida.

Con esta información se da corrida al algoritmo Metropolis-Hastings con los siguientes parámetros

iniciales: σ2
ζ = 0.0001, σ2

ε = 0.01, dt = 0.0004, F = 16.4, γ = 0.00138 y N = 1300.

En las figuras 1, 2 y 3 se presentan los puntos predichos por el algoritmo M-H y los datos reales,
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se puede observar que el modelo Langevin realiza buena estimación con respecto a los valores

verdaderos del movimiento de la part́ıcula. Las figuras 1 y 2 representan las gráficas de las co-

ordenadas x e y respectivamente versus el tiempo, observándose buena estimación del algoritmo

a partir del modelo Langevin; además se muestra la figura 3 que representa el movimiento de la

part́ıcula en el espacio tridimensional, describiendo muy bien la trayectoria de las mismas.

Figura 1. Coordenada x de la ecuación diferencial estocástica de Langevin basada en el algoritmo MCMC.

Figura 2. Coordenada y de la ecuación diferencial estocástica de Langevin basada en el algoritmo MCMC.



30 Proao, J. Sánchez, L. y Fosado, O.

Figura 3. Coordenadas (t, x, y) de la ecuación diferencial estocástica de Langevin basada en el algoritmo MCMC.

Como se puede observar los patrones que se describen son periódicos en los movimientos en cortos

intervalos de tiempo, lo que puede causar aglomeración de las part́ıculas en la piscina. Por ello es

prioritario proporcionar suficiente aireación para satisfacer la alta demanda de ox́ıgeno y mantener

su concentración en niveles seguros, lo cual puede lograrse reajustando los diseos de aireación y

obtener nuevas simulaciones que demuestren los efectos de los cambios realizados.

Por lo tanto, el monitoreo permanente, los sistemas de alarma y mecanismos de suministro de

enerǵıa de emergencia, son elementos requeridos en los sistemas biofloc para controlar y mantener

la calidad del agua en la cŕıa superintensiva de peces o camarones, garantizando un mı́nimo o cero

recambio de agua, mitigando los impactos ambientales negativos generados por las descargas al

renovarse los desechos metabólicos de los sistemas de producción pisćıcola y aumentando aśı el

reciclaje de nutrientes en los mismos.

En la tabla (1) se muestra una medida de bondad de ajuste RCDM para medir la calidad de

la estimación del modelo propuesto, como se puede observar el error de estimación obtenido es

insignificante.

Tabla 1. Error de estimación de

los estados del movimiento de

una part́ıcula en el agua.

Algoŕıtmo RCDM

Metropolis-Hasting 0.002
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8. Conclusiones

Los microorganismos contribuyen a solucionar los problemas sanitarios y de producción acúıcola a

través del manejo de la microbiota en estos sistemas de cultivo. En el presente trabajo se utilizaron

datos obtenidos del estudio a escala del movimiento de estas part́ıculas en el agua de una piscina de

producción acúıcola con el sistema biofloc. Conocer y poder controlar estos movimientos permite

tomar decisiones para optimizar el proceso productivo de estas empresas al evitar aglomeraciones de

las part́ıculas. Un modelo de Langevin permitió describir este movimiento en un fluido movido por

el aire, un algoritmo de técnica Monte Carlo por Cadenas de Markov espećıficamente Metropolis-

Hastings garantizó la reconstrucción de los estados del sistema dinámico.

Se demuestra que la ecuación describe de manera idónea el movimiento de la part́ıcula en el

fluido impulsado por aire, observándose la presencia de patrones periódicos en los movimientos en

cortos intervalos de tiempos, lo que resulta ser la causante de aglomeración de part́ıculas y por

consiguiente de efectos negativos en los procesos productivos.

La eficiencia de la predicción del modelo se realiza reproduciendo la estimación de los estados con

los reales, acompaado esto de una medida de bondad de ajuste (RCDM) para medir la calidad de

la estimación del modelo propuesto, obteniéndose errores insignificantes.

La metodoloǵıa propuesta puede constituir una herramienta que garantiza no solo el monitoreo de

estos procesos, también puede ayudar en el diseo de los sistemas biofloc, garantizando la correcta

circulación del agua dentro de las piscinas.
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Chaverra, S., Garćıa, J., and Pardo, S. (2017). Efectos del biofloc sobre los parámetros de
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