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Estudio de eventos extr emos enfocado
a segurosy finanzas

KLEVER MEJA — ADRIANA UQUILLAS

Resumen

Muchos campos de la ciencia modernay laingenieria tienen que lidiar con eventos que son poco
frecuentes pero que traen consecuencias muy significativas. Lateoria de valores extremos ofrece
las bases parala modelizacion estadistica de tales extremos. El potencial de lateoria de valores
extremos enfocada a problemas de finanzas ha sido reconocido recientemente.

Este articulo busca introducir los fundamentos tedricos de la teoria de valores extremos ademas de
aspectos précticos de estimacion. Principalmente presentamos dos estudios. El uno esta basado en
la distribucion asintética conjunta de | as estadisticas de orden extremas. El otro método
alternativo se refiere a modelar todos |os excesos sobre un umbral usando la distribucién
generalizada de Pareto.

Abstract

Many fields of modern science and engineering have to deal with events which are rare but have
significant consequences. Extreme value theory is considered to provide the basis for the
statistical modeling of such extremes. The potential of extreme value theory applied to financial
problems has only been recognized recently. This paper aims at introducing the fundamental's of
extreme value theory as well as practical aspects for estimating. Mainly there have been two new
approaches: One approach is based on the asymptotic joint distribution of extreme order
statistics; and an alternative approach is model all the excedances over a high threshold using a
Generalized Pareto Distribution.

1. I ntroduccion

La Teoria de Valores Extremos no es un tema nuevo pues se empezd a estudiarlo

El presente trabajo es un resumen de la tesis presentada a la Escuela Politécnica Nacional,
previaalaobtencion del titulo de ingenieros mateméticos.
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desde €l siglo XIX, no obstante es en la actualidad en que ha tomado gran fuerza
especialmente en lo que se refiere a sus aplicaciones en finanzas y seguros. Esta
teoria es la que mejor uso hace de cual quiera que sean los datos que se tengan sobre
fendmenos extremos y, dado que ayuda a aclarar inquietudes respecto alo que es la
proyeccion de ocurrencia de eventos poco frecuentes su uso es excepcional en la
estimacion de riesgos financieros.

En el presente documento trataremos de explicar cdmo y cuando ocurren los
eventos extremos, se expondran métodos mateméticos apropiados para explicar
aquellos eventos que ocurren con probabilidad relativamente pequefia, pero que
tienen una influencia significativamente grande en e comportamiento de todo el
modelo. Los métodos de extremos son de simple aplicacion y funcionan bien en
estudios de simulacién. En ocasiones esta explicacién tedrica no se extiende a
situaciones mucho mas complicadas tales como modelos de regresion basados en
distribuciones de val ores extremos.

Una de las recientes aplicaciones en el campo de las finanzas es el estudio de
portafolios. Considerando por gemplo un portafolio financiero que contiene un
nimero determinado de riesgos distintos en: bonos de gobiernos, acciones, titulos
de crédito privados, etc., podria estimarselas covarianzas del portafolio para obtener
la distribucion total  de la pérdidas o ganancias de las inversiones. Empero, los
analistas de riesgos, los supervisores y reguladores pueden ademas estar
interesados en la fijacion de “ requerimientos minimos” de utilidad, o alternativamente
en determinar el limite maximo para las pérdidas potenciales. En este Ultimo caso,
podria obtenerse el valor en riesgo (VaR) del portafolio aplicando la técnica de
valores extremos, dado un nivel de confianza. Asi mismo, podria obtenerse una
distribucion de déficit que estima la probabilidad de exceder en un valor especifico un
umbral determinado, € primer resultado tiene que ver con la estimacién cuantil para
una funcién de distribucion estimada. El segundo resultado tiene que ver con la
estimacion de la funcién de distribucién de los excesos. La teoria recomienda para
este caso usar la Distribuciéon Generalizada de Pareto como un modelo paramétrico
natural.

Se debe advertir que, existe una gran variedad de respuestas que se pueden
obtener a través de esta teoria; una vez conocidos la distribucién de los valores
maximos (minimos) de los datos subyacentes, se puede calcular |a probabilidad de
que un valor exceda el maximo(minimo) en un cierto periodo de tiempo y por otro lado
se podria estimar cuanto tiempo habria que esperar antes de que ocurra una cantidad
de “pérdida’ alta ya especificada, ademas saber cudl es la probabilidad para una
variable, dada la méxima “ pérdida’ para que el siguiente periodo de tiempo exceda un

] T
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cierto nivel, también se podra saber la probabilidad de que la maxima “pérdida’
exceda todas las pérdidas anteriores. Si las variables en estudio describen los
ingresos se puede calcular el volumen necesario de ingresos para el siguiente afio,
con el objeto de que cubran los futuros egresos con probabilidad lo suficientemente
ata

Existe una gran cantidad de modelos probabilisticos para describir por via
matemética eventos extremos en el caso unidimensional. El mundo verdadero sin
embargo nos informa a menudo sobre tales acontecimientos con datos estadisticos:
disminuciones grandes de los valores del mercado sobre cierto periodo del tiempo, o
valores maximos y minimos del rendimiento de un portafolio. Estos eemplos
definitivamente se refieren a preguntas sobre valores extremos de un cierto sistema
subyacente de datos, de manera que, seria absurdo tratar de aplicar eficientemente en
estos temas la estadisticaclésica.

2. Principales Topicosdela Teoria de Valores Extremos
2.1  Fluctuacionesdel Maximo
2.1.1 Introduccion

Estateoria es fundamental para muchos resultados aplicados en val ores extremos.
El resultado principal es el teoremade Fisher — Tippett €l cual especificalaformadela
distribucion limite para maximos centrados y normalizados.

Introducimos en este capitulo la nocién de funcion de exceso media. La misma
que se probara que es una herramienta Util para distinguir las f.d de sus colas
derechas y juega un papel importante en la estimacion de colas. La distribucién
Generalizada de Valores Extremos también conduce a la distribucion Generalizada de
Pareto.

2.1.2 Probabilidades limite para maximos
En el transcurso de esta seccion X, X, %, ... €S una sucesion de v.a iid. no
degeneradas con funcién de distribucién comin F. En esta seccidn investigamos la
fluctuacién de los maximos de una muestra. Notamos;
M,=Xy, M, =max(Xy, ..., Xp), ns 2

Los resultados correspondientes a los minimos facilmente se los puede obtener
de los méaximos, se los obtiene de la siguiente manera
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min(Xy, ..., X;)) =-max(- Xy, ..., - X,), n3 2

Nota: Posteriormente analizaremos estadisticas de orden superior de la muestra
X1y ey X8

Lafuncion de distribucion exacta del maximo M, la podemos escribir como:
PMoEX) =PX1EX, ... Xn£EX)=F'(X), x1 fynl [

Los extremos se dan cerca del fin superior de la base de la distribucion, aqui
intuitivamente el comportamiento asintético de M,, debera ser descrito delaf.dF en
su coladerechacercadel punto final derecho. Denotamos por

Xe = sup{ x T #: F(X) <1}
el punto final derecho de F. De donde, inmediatamente obtenemos, paratodo X < g,
PM,£X)=F(X)® 0, n® ¥
Y enel casoenque X- <¥.TenemosparaXx 3 X que
PM,£X)=F'(x)=1

p
Asi M, ® x cuando n ® ¥, donde % £ ¥. Ya que la sucesion (M,) es no
decreciente en n, esto converge c.s. y de aqui concluimos que

M, ® X n® ¥ 22

Este hecho no nos da mucha informacion. Sin embargo, una mayor compresion
sobre la magnitud del méximo, esta dada por el resultado de la convergencia débil
para maximos centrados y normalizados. Este es uno de |os topicos importantes de la
teoriade valores extremos clasica. Asi, por iemplo, € teoremafundamental de Fisher
Tippett tiene el siguiente contenido:

Si existen constantes ¢,>0yd,1 & tal que

d

c'(M,-d)®H, n® ¥ 22)
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para alguna funcion de distribucién H no degenerada, entonces H debe ser del tipo
de una de las tres distribuciones llamadas de valores extremos estandar. Esto es
similar al Teorema Central del Limite. Donde la distribucién estable es solo posible
para leyes de limites no degeneradas. Consecuentemente se debe considerar las

probabilidades de laforma
P(Cr-ll(Mn - dn) £ X)!
las cuales pueden ser escritas como

PMn £ Uy), (23

donde u, =u, (X) =u, X +d,.

Para continuar con esta teoria comenzamos con un resultado elemental el cual es

crucial paraentender lateoriadel limite débil del maximo de una muestra.

Proposicion 2.1 Aproximacion de Poisson

Dado t T [0, ¥] y la sucesion (u,) de nimeros reales, las siguientes relaciones

son equivalentes
nF (u)® t (2.4)
PM,£u,)® €' (25)
Demostracién
Consideramos en primer lugar que0 £t £ ¥. Si (2.4) se cumple, entonces

P, £0,)= F() =(1- Flo ) = LeoE%.
n engg

lo que implica (2.5). Inversamente, s (2.5) se cumple, entonces lf(un)® 0.

Consecuentemente,
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P(M nk £ unk) = (1_ IT(unk ))”k
implicariaque P(M « E unk) ® 0.
Tomando logaritmos en (2.5) tenemos que

- nin(1- Flu,))®t

- In(1- x) o
Como lim ———"2=1, estoimplicaque
x® 0 X
nlf(un) =t +0(1), obteniendo entonces (2.4)

St =¥ y (2.4) se cumple, pero no se cumple (2.5), puede haber una subsucesién
(ny tal que

P(M, £u, )® expf-t} cuando k ® ¥

paraagin t'<¥ .

Pero entonces (2.5) implica (24), y N, F (U, )® t'<¥ contradiciendo (2.4)
con t =¥ . Smilamente, (2.5) implica(24) para t =¥ .§

Por (2.1), (M,) converge casi seguramente a punto final derecho x- delaf.dF, de
aqui

N

':'O S X<X:
P(MNE X)® |

11 S X>X.

El siguiente resultado extiende esta clase de comportamiento 0— 1.

Corolario2.2 Supongamosquex-<¥ y

F (%) = F(x) — F(x) > 0.
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Entonces paratoda sucesion (u,) setiene que
PMMn£u,)® r

conr =0or =1

Demostracion

Como O £r £ 1, podemos escribir r = exp{-t} con0£1t £ ¥. Por laaproximacion
de Poisson tenemos nl?(un) ® t cuandon® ¥.S u,<xg paran grande tenemos
If(un) 3 I?(XF_ ) >0 y deaqui t = ¥. Laotraposibilidad es que u,? x paratodo
n suficientemente grande, con esa suposicion NF (U ) =0. Asi t = ¥ 00, dando

r=0018

En la siguiente caracterizacion tenemos un resultado similar para ciertas
distribuciones con punto final derecho infinito.

Teorema 2.3 SeaF unaf.d con punto final derecho x-£ ¥ y seat 1 [0, ¥]. Existeuna
sucesion (u,) que satisface n F (uy)® t siysolosi

lim =—=-=1. (26) §

En este caso creemos que es preferible exponer este ejemplo en vez de su
demostracién.

Ejemplo24 Distribucion de Poisson
PX=x)=¢e'l%%!, kT [o, | >0.
Entonces

F (k) _q. F(-F(k-D
F(k-1) F(k-1)
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I"ae§‘|‘"

=1- _g L7

¥ r-k .
=1- §[+ é 8
r=k+1 rl ﬂ
la dltima suma puede ser estimada por
¥ S ¥ .S
é. I Eé_aé—gz I 7k ’ K>l
T K+D(K+2)....(k+s) S &kg 1-1/k

lacual tiende a0 cuando k ® ¥, asi que F (k) F (k-1) ® 0. El teorema 2.3 muestra
gue la distribucion de limite no degenerada para el maximo no existe y, ademas, que
é limite delaformaP(M, £ u,) ® r T (0, 1) no existe, paralasucesion de constantes
(Un)-8

Este resultado se aplica en particular a distribuciones discretas con punto final
derecho infinito. Si las alturas del salto de laf.d no decaen lo suficientemente rapido,
entonces la distribucién limite no degenerada para el maximo no existe. Por gemplo, si

X esun valor entero y x= =¥, entonces (2.6) setransformaen F (n)/ F n-Y® 1
cuandon® ¥.

Como ya se dijo antes, €l siguiente resultado es béasico en la teoria de valores
extremos clésica.
Teorema 2.5 Teoremade Fisher — Tippett, ley limite parad maximo

Sea (X,) unasucesion dev.aiid. Si existe constantes normalizadasc,>0,d,1 &y
algunaf.d. H no degeneradatal que

d

c:'M,—d,) ® H, @7

entonces H pertenece al tipo de una de las tres siguientes distribuciones:
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i0, X£0
Fréchet: F. (X) =T
19<I0{ 'a}, x>0 y a>0.
Weibul: Y, (X) 49({ (-°} x£€0 y a>o.
11, x>0
Gumbel: L(x) =exp{-€”}, xI1 .

La demostracion de este teorema se la puede encontrar en Resnick S.I. (1987)
Extreme Vaues, Regular Variation, en laproposicion 0.38

Sabemos ademés que parat > 0 y por la convergencia débil existe una funcién
gt) >0, dt) rea que satisface

im S =g, im 99 gy, t>0
g ) ® ¥ C[m] ’ ’

H'(x) = H(gtx + d(1)). (28)

Se puede decir de (2.8) que paras,t >0

gst) =ds) gt), dst) =ds)ds) +dt) (29

Definicion 2.6 Distribucién de valores extremosy variables al eatorias extremas

Las funciones de distribucion F,, Y, y L como las presentadas en el teorema
2.5 son llamadas distribuciones de valores extremos esténdar, |as variables aleatorias
correspondientes, variables aleatorias extremas estandar. Las funciones de
distribuciones de tipo F ., Y, y L son distribuciones de valores extremos; las
variables aleatorias correspondientes, son variables aleatorias extremas. §

Las distribuciones de valores extremos son precisamente las distribuciones max-
estables. En particular los tres casos del teorema anterior corresponden a
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d
Frechét: M, = n¥@X
d
Weibull: M, = n'¥&x
d
M, = X +Inn.

Gumbsd:
2.1.3 Maximo dominio deatraccion y normalizacién de constantes
En esta seccidn tratamos de responder alas siguientes preguntas

Como escoger |as constantes normalizadasc, >0yd,1 # tal que

d
(2.10)

c:'(My—d) ® H 2

Dada una distribucion de valor extremo H, qué condiciones en la f.d. F implican
que e méximo normalizado M,, converja débilmente aH?

Definicién 2.7 Maximo dominio de atraccion
Decimos que la v.a X (la distribucién de X) pertenece al Maximo Dominio de
Atraccion de la distribucion de valores extremos H s exi sten constantes C,
(F1

>0yd,| #ta que (2.10) se cumple. Escribimos X T MDA(H)

MDA(H)). §
El siguiente resultado es una consecuenciade laproposicion 2.1y lo usaremos en

las siguientes secciones.

Proposicion 2.8 Caracterizacion del MDA (H)
Laf.d. F pertenece d Maximo Dominio de Atraccion de la distribucion de valores

extremosH con constantes normalizadasc, >0y d,T & si y solosi
N .

Il!& nF(c,x+d,) :!!&F (c,x+d))=H(x), xi

Cuando H(x) = 0 é limite esinterpretado como ¥ .8
Para todas las distribuciones de valores extremos se puede caracterizar su

—
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Maximo Dominio de Atraccion usando el concepto de variaciones regulares.
Recordemos que la distribucion de colas F es una variacion regular con indice -a
paraalgina 3 0. Escribimos F T A, si

im F (xt) _

— t?, t>0
x®¥ | (X)

El siguiente concepto define unarelacién de equivalenciaen el conjunto de todas
las f.d.
Definicion 2.9 Inversa generalizada de una funcién monétona

Supongamos que h es una funcidn no decreciente en los reales. A la inversa
generalizada de h se la define como

h™ @) =inf{x T §:h(X)31).§

Definicién 2.10 Funcién Cuantil

Lainversageneralizadadelaf.d. F
Fr @) =inf{xT R:F(x)3t}, 0<t<q,

es llamada funcion cuantil delaf.d. F.La cantidad x= F~ (f) define
t _cuantil deF.8§

GréficoNo. 2.1

Funcién Cuantil empirica F,;” deun conjuntode10v.a

exponenciales estandar

X(1,10)
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2.1.3.1 Mé&ximo dominio de atraccion de la distribucion de Fréchet
En esta seccion caracterizamos del maximo dominio de atraccionde F | para  a
> 0 que es la distribuciébn méas usada en las finanzas, especialmente para

fluctuaciones grandes de precios. Por extension de Taylor

1-F, ®=1-exp{-x"} ~ X*, x® ¥,
Deaqui quelacolade F , decrece como unaley fuerte.

ParaF T MDA(F ,) podemos elegir c, por medio de la funcion cuantil, més
precisamente por

c,=F" (- n'Y)=inf {xI R:F(x)21- n}}
=inf {x1 R: (W/F)(x)* n} 211)
=[WF) o)

y d, puede ser elegida como 0 aungue no necesariamente. Cabe notar que lasf.d. deF
conforman el MDA(F ).

Teorema2.11 Méximo dominio deatraccionde F

Laf.d. F pertenece @ mé&ximo dominio de atraccion de F,,a >0, siy solo s

F(X) = X L(X) paraalgunafuncion suavemente variante L.

] T
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S F1 MDA(F ), entonces

donde las constante normalizadas ¢, pueden ser elegidas como en (2.11).

Este resultado muestra que el punto final derecho x = ¥ paratoda F 1
MDA(F ,),yc.= n"®L,(n) paraunafuncion suavemente variante L;.
Demostracion

Sea F 1 A _, paraa > 0. Con unaadecuada eleccién de ¢, y variacion regular,
F(c,)~n!, n®¥,

deaqui F(c,)® O cuandoc,® ¥.Parax>0,

nF (c,x) ~ Il—":(cnx) ® x*, n®Y¥

Para x < 0, se ve claramente que If(cnx) £F n(0) ® 0, ya que la variacion
regular requiere F(0) < 1. Por laproposicion 2.8, F T MDA(F a)

Inversamente , suponemos que |irTl F"(c,x+d,)=F_ (X) paratodox >0y
n-

constantes apropiadas ¢, >0, d,1 . Estonosllevaa

lim F" (CogX +ig) =F 2 (X0 =F,(s"*%), s>0, x>0.

Por €l teorema de convergenciaatipos (anexo A.7)
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S g gve y (d dn)/cn ® 0.

|0S/\-
C ensg

n

(c,) esunasucesion que variaregularmente con indice a en particular ¢, ® ¥.

Suponemos primero que d, = 0, entonces NF(C,X) ® X *asi que
F1 A_adebido a la proposicién del anexo A.4. El caso de ¢ * 0 es mas

complicado, en efecto se tiene que mostrar que d,/c, ® 0. Si esto Ultimo se cumple se
puede repetir el argumento de arribareemplazando d,, por 0. §

Por otra pate FT MDA(F,)U F1 R

trasladarse sin perder la condicion de pertenencia a MDA(F ). Estas clases de

indica hasta dénde puede

a

distribuciones contienen “distribuciones de colas muy pesadas’.

Corolario 2.12 Condicién de Von Mises

Sea F unaf.d. absolutamente continua con densidad f que satisface

lim =——= = ) (2129

entoncesF1 MDA(F , ).8

Proposicion 2.13 Propiedad de encierro del MDA(F )

Sean F y G dos f.d. y asumamos que F T MDA(Fa) con constantes

normalizadas ¢, > 0, esdecir
H n
= > ().
Ll(g;F (c,¥x)=F,(x), x>0

Entonces

] T
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. n _ >
Il!& G'(c,x)=F,(cx), x>0,
paraaginc>0si y solosi Fy G son colas equivalentes con
H — ~ —_ A
le(r@rl F(X)/IG(x)=c".

Demostracion

Condicién suficiente

Supongamos que F (X) =G (X) cuando x ® ¥ para algin q > 0. Por la
proposicion 2.8 larelacion limite Ii(r;)rl F"(c,X) =F_ (X), X>0 esequivalentea
n

. = _ -a
Ir!gl nF(c, x) = x
paratodo x > 0. Paraesex, c,x® ¥ cuando n® ¥ y aqui, por colas equivalentes,
nG(c,x)~nq 'F(c,x)® q'x?,
e.d. nuevamente por laproposicién 2.8
. n _ a2y _ 1/a
im G" () = el (¢7x)*}=F, (¢"*x).
ahorafijamosc = q* y asf tendremos
. n _ la Va4 _
Ir!g}é G(c,x) = e<p{- (q x) }— F. (cx)

El otro sentido de la demostracion se la puede encontrar en Resnick, S.1. (1986)
Valores Extremos, Variacion Regular y Procesos Puntuales, proposicién 2.19.8

De los teoremas anteriores podemos resumir 10 siguiente:
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El MDA(F , ) consiste de f.d. que satisface la condicién de Von Misesy susf.d.
de colas equivalentes.
2.1.3.2 Méximo dominio de atraccion de la distribucion de Weibull

Aqui caracterizaremos el méximo dominio de atracciondey , paraa > 0.

Un hecho importante, aunque de ninguna manera obvio es que todas las
funciones de distribucion F en MDA(Y , ) tiene punto final derecho x finito. Y

como ya habfamos indicado que Y,y F, estdn estrechamente relacionadas, en
efecto

Y, xHY=F_(x, x>0

De aqui podemos esperar que todo MDA(Y,) y MDA(F,) estén
estrechamente rel acionadas. Se confirma esto en el siguiente teorema.

Teorema2.14 Méaximo dominio de atraccionde Y
Laf.d. F pertenece al méximo dominio de atraccion de Y, , a >0, s y solosi
% <¥y F (x—x% =x2L(x) paraagunafuncion suavemente variante L.

SFT MDA(Y, ), entonces

d
C'Ma=x) ® Y,

donde |a constante normalizada ¢, puede ser elegidacomoc,=x- F~ (1-n")y
dn =%

Su demostracion se puede encontrar en Resnick S.I. (1987) Extreme Values,
Regular Variation §

Debido a que las F 1 MDA(Ya ) presentan el punto final derecho finito en
algunas ocasiones no es una buena opcidn aplicar a model os de finanzas o model os

] T
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_ L

de seguros, ya que estos model os no deben tener limitaciones, aunque en la practica
todo tiene limite.

Anteriormente hablamos de la condicion de Von Mises para F_ ,ahorala

extendemosa Y, .

Corolario2.15 Condiciéon deVon Mises

Sea F unaf.d. absolutamente continua con densidad f, que es positiva en algin
intervalo finito (z, 9. S

e P00

— >0, (2.12y)
e F(Y

entonces FT MDA(Y , )-8

Aplicando la transformacion F*(x) = F(x-— x%), x> 0, laproposicion 2.13 puede
ser reformulada como sigue.

Proposicion 2.16  Propiedad de encierro del MDA(Y )

Sean Fy G dos f.d. con punto final derecho % = % < ¥ y asumimos que F 1
MDA(Y , ) con constante normalizadac, e.d.

lim F'(c,x+x:) =Y, (X), x <0.
entonces
Ii& G"(c,x+x:) =Y, (cx), X <0,

paraaginc>0si y solosi Fy G son colas equivalente con
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im E(x)/G(x) =c®.5

Notemos que el teorema de representacién para funciones suavemente variantes
implica que toda F 1 MDA(Y ) es cola equivalente de una f.d. absolutamente

continua que satisface (2.12yy).

2.1.4 La digtribucion generalizada de valores extremos y la distribucion
generalizada de Pareto

Anteriormente habiamos presentado que la distribucién de valores extremos
estandar, provee solo las leyes limites no degeneradas para maximos transformados
de v.aiid. La representacion uni - paramétrica de los tres casos estdndar en una
familia de distribuciones resultara ser util. Ellos pueden ser representados
introduciendo un parametro xtal que

x=a'>0 corresponde aladistribucion de Fréchet F ,
x=0 corresponde aladistribucién de Gumbel L
x=-a"<0 corresponde aladistribucion de Weibull Y ,

Definicion 2.17 Representacion de Jenkinson —Von Mises de las distribuciones de
valores extremos: Ladistribucion generaliza de val ores extremos (GVE).

Definimoslaf.d. H, por

donde 1 + xx > 0.
Aqui labasede H, correspondea

1

X>- X" para x>0,
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X<-X1'  paax<0,
X1 & para x=0.

H, esllamadaladistribucion generalizada de valores extremos estandar (GEV).§

Consideramos la distribucién H, como € limitede H . cuando x® 0. Con esta

interpretacién
H, () =epf- @+x0 ™}, 1+xx>0,

sirve como unarepresentacion paratodoxi &.

El siguiente teorema es uno de los resultados bésicos de la teoria de valores
extremos. De una manera analitica, da la informacion esencial, proporcionada por €l
méximo dominio de atraccién. Primero recordamos la nocion de la funcién cuantil

F~ deFy definimos

uth=F" @a-th, t>o.

Teorema 2.18 Caracterizacion del MDA(H, )
Parax] & los siguientes literales son equivalentes:
a) FT MDA(H,).

b) Existeunafuncion positiva, medible a(.) tal queparal +xx >0,

o Fusxaw) _1a+xg™ s x1o,

— 213
m—— 219

fe~ s x =0,

c) Parax,y>0,y* 1
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1 x* -
SUE)-U(s) T
=¥ U(s)-U(9) :In_x
finy

(2.14)

La demostracion de este teorema se la puede encontrar en Haan, L(1984) En
Variacion Regular y Sus Aplicaciones§

Nota: la condicion (2.13) tiene una interesante interpretacion probabilistica. En
efecto, seaX unav.aconf.d. FT MDA(H « )» entonces a (2.13) selareformulacomo

. aX-u 1+ xx) ¥ g xt0
lim P > x| X >u__'( y (2.15)

U- Xg a(U) I} Te_x s x =0.

de aqui (2.15) da una distribucion aproximada de excesos sobre un umbral u. El factor
escalar apropiado esa(u). Estainterpretacién seracrucial en muchas aplicaciones. §

En esta nota usamos la nocién de exceso. La siguiente definicion habla mas de
esto.

Definicion 2.19 Funcion de Distribucion de Exceso, funcion de exceso media
Sea X unav.aconf.d. Fy punto final derecho e Parau < X , u fijo,
F.)=PX—-u£x|X>u), x30, (2.16)
es lafuncion de distribucion de exceso delav.a X sobre el umbral u. Lafuncién
e(u) =E(X—-u| X >u)

es|lamada funcion de exceso media de X. 8

GréficoNo. 2.2

Funcioén de exceso media
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Este gréfico representa la funcion de exceso medio para distintos valores del

umbral u

El exceso sobre el umbral juega un papel importante en muchos campos.

TablaNo. 2.20

Funcién de exceso media para algunas distribuciones estandar

Pareto k+u g >1
a-1
Burr u
(1+o(®), at >1
t-1
Loggamma u
1+0(1)) a
——@+o)
Lognormal s 2y (1+ 0(1))
Inu-m
Benktander-tipo-I u
a+2binu
Benktander-tipo-I1 ut®
a
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Weibull Ir
u
(1+0()
ct
Exponencial | -1
Gamma b_lael+a-1+oaeigg
E ub §u oy
Normal Truncada u-1(1+ 0(1))

Ejemplo 221 Calculo delafuncion de exceso media

Usando la definicién de e(u) y la integracién por partes, las siguientes férmulas
son faciles de obtener. Ellas son (tiles para calcular la funcion de exceso media en
casos especiales. Supongamos por facilidad de representacién que X es un v.acon
f.d. Fy esperanzafinita. Entonces

e(u) = x&x- u)dF (x)/ F (u)

(2.17)
1
I:(u)o':(x)dx O<U<X.
siempre que F sea continua,
e(0)
F()=——exp i o—du x> 0. (218)
0 (W) fV)

Se sigue inmediatamente de (2.18) que una f.d. continua es Unicamente
determinada por su funcion de exceso media. §

Definicion 2.22 Ladistribucion Generalizada de Pareto (DGP)

Definimoslaf.d. G, por
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11- @)™ s x10,
G, (X) = i (2.19)
11- e~ s x =0,
donde
x3 0 s x30,

O£ xE -1/x s x<0.

G, esllamada la distribucion Generalizada de Pareto estandar (DGP). Se puede

introducir la familia de localizacién y escala GX;V’b reemplazando el argumento de x

anterior por (x —v)/ b paravi &,b>0.§

Como en €l caso de H,, G, puede ser también interpretado como €l limite de GX

cuando x® 0. Entonces, para economizar lanotacion, notaremos

.- 1/x
G, (X =1- E.‘hxlg xI Dx,b), (220)
i bg
donde
- 1[0, ¥) S x30,
x|l D(x,b) =i
flo.- bix] s x <0.

siempre que X tiene una DGP con pardmetros Xy b, esto es entendido como que X
tienef.d. G, .

La distribucién de Pareto generalizada ajustada es uno de los conceptos mas
utiles en la estadistica de eventos extremos.

Teorema 2.23 PropiedadesdelaDGP

a) Supongamos gque X sigue una DGP con pardmetros xy b. Entonces EX<¥ siy
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solo si x< 1. En €l Ultimo caso

o' 1
Eghixi - o r>-1/x,
b g 1+rx

k
& X , 00
E§|”§+—Xii =x*k!,  k ndmero natural
b oy

— . b
XG0 =y (T*D/IXPO

six<lrconrl [], entonces
b'Gx *-r
EX" = —+1G( 1)
TE1+x)
b) Paratodoxi &, FT MDA(H,)siysolosi

lim sup

Us Xp 0<xX<X:- U

Fu(X)- Gy ()] =0 (221)

para al gunas funciones positivasb.

c) Supongamosx I D(xb),i =1, 2, entonces

c_;xb(X1+X2) —
T2 =G (%) 222)
Gx,b (Xl) b ?

d) Supongamos que N es Poi(l ), independiente de la sucesion iid. (X,) con unaDGP
con parametrosxy b. Escribimos M , = max(Xy, X5, ..., X). Entonces

‘ 1/x
PM, £X) = e<p|-lgl+x
T

= Hx;u,y (X)1

QIIO

X9
b

o G ab
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donde m= bx'l(l X - 1) yY =bl*

€) Supongamos que X sigue una DGP con parametros x < 1y b. Entonces parau <
X,

b + ux

egu)=E(X-u|X>u)= b +ux >0.

Demostracion
a) Yy c) siguen por verificacion directa.

b) Previamente hemos probado en el teorema2.18 que F T MDA(H ,)siysolosi

lim[F, (%) - Go (0] =0

donde b(u) = a(u). Porque la DGP es continua, la uniformidad de la convergencia se
obtiene

lim sup

u- Xg 0<X<X:- U

Fu (X) - Gx;b(u) (X)| =0

para algunas funciones positivash.

d) inmediatamente obtenemos

¥ | n
PM, £ =a €' —G, (x)
n=0 -

o xg
=expj- | g”ﬁz y
1 g b
=epf- | G, (0}
1 1 X L -1/X
:e(p1|'-l §+Xx-x bEI _1)2 y x10.
§ bl : b
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—

el caso x= 0 reducea
P(M n £ X) =a(p{_ e—(X-bInl )/b}.

€) este resultado sigue inmediatamente de

e(u) = x&x- u)drF (x)/F (u)
: §

_ 1%
—m?jF(x), x> 0.

2.1.4.1 Ventajasy desventajas del modelo de Pareto

La distribucion de Pareto es muy Gtil en muchas situaciones. Sus principales
ventajas son las siguientes:
- La distribucion esta caracterizada con un solo parametro. Esto hace maés facil
obtener unaintuicion de su influencia
Matematicamente, ésta es facil de manejar. Todos los problemas pueden ser
calculados con la ayuda de formulas rel ativamente simpl es.
Se usa exactamente, y hay una buena cantidad de conocimientos en tipicos
valores de parametros para ciertos perfiles.

Sin embargo, la distribucion de Pareto tiene una desventaja:

Ladistribucion de Pareto tiene solo un parametro. Asi, esto no es muy flexible al
aproximar tan cerca como sea posible la distribucién de pérdida que actualmente
ocurre en el portafolio. Frecuentemente, por ejemplo, hay distribuciones de
pérdidas en el mundo real en las cuales tamafios de pérdidas medianas son mas
probables que pérdidas grandes o pequefias. Esto significa que las funciones de
distribucion de aquellas distribuciones tienen una inflexion o puntos de retorno.
La distribucion de Pareto no puede satisfacer sus requerimientos porque la
probabilidad decrece continuamente conforme el tamafio de la pérdida crece.

2.2  Fluctuacionesdelasestadisticas de orden

2.2.1 Preliminares
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A continuacién se extiende la teoria estudiada en la secciéon 2.1 a
comportamiento comun de muchas estadisticas de orden superior, recalcando que
estos proveen informacion en la cola derecha de una funcién de distribucién. Se
habla de las propiedades de las estadisticas de orden de un proceso homogéneo de
Poisson. Ademas, se realiza una pequefia sintesis de lo que son los extremos para
datos dependientesy la Teoria de Val ores Extremos para sucesi ones estacionarias.

A continuacion se define el conjunto ordenado

X, E..E X,

Donde X, = Min (Xg,....%) Y X1n = M, =max(Xy,....X,). Lavariable aleatoria X, es
Ilamada |a estadistica de orden superior k — ésimo.

Paraxi # introducimos lafuncién de distribucion empirica

1 . . 14 -
Fn(x):—card{l 1EVENn X £ x}:—é lix e, XI A
n Nia
donde |, eslafuncion indicadoradel conjunto A. Ahora,

Xin £ X siysolosi é L ix,5x) < K, loqueimplicaque
k
P(X,, £x)=P(F, (x)>1- ).
' n

Para un conjunto X,..., X, se nota la funcién de cuantil empirica por F_ .
Particularmente

F, =X, paal- 5 <t£1- u', parak = 1,...n.
n n

Notaa F~ (t):in‘ {XT R: F(X)3 t}0<t <1. Es la funcién cuantil de la
funcion de distribucion F.

Proposicién 2.24  Funcion de Distribucién delas estadisticas de orden superior
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k — ésimo.

Parak =1,..,.n F,eslafuncion dedistribucién de X, .. Entonces

b) Si Fescontinua, entonces

Fon(X)= Ofn @)F (2),

-¥

donde

fk,n(x>=an-k<x)ﬁ“(xx

funesladensidad de Fy,, con respecto aF.

Demostracion

a) Parani N sedefine

B, =a L ix,>x -

i-1

Es decir que B, es una suma de n variablesiid. de Bernoulli con probabilidad de
&xito

El oy = P(X >x) = F(x).

Deesto, sesigue queparatodox I &

Fk,n(x) = P( Bn < k)
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k-1
[¢}

-4 P(B, =r)

b) Usando lacontinuidad de F, calculamos

(k - 1)In(!n- k)l o " @F (@)

" -¥

ld t)n ktk 1d.t
()

nl
" (k- Di(n- k) F

~

> L o (
0@l

Q_)o

F(JF™ (x)= Fop (x)5
2

ﬂ
I

Teorema2.25 Densidad conjuntade las estadisticas de orden superior k

Si F es absolutamente continua con densidad f, entonces

nl %

163

TR CA ) ) F”‘k(xk)Q fx), X <.<X

Lema?2.26 Transformacion Cuantil

Sean Xy,...,X, iid. con funcién de distribucién F. Ademés sean U,,...,U, v.aiid.
uniformemente en (0, 1) y denotadas por U,, <..< U, las correspondientes

estadisticas de orden. Entonces se obtienen los siguientes resultados:

1. F° (Ul): X,
2. Paratodoni [],
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Xpn EEX)=(F U, ) FoU,L))

3. Lav.aF(Xy) tiene una distribucién uniforme en (0,1) si y solo si F es unafuncion
continua.

Observacién: La transformacién cuantil liga la distribucion  uniforme a otra
distribucién F. Una aplicacion inmediata de este resultado es la generacion de
ndmeros aleatorios. Asi, por ejemplo, los nimeros aleatorios exponenciales pueden
ser obtenidos de nUmeros aleatorios uniformes utilizando la transformacion E; = -
In(1- Uy).

Teorema2.27 Ley limite parael nlmero de excedentes

Supongamos que (U,) €s una sucesion en & tal que nlf(un)® t paraagin
t1 [0,¥] cuando n® ¥. Entonces
St
im P(B, £ k)=e'§ —, kil

n® ¥ =0 |

Demostracion

Parat T (0, ¥), es simple por el teorema de limite de Poisson como indicamos
anteriormente. Parat = 0, tenemos

P(B, £k)2 P(B, =0)=(1- F(u,))" :§[+ 08@9 ® 1
29

Parat = ¥ tenemos para un q > 0 arbitrario que nI?(un) 3 ( parangrande. Ya

gue laf.d. binomial es decreciente enq, obtenemos

P(B, £K) £ m%‘ﬂ
rgan

Q IO_‘
S |-Q
Q O
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Asi parak fija,

r

k
IimsupP(Bn£k)£e'qé_q—l® 0 gq® ¥
r!

n® ¥ r=0

deaqui P(B,£k) ® Ocuandon® ¥

k t r
Para lo contrario suponemos que lim F’(Bn £ k) =e" é — se cumple para
n® ¥ oI
r=0

k1 [o, pero NF (u,) notiendeat.

Entonces existe un t' 1 t en [0, ¥] y una subsucesién (ny) tal que

nFu,)®t ‘cuando k® ¥,y asi B,, converge débilmente a una v.a de

Poisson con pardmetro t’, contradiciendo a
k r

. ] t N

im P(B, £k)=e'§ —, ki N,

n®¥ =0 r!

Corolario 2.28 Distribucion limite de una estadistica de orden superior

SupongamosF1 MDA(H) con constantesc,>0yd,T . Sedefine,

H®(x)=H (X)EIM, x1 &. Entonces,
- r!

=

paracadak T [], sesigue que
lim P(c,;l(x,gn -d, )£ x)= H® (x) (2.29)
Por otro lado, si paraalgunki [

lim P(c,;l(xkn -d,)E x): G(x), xi &

n® ¥
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para una funcién de distribucién G no degenerada, entonces G = HY, para alguna
distribucion de valor extremo H y (2.23) se cumple paratodok T [.§

Aplicacion 2.29 Estadisticas de orden superior de ladistribucion de Gumbel

Por integracién parcial,

H(x)= k.1 1!d¥n‘ﬁ-(t5k-ldt =Gl InH(). 1 s

donde G, denota la funcion Gamma incompleta En particular, s H es la
distribucién de Gumbel, entonces

k
L®(x) = —5 e't“!dt= PEY E, >e "2
( €i=1 (%]

paraE,,...,Ev.aiid exponenciales estandar. Asi, si Y¥ tienef.d. L) , entonces

d k
vyW¥W=1n§ E.
i=l
La distribucion limite de la k — ésima estadistica de orden superior fue obtenida
considerando el nimero de excedentes del nivel u, de Xy,...,X..8

Teorema 2.30 Distribucion limite de la estadistica de orden ksuperior en un
conjunto aleatoriamente indexado

p
Supongamos que N(t)/t® Z se cumple para una v.a no negativa Z con
funcién dedistribucion F; y que

lim nF(c,x+d )=-InH(x), xi & sesatisface. Entonces,
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lim P(c;*(X, () - dn) £X)

= Rl ZnHER, ()« s
=Elg (- nHZ ()]

Demostracion
N(n)

o
Escribimos Bn =a I{xj>cnx+dn} , aplicando la probabilidad condicional se
j=1
obtiene que

~

°l_l€dﬂ(nf(c x+dn))§ exp‘l1 N (ninfu- E(CHX+d“)»g
izolle N g bn

k-1 )
e i—l.(- Z In H(x)) 2
i=0 '

L uego, tomando las esperanzas, se compl etala demostracién.§

2.3 Sintesisdela Teoriade Valores Extremos para sucesiones estacionarias

Teorema2.31 Ley limite parael méximo de una serie estacionaria

Supongamos que C '(M_ - d_ )3#4® G para aguna distribucion Gy
n n n

constantes apropiadas ¢,>0, d, T . Si se cumple la condicién D(c,x +d,) paratodo
real X, entonces G es una distribucién de valor extremo.
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Demostr acion

Recalcamos en primer lugar de lo estudiado anteriormente que F es una
distribucion de valor extremo si y solo si F esmax — estable. Luego,

P(M, £c,x+d,)=P*(M, £cx+d, )+o(l)® F*(x)
paratodo k 3 1, y todo punto de continuidad x de F. Por otro lado,

P(M nk £ anX + dnk)® F(X)

Por la convergencia del teorema del anexo A.7, existen constantes Ek >0y

d 1 «tal que

>
I

n® ¥ C n® ¥ C

paraYs,...,Y, v.aiid. conf.d. H,

d ~
max(Yy,...Y)=C, Y, +d, .§

La condicion D(u,,) es una condicion mas débil que muchas de las formas clésicas
de restricciones de dependencia.

D(u,): Paraenterosp,qy n
1£i, <...<ip <j, <..< jq £n

tal quej,-i,3 | setiene que

P&max X, £u_9- P?naxx £u 9P§naxx £u 3£a

i1 AUA,
donde A; = { oo p}, A, = {Il,...,lp} ya, ®0 cuando n® ¥
paraagunasucesionl =1, =o(n).

] T
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Ahora, se quiere encontrar condiciones suficientes para la convergencia de las
probabilidades P(M,, £ u,,) para unasucesién de umbrales dada (u,,) que satisface

nF(u,)® t (2.24)

paraalgint 1 [O,¥).

~

Desafortunadamente, no se puede reemplazar (l\/l n) por (M,)) sobre D(u,), todo
lo que se puede derivar es

lim inf P(M_£u )3 €'

n® ¥
A continuaci6n se introduce una segunda condicion técnica
D’(u,): Larelacion

[n/K]

lim lim spng P(X, >u,, X, >u,)=0

k® ¥ n® ¥ j=2

D’(u,) es una condicién de anti — agrupamiento en la sucesion estacionaria (X,,).
Hay que notar que D’ (u,) implicaque

o [n/K]
E a I{Xi>un,Xj>un} £[n/k]a. El {Xi>un,Xj>un} ® 0
1£i< j£[n/ k] j=2

Teorema 2.32 Distribucién [imite del méaximo de una serie estacionaria

Sea (X)) una sucesion estacionaria con una funcion de distribucion FT MDA(H)
para alguna distribucion de valor extremo H, existen constantesc,>0, d,1 « tal que

limnF(c,x+d,)=-InH(x), xi &

n® ¥
Asumiendo que para x 1 & las sucesiones (1) = (c.x + d,) satisfacen las
condiciones D(u,) y D’(u,). Entonces la igualdad anterior es equivalente a cada una
delas siguientes relaciones:
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Para finalizar con este capitulo, presentamos a continuacién un lema donde se
detallan las formas de chequear las condiciones D(u,) y D’ (u,).

Lema 2.33 Condiciones para D(u,) y D' (u,) para una sucesién gaussiana
estacionaria

Asumamos que (X,) es Gaussiana estacionaria y sea (I,) una sucesion de
ndmeros real es.

1) Supongamos que el lado derecho de

3 2
| -

n u u
PM, £u,)- F"(u, ) £ const ng lg(h) expi ———y tiendea
P, £u,)- F () 4 lles] i

g(h)| <1. Entonces D(u,) se cumple.

cero cuando n® ¥y UP .,
2  Siadicionamente lim sUp oy nf(un) <¥ . EntoncesD’ (u,) secumple.

3 S g(n)ln N®0 y lmsup,,, NF(U,)<¥ entonces ambas
condiciones D(u,) y D’ (u,) son satisfechas.§
La suposicion g(n)ln N® O esllamada condicion de Berman y esta condicion
es bastante débil, especial mente en el caso gaussiano.

2.4  Estudiodelosextremospor medio de procesos puntuales

Latécnica de los procesos puntuales nos da una guia dentro de la estructura de
las variables limite y procesos limite los cuales ocurren en la Teoria de Sumas, en la
Teoria de Valores Extremos y en el andlisis de Series de Tiempo. Mediante distintos
métodos se pueden encontrar excelentes resultados en excedentes, limites de las
estadisticas de orden superior, convergencia conjunta del maximo y minimo, récord,
etc.

] T



MEJIA-UQUILLAS: ESTUDIO DE EVENTOSEXTREMOSENFOCADO 171
A SEGUROS Y FINANZAS

_ L

Para comprender de lo que tratan las técnicas de los procesos puntuales es
necesario conocer Andlisis Funcional, Teoria de la Mediday ciertos argumentos de
convergencia débil. En esta seccion hemos tratado de disminuir al minimo estos
aspectos para que la comprension sea mayor.

Una idea simple de un proceso puntual N es tomarlo como una distribucion
aleatoria de puntos X; en el espacio. Para una configuracion dada (X;) y un conjunto
A, N(A) cuenta el namero de X T A. Es conveniente imaginar la distribucion de N
como las probabilidades

PIN(AY)= K1,...N(Ar)= Krn)

de todas | as posibles el ecciones de “ conjuntos buenos” Ay,...,A, Y todos los enteros
no negativosky,...,Km.

L os procesos puntual es méas importantes son aquellos para los cualesN(A) sigue
una distribucién de Poisson. Esto conduce a la medida aleatoria de Poisson N como

unageneralizacion del clésico proceso homogéneo de Poisson en [0, ¥ ) :

2.4.1 Notasbasicas sobrelos procesos puntuales
2.4.1.1 Definicién

Consideremos una sucesion (X,) de vectores aleatorios en el espacio de estado
E, donde Al E. Naturalmente, N(A) = N(Aw) es aleatorio paraun conjunto dadoA, y
sobre ciertas condiciones, N(.,w) define una medida aeatoria de conteo con puntos
X, en una s - élgebra € de subconjuntos de E. El espacio de estado E, es un
subconjunto de un espacio euclidiano de dimension finita, E esta equipado conlas -

agebra € delos conjuntos borelianos generados por |os abiertos.

Es conveniente escribir un proceso puntual usando lamedidade dirac g para  x

I E:
ils x1 A
A) = { . Al €
“W=log i A

Para unasucesion (x);s1 en E,

- _
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¥
mA) =Q e, (A)= d1=card{i:xil A}, Al €,

i=1 il A

define una medida contable en € lacual es llamada medida puntua s m(K) < ¥
paratodos |os conjuntos compactosK T E.

My(E) es el espacio de todas las medidas puntualesen E provistasde unas
- dlgebraapropiada M ,(E).

L os procesos puntual es que estamos interesados pueden escribirse a menudo de
laforma

para una sucesion (X,) de vectores aleatorios d— dimensionales. Entonces, para cada
wi W,
3
N(Aw)=a exi(w)(A), Al €,
i=1
define una medida puntual en €.

Ejemplo 2.34 Procesos puntual es de excendentes

Estos procesos estédn muy relacionados con la Teoria de Valores Extremos.
Sea u un nimero real y (X,) unasucesion de v.a. Entonces el Proceso Puntual de
Excedentes

N, ()= é e (Nxog, n=12.., (2.25)

conE= (O,l] cuenta €l nimero de excedentes del umbral u de la sucesion X;,...,X,,.

Por gjemplo, tomando todo el intervalo (0,1] . Entonces,
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N, (01 =cardfi:0<nlig1 y X, >uf
=card{i £n: X, >ul.

Se puede ver inmediatamente la relacidn estrecha que existe con la TVE. Por
giemplo, sea X, lak — ésima estadistica de orden mas grande del conjunto Xj,...,.Xp.
Entonces,

{N,(01] = 0} ={card{i £n: X, >u} =0}
={Ningun X;, i £ n, excede u} (2.26)
={ max(Xy,....X;,) £ u}

{N,(01] <k} ={card{i £n: X, >u} <k}
={Menosdek entrelos X;,i £ n, exceden u}

HXn £ U}. (227

Notamos que el proceso puntual de excedentes puede ser escrito de laforma

N, () = én € x (), n=12., (2.28)

i=1

conE= (0,1] C (u,¥) bi — dimensional .§

2.4.2 Procesos puntuales de excedentes

En esta seccion se mostrara la convergencia débil de una sucesion (N,) de los
procesos puntuales de excedentes a un Proceso de Poisson Homogéneo N en el

espacio de estado E = (0,1] .
La sucesion (X,,) es supone que esiid. o estrictamente estacionaria que satisface
dos suposiciones D y D¢Seccion 2.3.

2421 CasollD

Asumamos que las X, son v.aiid. y sea (u,) unasucesion de umbrales reales. De
laproposicion 2.1 setiene que , paracualquier t1 [0, ¥], larelacion
P(M ZE un)® exp{- t } semantiene si y solo si

-
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nF (u, )= Eéfl i) ® t (2.29)
i=1

Esta Ultima condicién asegura que hay en promedio de aproximadamente t
excedentes sobre el umbral u,,

Teorema2.35 Convergenciadébil de procesos puntuales de excedentes, caso iid.

Supongamos que (X,) es una sucesién de v.a iid. con funcion de distribucién
comun F. Sea (u,) una sucesion de umbrales tales que (2.27) se cumple para algun
t1 (0, ¥). Entonces el proceso puntual de excedentes N,, converge débilmente en

My(E) a un proceso de Poisson Homogéneo N en E = (0,1] con intensidad t. N es
MAP(tc. ¢), donde ¢. ¢denotala medida de Lebesgue en E.

Demostracion

Asumimos que el proceso limite N es un Proceso Homogéneo de Poisson en
[O, ¥ ) . Aplicando el Teoremade Kallenberg (anexo A.8).

Notamos que paraA:(a, b]i (a, b] lav.a

Nn (A) = é. en-li (A)I{xi>un}
i=1

[o]
a x>

a<n %i£b
[no]

= | .
i:[nae;]ﬂ{ X;>Uup}
es binomial con parametros ([nb] - [na], If(un)) Asumiendo (2.29),

EN, (A) = (o] - [na])F(u, )~ (n(b- a)lin"t )=t (b- a) = EN(A),

lo que pruebaque EN | (A) ® EN(A).
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Asi, basta probar que P(Nn(B) :0)® P(N(B) =O). Como N(A) es

binomial y como se cumple (2.29), tenemos que

PN, (A)=0)= FI™Hel(y, )
= exp{([nb] - [na])in(t- F(u,)}

® exp{-t(b- a)}.

Recordando la definicién del conjunto B del Teorema de Kallenberg vy

considerando laindependencia de las X;, concluimos del resultado anterior que

P(N,(B)=0)=P(N,(c.d;]=0,i =1...k)

X Eu,,i=1.., kg
P T

0

6k

) PLLI, X

= é P(Nn(ci,di]:O)
® Oeol-t(d-c)

1
[y

Por otro lado, por |a propiedad de Poisson de N,

k

P(N(B)=0)= expf- t|Bl} = exp.-té(- a)y

i=1

o

Lo que prueba el teorema. §

Ejemplo 2.36 Continuacién del giemplo 2.34

Una aplicacion de este dltimo Teorema junto con las ecuaciones (2.26) y (2.27)

nosllevaaque
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P(X,, £u,)=P(N,(01]<k)® P(N(01]<k)=e' § —

Esto nos permite derivar la distribucion limite de la k — ésima estadistica de orden
dado F en el MDA en unadistribucion de valor extremo. §

Si se tienen dos sucesiones de v.a (X;), (Y;) iid., suponiendo que Y; es positiva
con probabilidad 1y fijando T;=Y; + ... + Y. Entonces N¢(t) = card {i 'T. £ t} define

un proceso de renovaciéon. Aqui consideramos el proceso puntual de excedentes
correspondiente

~ . Ngn)
Nn () = a en'l'ri (')I{Xi>un} ! (2.30)
i=1

en el espacio de estado E = (0,1] . LaLey fuerte delos grandes nimeros implica que
N'Tpy Y%® XEY, =X " para § (01] y entonces se puede esperar un

resultado similar a del teorema 2.35.

2.4.2.2 Caso estacionario

En esta seccion se hablara del problema de encontrar la distribucién limite del
maximo M, y de las estadisticas de orden superior de un conjunto de una sucesion
estrictamente estacionaria (X,). Asumimos que las condiciones D(u,) y Du,) se
mantienen para la sucesién de umbrales (u,). La condicién Dd¢u,) tiene una
interpretacion intuitiva en el lenguaje de los procesos puntuales: Si (u,) es escogida
para satisfacer nI?(un ) ®tl (O,¥ ) entonces existe un promedio aproximado de

t excedentes sobre u, para X,....Xn, y asi t / k entre Xy,...,.X[ny.

Teorema 2.37 Convergencia débil de procesos puntuales de excedentes, caso
estacionario.

Supongamos que (X,) es estrictamente estacionario y (U,) €s una sucesién de
umbrales tal que (2.29), D(u,) y Dqu,) se cumplen. Sea (\,) e proceso (2.25).

] T
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d
Entonces N, ® N en M,(E), donde N es una MAP homogénea en E = (O,l] con
intensidad t .

Demostracion

Aplicamos el Teoremade Kallenberg (anexo A.8). Laprueba de que
EN,(A)® EN(A)

se la redliza de la misma forma que en la demostracién del teorema 2.35. Entonces,
basta probar que

haciendo uso de D(u,) y D’ (u,) .

Por simplicidad, nos restringimos a los conjuntos B = (Cl, dl] E (CZ, d2] con
0<c;<d;<c,<d, £1. El casogenera puede ser demostrado por analogia.

Tomando (a, b]i (0,1]. Usando la estacionariedad de (X,) y € Anexo A.9
obtenemos que

N, (a,b]=0)= PR max X, £u,2 s

ig[nb]-[na]
*)
® exp{-t(b- a)}= P(N(a,b] = 0)

Delacondicion D(u,) concluimos que
P(Nn(B) :O) = P(Nn(cl'dl] =0,N (Cz’dz] :0)

= pZ max X; £u,, max X£u_
c; <n’%i £d, c,<n’l£d, g

=P& max X, £, Opge mex X, £u 940(1)
8c<n i£d, g c,<n Yi£d, 7}
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Ladistancia entre dos conjuntos

A :{[ncl]-'-l""’[ndl:ﬂ y A :{[ncz]"'l""’[ndz]}

excedeen(cz-dl)n>ln:0(n) loqueimplicaquea ® 0. Asi, por (*),
P(N,(B)=0)® exp{-t ((d, - ¢,)+(d, - ¢, )}} = P(N(B)=0),

Asi, por el teoremade Kallenberg se prueba este teorema.§

Ejemplo 2.38 Probabilidades limite de las estadisticas de orden superior

Supongamos que las suposiciones del teorema anterior se mantienen. Entonces,
P(Xk’n £ un) = P(Nn(O,]_] < k)® P(N (0’1] < k) —et aL

Ahora es inmediato que nosotros podamos derivar la distribucion limite de una
estadistica de orden superior X, por laforma tradiciona. Sea (Xn) una sucesion

asociadaiid. tal que X y >? , tienen lamisma distribucién y se denota sus estadisticas
de orden en lavianatural por X, .8

El teorema del anexo A.15 muestra la semejanza entre e comportamiento
asintético de los extremos de la sucesién estacionaria (X,) y de una sucesién

asociadaiid. ()~(n)

Lo importante ahora es generalizar estos resultados a un vector finito de
estadisticas de orden. Esto es, obtener las probabilidades de laforma

P(x,, £u?,... X,, £u¥)
de k sucesiones de nimeros reales

u g . gu? (231)
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Para esto es apropiado introducir un vector de k procesos puntuales de
excedentes, uno para cada sucesion de umbrales. Como los excedentes de los niveles
u,” estdn muy relacionados unos con otros, ya que un excedente de u,” es
autométicamente un excedente de u,"*” es posible por un argumento geométrico el
reducir €l problema de k excedentes a la convergencia débil de un proceso puntual

sobre (O,l]' i
Antes de esto se introduce una condicion andlogaa D(u,) k —dimensional.

Suponemos dadas lask sucesiones de (2.31).

Condicién Dy(u,): Parap, qfijosy para enteros cualquiera
1£1, <...<ip <j,<..< jq £n
tal quej; - i,® | setiene que
|P(X £us) m=1,... pX Eu® r=1.. q)
- P(X,, £u m=1...p)P(X, £UF 1 =1..0) |£a,,,

para cualquier entero 1 £ 5, S¢£ k, y dado que a,; ® 0 cuando n® ¥ paraalguna
sucesion | =1, =o(n).

No es necesario extender la condicién Du,) pues se puede asumir que D&u,")

se mantiene separadamente para cada i= 1,..k. Asi, podemos escribir como en la
Seccidn 2.2.

B{" :én o) N3 LI=1K,

i=1

a niimero de excedentes de u, para X1,...,.Xn.

Teorema 2.39  Convergencia débil conjunta del nimero de excedentes, caso
estacionario.

-
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Sea (X,) una sucesién estrictamente estacionaria y supongamos que las
sucesiones (") satisfacen (2.31) y que nf(uﬁ”)@ t 1 (O,¥), i=1..k.
Asumimos que |as condiciones D&u,") y D(u,) se satisfacen.

Entonces, para I1,... k3 0,

P(Brgl) = (l,Brgz) = £l+f2,___, Brsk) = €l+"' +£k)®

tfl(tz'tl)ﬁzm(tk'tk-l)éke—tk’n® Y . 8
‘, ‘! !

Corolario 240 Ley limite conjunta de las estadisticas de orden superior, caso
estacionario.

Asumamos que A MDA(H) con constantes normalizadas c, > 0y constantes
centradas d,T & Ademés las condiciones Du,) y Di(u,) son satisfechas por todas
|as sucesiones u, = ¢.x +d,. Entonces, larelacion limite

(1 (X0 - dn))i:lmk e (YY), ., k3®1n® ¥,

se cumple, donde (YV,....Y®) eslavariable extremak — dimensional correspondiente a
ladistribucion de valor extremo H.§

3. Principales herramientas estadisticas par a eventos extremos en finanzas
3.1 Preiminares

El problemaesencial consiste en determinar la distribucién de los valores minimos
y maximos en muestras de tamafio n, obtenidas al azar de una cierta distribucién
subyacente dada F(x). El punto importante radica en que los extremos no estan fijos,
pero son variables estadisticas nuevas que dependen de la distribucion subyacente
y del tamafio muestral.

En muchos problemas précticos de ingenieria, no se conoce la forma exacta de la
distribucion y tienen que plantearse supuestos con respecto a su forma. En general
son tres las distribuciones estandar que siguen los valores extremos: Weibull,
Fréchet y Gumbel.

] T
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En general, cuando |a funcién subyacente de densidad de probabilidad esf(x) y la
funcion de distribucién acumulativa es F(x), entonces la distribucion del valor minimo
en muestras de tamafio n esté dada por lafuncion de densidad de probabilidad

h,(x) =nf (Q[L- F(X)]"*
y lafuncién de distribucion acumulativa correspondiente es
H, (x) =1- [t- F(x]]’
lamoda de h,(x) eslasolucién de laecuacion

d
—h (x)=0
> h (X)

Si la experiencia muestra que los logaritmos de una serie de picos estan
distribuidos de manera aproximadamente normal, que es |o que sucede en general en
el caso de corrientes fluviales, la probabilidad de exceder un flujo Q (evento
conocido como excedencia) es

y
:1-# ~

1 (y-y)r2s
- de
T, s, V2p .

PQ) =

w

donde y = log x (x variable original), y T, es el periodo de retorno y se define como el
promedio esperado de tiempo entre eventos extremos especificos.

3.2 Andlissexploratorio dedatos
Es necesario mirar los datos antes de ocuparse de los andlisis estadisticos. En la
actualidad con la facilidad que nos brindan los sistemas de computacion, la

exploracion de los datos gréficos se ha tornado més y més importante. En la seccién
siguiente discutiremos algunos de |os métodos gréaficos mas usados.

3.2.1 Gréficosde Cuantil y Probabilidad
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Dado un conjunto de datos a ser analizados, usualmente su analisis empieza con
un histograma, uno o méas graficos de caja, un grafico de la funcion de distribucion
empirica; en el caso multidimensional, un gréfico de dispersion en formade matriz. En
el temadel proyecto nos restringimos, sin embargo, al caso unidimensional y con una
previadiscusion al problema.

Posteriormente, se encuentra una funcién de distribucion F que sea un buen
modelo para losdatosiid. X, X, ..., X, y se define el conjunto ordenado Xon £
... £ X3, La teoria bésica que caracteriza los graficos de probabilidad es la
transformacion cuantil del lema2.26 €l cual implicaque paraF continua, lasv.a U; =
F(X), parai =1, 2, ..., nsoniid. uniformesen (0, 1). Sobre todo

(F (Xn,k))k:l,..n i(U k,n) k=1,...n»

de esto se sigue que

EF(x, )= K o
’ n+1

También note que F(X,,) = (n—k + 1)/n, donde F, eslafuncién de distribucién
empiricadeF.

GréficoNo. 3.1
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Este gréfico esllamado de probabilidad (PP_Plot), y selo construye graficando

e n+1 éll

—_)——

F(x,), KO g ng

sin embargo, mas comudn es graficar

San- k+1g0

i 0
(&, @k gy (31)
1§ &+l gy b

que normalmente es conocido como & Gréfico Cuantil (QQ_Plot). En ambos casos la
aproximacion lineal del trazo esjustificada por €l teoremade Glivenko-Cantelli.

Existe varias variedades de (3.1) del tipo

{Xn. F (pn): k=1..n} (32)

donde py, es unacierta posicion del trazo. Normalmente son el egidos

_n-k+d,
n+g,

con (d,, g.). Enlamayoriade casos tomamos (3.1) 0 (3.2) con

k,n
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_n-k+05

Pxn
n

Paraladistribucion de Gumbel
L(x):exp{- e'x}, x1 &,

el método es aplicado facilmente y lleva a la llamada graficacion doble logaritmica.
Supongamos por el momento que Xy, X,, ..., X, provienen de L. Con este fin, tomamos
el conjunto ordenado y graficamos X, , asl L™ (pxn) = - In(- In py,), donde py, s
una posicién en €l gréfico como lo hemos discutido anteriormente. Si la distribucion
de Gumbel provee un buen gjuste a nuestros datos, entonces este QQ_Plot deberia
verse mas o menoslineal.

GréficoNo. 3.2

QQ_Plot
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1 ’j‘ o*
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24

Xk,n

En este gréfico se utilizé latransformacién de Gumbel.
Sin embargo, los datos tienen pardmetros de escala y localizacién donde en

algunos caso my y son lamediay ladesviacion estandar de X. Un QQ_Plot usando
estos datos debe ser aln lineal, con pendiente y e interseccién m Por eemplo

] T
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usando regresién lineal, se puede deducir una buena estimaci6n de |os pardmetros.

Hemos considerado solo familias de escala y localizacion. En € caso de las
distribuciones de valores extremos generalizados (VEG), (definicion 2.17),

-1/x
H’ Lex X2 M
y

mo 30,
4]

o

F . 1+ (x- M/(ax) para X>m-ax, x=1/a >0
Y, (- 1- (x- M/@ax))) para x<m+ax, x =-1/a <0

L((x m/y) para x real, x =0

1
—— —‘—y—l- —_——

ademés del pardmetro de localizacion mi &, del pardmetro de escalay > O interviene
un parametro de forma x 1 &, haciendo que la interpretacion del QQ Plot sea
inmediatay mas delicada. Un método preferido para pruebas graficas si las muestras

provienen de Hyy, deberia ser obteniendo primero un estimador X de x, por uno de

los métodos que expondremos a continuacion, y consecuentemente se realiza un
QQ_Plot usando H,o; donde my y pueden ser estimadas o por inspeccién simple o
por medio de regresion lineal. Estas estimaciones preliminares son frecuentemente
usadas como valores iniciales en los procedimientos de iteracién numérica.

3.2.2 LaFuncién de exceso media

Otra herramienta grafica til, en particular para discriminacion en las colas, es la
funcién de exceso media. Y a habiamos introducido esta definicién en el contexto de
VEG, definicién 2.19.

La cantidad e(u) esfrecuentemente referida acémo el exceso medio pasael valor
del umbral u. Esta interpretacion sera crucial en la seccién 3.5, en un contexto de
seguros. e(u) puede ser interpretada como el tamafio de reclamo esperado en un
intervalo ilimitado, sobre la prioridad u. De aqui e(u) es también Ilamada funcion de
pérdida de exceso media. En un contexto médico y de seguridad, e(u) es llamada
funcion de vidaresidual de exceso medio. En el contexto de administracién de riesgo
financiero, cambiando la cola derecha a la cola izquierda e(u) es conocida como
déficit. Un resumen de lafuncién de exceso media mas importante podemos encontrar
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en latabla2.20.

Ejemplo3.1 Algunas propiedades elementales de lafuncidn de exceso media

S X esta distribuida exponencialmente con tasal , entoncese(u) = 1/I, paratodo
u > 0. Ahora supongamos que X es unav.a no acotada ala derechadelaf.d. F. S

paratodoyl ,

F(x- u) _ .

— 3.3
im0 (33

paraagungl [0, ¥], entonceslimeye(u) =g §

Una prueba grafica para el comportamiento de la cola puede ahora ser basada en
la funcién de exceso media empirica g,(u). Supongamos que Xi, X, ..., X, son iid. con

f.d. F y denotamos F, laf.d. empiricade Fy D(u) = {i:i =1, 2, ..., n, X > u},
entonces
,(U) = o F )y = & (X -u), us 0, @
" F.(u) u " cardD, (U) i p, () I ’ o

con laconvencion de que 0/0 = 0. Un gréfico de exceso medio (ME_Plot) consiste en

{Ken» &(X%n): k=1,2,....,n}.

GréficoNo. 3.3

ME_Plot
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En estos graficos se puede dar cuenta que la cola de la distribucién de los datos
pertenecientes al ME_Plot de |a derecha es mas pesada que la cola de distribucién de
los datos pertenecientes a otro gréfico (observar las distintas inclinaciones).

L as propiedades estadisticas de e,(u) pueden ser nuevamente derivadas por uso
de teoria de procesos empiricos relevantes. Para nuestro propdsito el ME_Plot es
usado solo como un método grafico, especialmente para distinguir modelos de colas
livianas y colas pesadas. Una precaucién que es importante considerar es que los
graficos deben ser interpretados cuidadosamente, ya que debido a la dispersion de
los datos disponibles para el calculo de e,(u) paravalores grandes de u, los gréaficos
resultantes son muy sensitivos a cambios en los datos haciael fin del intervalo.

3.2.3 Méodo de Gumbel de excedentes

Hay una multitud de resultados analiticos completamente faciles concerniente a
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eventos extremos que producen informacién previa Gtil en los datos. El primer
método es el de Gumbel de excedentes, que trata de analizar €l nimero de
observaciones que en el futuro excederan losrécord pasados (seccién 3.2.5).

Sea Xon < ... < Xy, las estadisticas de orden usuales de la muestra X, X, ..., %,
fijos en una sucesion iid. infinita (X;) con f.d. continua F. Tomamos la k_ésima

estadistica de orden superior X, como un valor inicia y denotamos S (K),r 3 1,
entonces el numero de excedentes de X, enlasproximasr observaciones X,

S'(K) = A lx,ox, )

i=1

Posteriormente por facilidad de notacion escribimosSpor S (K) .

Lema3.2 Estadisticasdeordeny laf.d. hipergeométrica

Lav.a Sdefinidacomo antes tiene unadistribucion hipergeométrica, e.d.

aa+n- k- j('_jgg'+k-19
P(S = ')—gn' k B g i =01....1. (35
=j)= 2+ 15 , ] =014,...... I (35)

b

Demostracién. Condicionando, tenemos

P(S=]))= PSS =]1X, =u)dF,(u),
donde F,, denota laf.d. de X, ,. Ahora usando el hecho que (Xi, Xz, ..., X) ¥ (Xis1,
..... , Xur) SONn independientes, que é ir:l I {X,>u} tiene una distribucién binomial con
parametrory F (U) ,y dela proposicion 2.24 que

n! Nk ko1
—(k i k! F™ (uF*“*(u)dF(u)

] T

dFk,n (U) =
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se obtiene (3.5) §

Nota: Se obtiene inmediatamente de la definicién de Sy de los argumentos dados en
la demostracion anterior que ES = rk/(n+1) para un ndmero importante de
excedentes del umbral aleatorio X .

Ejemplo 3.3
Supongamos n = 270, r = 12. Queremos calcular:

a) la probabilidad p, = P( S° (K) = 0) que no existan excedentes de X, s, k

3 1, enlas proximas doce observaciones.

b) la probabilidad p, = P( S5 (K) = i) que existan i excedentes, i=1,2, ..., 5 de

Xi270, k3 1, enlas proximas doce observaciones.
Solucién
a) Paraj=0laférmula(3.5) sereduce a

n(n-1...(n- k+1)
(r+n)(r+n-D...(r+n- k+1)’

P(S"(K) = 0) =

en formatabulada obtenemos paran =270y r =12,

| 1 2 3 4 5 6
0 |0.95744681 0.9165504 0.87727828 0.83954588 0.80330649 0.76850621

Se observa que la probabilidad de no tener excedentes del valor mas grande, en
las préximas doce observaciones es de 0.957447.

Asi, si tenemos 270 datos de puntos mensual es encaminados a designar un cierto
estandar igual alaterceraobservacién mas grande, hay cercadel 88% de posibilidad

de que ese nivel no sea excedido durante el préximo afio.
b) Paraj=1,...,5usandolaférmula(3.5) setiene

i\« 1 2 3 4 5 6

- _
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0.0408874 0.0785622 0.1449575 0.1740014
1 1 3 0.1131972 6 1 0.20047988
0.0016062 0.0046461 0.0089580 0.0143910 0.0208045
2 9 5 5 9 2 0.02806718
5.7573E- 0.0002228 0.0005389 0.0010428 0.0017652
3 05 4 9 3 3 0.0027316
1.8639E- 9.0502E- 2.6364E- 5.9726E- 0.0001159
4 06 06 05 05 6 0.00020262
3.1479E- 1.0737E- 2.7901E- 6.1168E-
5 5.383E-08 07 06 06 06 1.1919E-05

Se mira que la probabilidad de tener un excedente de la tercera observacion mas
grande en las siguientes 12 observaciones es de 0.1131972.

GréficoNo. 34
1.1 q
0.9 A . - : '
0.7 1 - :
i 0.5 A
0.3 1
0.1 4 -7__--_‘-_-----‘---‘
k
T j=0=-==:=1 =2

Este gréfico indica las probabilidades de que no existan excedentes, que
exista un excedente y que existan dos excedentes en las siguientes doce
observaciones paradistintos valoresde k. §

3.2.4 El periodo deretorno

En esta seccién estamos interesados en analizar inquietudes como: ¢Cudl es €l
tiempo medio esperado entre dos eventos extremos especificos?

] T
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Esta inquietud esta normalmente enfocada en el siguiente sentido. Sea (X;) una
sucesion de v.as con f.d. continua F y u un umbral dado. Consideramos la sucesién

(l {x; >u}) dev.aiid. de Bernoulli con probabilidadp = F (u). Consecuentemente, €l

tiempo de la primera ocurrencia es
L(u) =min{i 3 1. X;> u},
e.d. e tiempo del primer excedente del umbral u, es unav.aconf.d. geométrica.
P(L(u)= k)= (1-p)p, K=1,2...
Notemos que lasv.aiid.
Ly(u) = L(u), Lpea(u) =min{i > Ly(u): X;>u}, n3 1,

(X,) describe los periodos de tiempo entre los excedentes sucesivos de u. E
periodo de retorno del evento {X, > u} es entonces definido como EL(u) = p'=

(F (u))%, quetiendea ¥ cuandou® ¥.

Todas las inquietudes de periodos de retorno pueden ahora ser aclaradas
simplemente con | as correspondientes propiedades de |a distribucién geométrica.

Definamos
& 4 -
rn=PLUEK =pa (@- p)'=1-1- p)*, kI N.
i=1
Aqui ry es la probabilidad de que exista a menos un excedente de u antes del
tiempo k(o en las k observaciones). Esto daunarelacion 1 - 1 entrer, y el periodo de
retornop™.
La probabilidad que haya un excedente de u antes del periodo de retorno es

P(L(u) £ EL(W)) = P(L(W) £[1/p]) = 1~ (1-p)",

Donde K] es la parte entera de x. Para un umbral alto e.d. cuando u- ¥ y
consecuentementep 0, obtenemos
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limP(L(u) £ EL(W) =lim(1- (L- p)"'")
U p
=1- " =0.63212.

Esto demuestra que para un umbral ato la media de L(u) es méas grande que su
mediana.

Ejemplo 3.4 Periodo de retorno, evento de t afios

En un contexto de seguros, una estructura es asegurada en base de que al menos
en los siguientes 30 afios no existamés del 7.5% de riesgo defalla

Qué implica esta informacion para €l periodo de retorno? Usando el lenguaje
anterior, laingenieriatraduce esto a

P(L(u) £ 30) £ 0.075

Aqui asumimos que una falla de estructura por cada afio i puede ser modelada
por medio del evento {X; > u}, donde X es una componente critica de estructura
dependiente. Asumimos la propiedad de iid. paralas X.. De la condicién anterior se
tiene que P(L(u) £ 30) =1 — (1 — p)* = 0.075, lo que implica inmediatamente que p =
0.002595344, e.d B_(u) = 385. En lenguaje de seguros se habla en este caso alrededor
deun evento en 385 afios.

Laimportancia de la proxima pregunta concierne laimplicacién del requisito de un
evento en t afios paraun valor de umbral establecido. Por definicidn significa que
parael umbral correspondiente u,

t= EL(U,) ==,
F(u,)
de aqui
u =F" @ th.

En este gemplo usgs = F ( 0.9974). Esto nos lleva una vez maés al problema de
estimacion del cuantil alto. 8

-
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Ademas nos lleva a concentrarnos en |o que se necesita para una solucion de los
siguientes problemas:

Encontrar una estimacion confiable parael cuantil alto de datosiid.
Como los datos en la préctica se presentaran dependientes o no estacionarios,
encontrar un procedimiento de estimacion cuantil para este tipo de datos.

3.2.5 Record como una herramienta exploratoria

Supongamos que las v.a X; son iid. con f.d. F. Un récord X, ocurresi X,> M, ; =
max(Xy, X, ... , %.1)- Por definicién tomamos X; como récord. En las definiciones
anteriores usamos lenguaje de procesos puntuales con el fin de describir récord y

tiempos récord L,. Los Ultimos son los tiempos aleatorios en los cuales el proceso
(M,) salta. Se define el proceso de conteo de récord como

Ny =L N, =1+3 ljxom 3, N3 2.
k=2

Lema3.5 Momentosde N,

Supongamos (X)) son iid. con f.d. F continua y {,) definida como antes.
Entonces

n 1 n
EN,=a—~ vy va(N)=a
k=1 K

Demostracion

De ladefinicion de N, obtenemos
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EN, =1+Q P(X, >M,,)
k=2
Cr; ¥
=1+ P(X, >u)dP(M,, £ u).

k=2_y

ahora usamos P(My.; £ u) = F“*(u). De donde,

LS

EN, =1+§

n
o
k=2

OP(X, >u)dF**(u)

=1+ 8 (k- 1)2‘)t>(xk > U)F 2 (u)dF (u)

k=

=1+ 8 (k- 1)81- FU)F* 2 (u)dF ().

k=2

Haciendo el cambio de variable setiene que,

n 1
EN, =1+Q (k- DYL- vV dv

k=2 0

de donde

EN, =1+ § (k- p&EL - 10
k=2 ek-1 kg
:1+é1,
k=2

~| =

y por lotanto EN,, =

=~

1 Qo5

1
Delamismamanera se puede demostrar lavarianzade N,. 8

Notemos que la EN, y la var(N,) son ambos de orden Inn cuandon ® ¥. Mas
precisamente, EN,,— Inn ® g, donde g= 0.5772... que esla constante de Euler.

] T



3.3

MEJIA-UQUILLAS: ESTUDIO DE EVENTOSEXTREMOSENFOCADO
A SEGUROS Y FINANZAS

Como una consecuencia: €l nimero de récord de datosiid. crece muy lentamente.

195

L

A continuacién presentamos una tabla de algunos resultados de récord que
tendriamos que esperar para distintasn observaciones.

TablaNo. 3.6
n=104k = EN, Inn Lnn+g /V’o‘f( N_
1 2.9 2.3 2.9 1.2
2 5.2 4.6 5.2 1.9
3 7.5 7.0 7.5 2.4
4 9.8 9.2 9.8 2.8
5 12.1 11.5 12.1 3.2
6 14.4 13.8 14.4 3.6
7 16.7 16.1 16.7 3.9
8 19.0 18.4 19.0 4.2
9 21.3 20.7 21.3 4.4

En estatabla se muestra €l nimero esperado de récord EN,, en unasucesion (X,) iid.,

junto con la aproximacion

asintética Inn,

JJVar(N, ) , basadosen e lemaanterior.

Inn + g vy la desviacion estandar

Estimacion de parametros para la distribucion de valores extremos

generalizada

Retomamos la definicion de distribucion de valores extremos generalizada

H = exp

X,my

En el caso de que x= 0 corresponde aladistribucion de Gumbel

i_§+x y

Hx,my = exp{- e

-1/% gy
mg " §!
= y,
o

b

4wmw}

X
1+X

x| W

M=o

(36)

37
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El pardmetro g = (x, my) T & X & X ., consiste en un pardametro de forma x, un
parametro de localizacion my un pardmetro c escala y. La metodologia de la
estadistica estandar de la teoria de estimacion de parametros es valida si nuestros
datos consisten de una muestra

X1, X, s %o iid. de Hg (38)

M encionamos aqui |a suposicion de que la v.a X; tiene una distribucién de valor
extremo exacta H, lo cua no es tal vez lo més realista. En la proxima seccion
retornamos a la suposicion mas robusta de que los X; tienen aproximadamente una
distribucion Hy. La“proximalidad” serainterpretada como “perteneciente al MDA”.

Paralafijacion del maximo anual:

L os datos son vélidos cuando los X;, pueden ser interpretados como maximo en
periodos disjuntos de tiempo de longitud s, estos periodos, muchas veces, son de un
ano, este periodo de tiempo es elegido paraintentar compensar |a estacionalidad intra
ano. En lo que los datos original es pueden mirarse como

Donde los vectores (X®) se supone son iid. Pero en cada vector X" los
componentes pueden ser dependientes. La longitud del tiempo s es elegida de tal
manera que las condiciones de arriba son probablemente satisfechas. La muestra
bésicaiid. de H, en la cual lainferencia estadistica esta siendo ejecutada entonces
consiste de

Xi=mad X, ... X0}, 1=1,....n. (3.9)
Referente a estudios realizados y a que frecuentemente s es un afio, lainferencia
estadistica para H, basada en los datos de la forma (3.9) se refiere a como gjustar el

méximo anual.

Luego expondremos algunas de las principales técnicas para la estimacién de g

] T
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en modelos como los de (3.8).

3.3.1 Estimacién de maxima verosimilitud

El modelo (3.8) corresponde al caso paramétrico estandar de inferencia estadistica
y aqui, en principio, puede ser resuelto por € método de maxima verosimilitud.
Supongamos que H, tiene densidad h,. Entonces la funcion de verosimilitud basada
en el dato X = (X, X, ..., X,) estadada por

A
L(q ; X) = O hl (x|)| {Lx(X;- m/y >0} -
i=1

Denotamos por 1(q ; X) =InL(g ; X) lafuncion del log_verosimilitud. El

estimador de méaxima verosimilitud (EMV) de g entonces es g, =( ,(X,,-.....X,,)

que maximiza 1(q ; X) sobre un espacio de parametro apropiado g. En el caso de
Ho, my NOS da

3 I X-mi & X -n
1((0,my );X)=-nlny - § expj- ——- § —
iz y [V) i Y

Diferenciando esta Ultima funcion respecto a my a 'y nos da el siguiente sistema
en €l caso de Gumbel.

- _‘9 1 X - mi
o=n a LT

- aei X; - mu
0F n+a g % y g ﬂ

No existe solucion explicita en esta ecuacién. Lasituacién paraH, cuando x! 0 es
ain mas complicada. El calculo numérico del (EMV) Q,, paraH, no tiene problemas

serios en principio, decimos en principio porque en el llamado caso regular la
estimacion de méxima verosimilitud ofrece una técnica que produce estimadores
eficientes, consistentes y estimadores asint6ticamente normal es.

Por otro lado, nuestros datos han consistido de n observacionesiid. de maximos
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los cuales hemos supuesto siguen exactamente una VEG H,. Con una definicion
apropiada los periodos de tiempo basicos, los asignamos independientes en el
modelo. Supongamos ahora que, solo tengamos disponible las k observaciones mas
grandes de cada periodo de tiempo. En la notacion de (3.9) esto nos llevaalos datos

XOELEXD =X, i=L.,n

La teoria de maxima verosimilitud basada en estas n por k observaciones debe
usar la  densidad conjunta de los  vectores  independientes

(Xéi)s,....,X]Eis)),i =1...,n. Solo pocas veces en casos practicos podriamos

suponer que para cada i, 1os vectores se derivan de datos iid. Si  ese fue el caso
entonces el estimador de méxima verosimilitud debe basarse solo en la densidad
conjunta de k estadisticas de orden superior de un VEG como lo discutido en €l
teorema 2.26.

d s-k A
qu (Xk)ghq(xl)1 X < <Xy,

donde, dependiendo de q, el valor de x satisface las restricciones de dominios
importantes. Los errores estandar de EMV para my y pueden ser reducidos
considerablemente si k = 2 e.d. tomamos |as dos observaciones més grandes.

Una afirmacion final concerniente a la metodologia de maxima verosimilitud se
resume de la siguiente manera:

La gran ventgja de los procedimientos de méxima verosimilitud es que ellos
pueden ser generalizados, con muy pocos cambios en la metodologia bésica, a
modelos mucho més complicados en los cuales otros efectos pueden estar
presentes. Ademés los estimadores que se obtienen eficientes, consistentes y
mantienen la condicion de normalidad asintética, por o tanto la construccion de los
interval os de confianza para estos estimadores se larealizade laformaclasica.

3.3.2 Estimacion de Colasy Cuantil, un primer paso

Regresamos a la estructura bésica de (3.8) y (3.9) e.d. que tenemos una muestra
iid. X, ....,.X, de Hy. En esta situacion un estimador cuantil puede ser previamente
obtenido. En efecto, por |os métodos discutidos en las secciones previas, obtenemos

una estimacion g deq. Dado aginp1 (0, 1), & p-cuantil x, es definido por medio de

] T
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X = H(; (p) Os¢finicion 2.10). Un estimador natural para X,, basado en X, ....X,,

viene dado por

X, =H. (p)
por ladefinicion de H, esto conduce a

X, = m- £(1 (-In p)'i)
X

El correspondiente estimador de cola para ﬁq (X), para x en un dominio

apropiado, corresponde a

N

- i ~x- o H
H.(x)=1- e<pi-§[+x —= Yy,
f

donde q = (XA , T,y ) es estimado por EMV o por una estimacién de momentos
ponderados de probabilidad.

Nota: Si la distribucién de valores extremos es conocida e.d. que sea de Fréchet,
Weibull o Gumbel, los métodos anteriores pueden ser adaptados a unaf.d. especifica
bajo ciertas consideraciones. Esto podria simplificar el problema de estimacién si x3
0, es decir, en el caso de ladistribucion de Fréchet o Gumbel, pero no en el caso de la
distribucion de Weibull.
3.4  Estimacion bajo condiciones de méximo dominio de atraccion
3.4.1 Introduccion

Relajando la condicion (3.8), suponemos en esta seccion que paraxi i,

X1, .. X pertenecenaF T MDA(H,) y soniid. (3.10)

Por laproposicion 2.8, F1 MDA (H,) esequivalente a

- _
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lim nF(c,x+d )=-InH_ (X (311)

para sucesiones normalizadas apropiadas (c,) y (d,), y X perteneciente a un dominio
apropiado dependiendo del signo de x.

Existen diferencias fundamentales entre (3.8) y (3.10). Consideremos por
propésito ilustrativo solo el caso de Fréchet que es de nuestro interés con x=1/a >
0. Ahora (3.8) indica que nuestra muestra X, ...., X, sigue exactamente la distribucion
de Fréchet, ed

F(X) =1- exp{- x?}, x> 0.

Por otra parte, por el teorema 2.11 la suposicion (3.10) se reduce en el caso de
Fréchet a

F(X) =x?L(X), x>0,

para algunas funciones suavemente variante L. Claramente, en este caso la

estimacion de la cola F (x) es mucho mas complejadebido al carécter no paramétrico
de L. Ademés (3.8) tiene muchas suposiciones paramétricas, y por otro lado (3.10) es
esencialmente semiparamétrica: es decir que hay una parte paramétrica a y unaparte
no paramétrical.

Por estas diferencias, (3.10) es mnsiderada mas generalmente como inferencia
para distribuciones de colas pesadas como en forma opuesta a la inferencia para la
VEG en (3.8).

Una consecuenciade (3.11) es que parau grande u = ¢ x +d,,

_ o}
nF (u) » §+X ~r
(4]

asi que un estimador de colas podriatomar laforma
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~ 1X
& -u-d,
o

, (312
para estimadores apropiados )Z , én y dn. Como (3.10) es esencidmente una
propiedad de cola, la estimacién de x puede ser basada en k estadisticas de orden
superior Xen£ ..... £ Xy p.

(Fu)=

Q- IO=,

L as siguientes condi ciones matemati cas son usual mente impuestas:
k(n)® ¥ usaun nimero suficientemente grande de estadisticas de orden,

pero

n
——® ¥ como estamos interesados en una propiedad de cola, debemos

k(n)
concentrarnos solo en estadisticas de orden superior.
(313

De (3.12) deberiamos en principio estar en la posicion de estimar el cuantil Xp

= F ™ (p), paraunpfijoen (0, 1), como sigue

+Se - - 9 614

Tipicamente, estaremos interesados en estimar cuantiles altos fuerade la muestra

., X.. Esto significa que p =p, esescogido detal formaque p >1-1/n, de aqui

la f.d. empirica satisface F, (p) = 0 y no produce ninguna informacion acerca de
tales cuantiles. Para obtener un buen estimador de x, ¢,y d, en (3.14) se necesitaun
artificio en la sucesion. Suponemos por conveniencia la notacion que n/k T [J. Una

aproximacion estandar ahora consiste en pasar a una subsucesion (n/k) conk =k(n)
satisfaciendo (3.13). El cuantil x, entonces es estimado por

) R én n P .
Ry = Ay +=HGE (L py)) - 12 (315
X e 9

La razon tras esta construccién es que necesitamos estimar en dos niveles.
Primero tenemos que encontrar una estimacion confiable para x. Segundo,

T |
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necesitamos estimar constantes normalizadas ¢, y d, las cuales ellas mismas son
definidas por medio de cuantilesde F.

En el caso de Fréchet sabemosque ¢,= F™ (1- n° 1) (teorema 2.11). De aqui
estimar ¢, es equivalente a problema de estimar x, en nuestro rango de datos. Nos
movemos siempre del valor critico 1 — n'* a més seguro 1 — (n/k)* acercandonos a
lado de la subsucesion (n/k). La estimacion de ¢y, nosllevaaestimar el cuantil en el
rango de nuestros datos. Argumentos semejantes se emplean para d., y realmente
parael caso deladistribucion de Gumbel y Weibull.

Podemos por |o tanto esperar que la construccién de (3.15) conduzca a un buen
estimador para x,. La discusion anterior es solo una heuristica, un andlisis estadistico
detallado muestra que esta aproximacion puede ser utilizada.

En el contexto de estadisticos de eventos extremos esto también puede ser de

interés para estimar la siguiente cantidad la cual esta cercanamente relacionada conel
cuantil x,:

- (! o
X, =F7(p7"), 1D
Notemos que X, = X,1. Lainterpretacion de x,, es obvia de
p=F"(Xx,,)=Pmax(X ,...X 1) £ X, ),

asi Xy, es el nivel el cual, con una probabilidad dada p, no seré excedido en las
proximas r observaciones X:1, ....., Xwr. COMO un estimador entonces obtenemos de
(315

s A Co i &N 1Ur yw-x 49
Xp,r - dn/k + n_"&_ (1' p r )) -1z
x ek @
De la heuristica anterior obtenemos una secuencia a seguir para el resto de esta
seccion.
a) Encontrar estimadores apropiados para el parametro de formaxdeVEG.
b) Encontrar estimadores apropiados para las constantes normalizadasc, y d,.

c) Demostrar que los estimadores propuestos arriba dan como resultado una
aproximacion razonable ala distribucion de cola.

] T
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d) Determinar las propiedades estadisticas de esos estimadores.

3.4.2 Estimacion dd par&metro de formax

En esta seccién estudiamos estimadores diferentes paralos parametros de formax
pertenecientes a F T MDA(H,). También damos algunas de sus propiedades
estadisticas.

3.4.2.1 Estimador de Pickands paraxi &

La idea basica tras este estimador consiste en encontrar una condicion
equivalenteaF T MDA(H,) e cual encierrael parametroxen un camino fécil. Laclave
del estimador de Pickands y sus generalizaciones estan en el teorema2.18, donde se

muestra queparaF T MDA(H,), U®t) = F™ (L- t'!) satisface
lim M =2
¥ U(t)-U(t/2)

Ademas, la siguiente propiedad de uniformidad se cumple: siempre que
lime yC(t) = 2 paraunafuncién positivac,

S UEmD-U® .
©% U(t) - U (t/c(t))

(3.16)

La idea basica ahora consiste en construir un estimador empirico usando (3.16).
Para ese efecto, sea

la estadistica de orden de la muestraiid. Vy, ....., V,, con f.d. comin de Pareto  F(X) =
1-x', x3 1. Esto se daen lamismaforma que como para la transformacion cuantil
(lema2.26), que

(X k.n )k:L..- n d:(U (\/kvn))k:l,.... n’

donde Xj, ....., X, soniid. con f.d. F. No6tese que Vi, esel (1-k/n)_cuantil empirico de
Fy. Haciendo uso de la transformacién cuantil, no es dificil ver que
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dondek =k(n) ® ¥ yk/n® 0. En particular

1

p V2kn P
Vk'n®¥ y V’ ® —, ne® ¥,

2

k,n

Combinando esto con (3.16), y usando el argumento de la subsucesion, se

obtiene

U(\/k,n) -U (\/Zk,n) (5 ox
U (V2k,n) -U (\/4k,n)

n® ¥.

De esta manera definimos ahora el estimador de Pickands

S(p) — 1 In Xk,n_ X2k,n

an
In2 sz,n - X4k,n

Gréfico No. 3.5

Pickands Plot

(3.17)

forma

Parametro de
© » A N O N b

Se presenta el Pickands Plot con una banda asint6ticadel 95%. Aqui se

-
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observa claramente que existe un equilibrio entre lavarianzay el sesgo a partir
dek =17.

Teorema 3.7 Propiedades del estimador de Pickands

Supongamos que (X,) es una sucesion iid. con f.d. F T MDA(H,), xT &. Sea
x P =x (P) ¢l estimador de Pickands de (3.17).

a) (Consistenciadéhil) S k® ¥,k/n® Oparan® ¥, entonces

~ P
XPRx, n® ¥

b) (Consistenciafuerte) Si k/n® O, k/Inlnn® ¥, paran ® ¥, entonces

~ C.S.
xXP®R®x , n® ¥ §

3.4.2.2 Estimador deHill Parax=a*> 0

Para muchas aplicaciones el conocimiento del indice a de variacion regular es de
mayor importancia; asf, s a < 2 entonces EXl2 = ¥ . Este caso es frecuentemente
observado en la modelizacién de datos de seguros.

Por otro lado, estudios empiricos en las colas de los log—retornos diarios en
finanzas han indicado que frecuentemente se encuentran valores de a entre 3y 4.
Esto implica que mientras que las covarianzas de los datos estén bien definidas, la
construccion de intervalos de confianza para el conjunto de autocovarianzas y auto
correlaciones en base a la teoria asint6tica puede ser cuestionable debido a que se
pide la condicion de finitud del momento de orden cuatro.

El estimador de Hill de a tomala siguiente forma:

-1

- - o & 0

AW =g = dInx, - Inx,, 1,
= 2

donde k = k(n)® ¥ en forma apropiada, como en el caso del estimador de
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Pickands, una sucesion creciente de estadisticas de orden superior es usada. Uno de
los hechos interesantes concernientes a esta Ultima ecuacién es que se pueden
derivar varias versiones asintéticamente equivalentes mediante distintos métodos.
Mas adelante discutiremos tal es versiones.

Respecto al acercamiento al EMV, asumimos por el momento que X es unav.acon
f.d. Ftal que paraa >0.

P(X >x)=F(x)=x?, x31
Luego, esto inmediatamente muestraque Y = In X tiene como f.d.

Py >y)=e®, y30
Y sigue unadistribucion Exp(a) y asi e EMV de a esta dado por
a =Y+ :aeLa In X * g—éﬂ InX;,
Nz
Unageneralizacién trivial conciernea
If(x) =Cx?, x3u>0, conuconocido. (3.18)
ParaC = U*, entonces inmediatamente se obtiene como EMV dea

-1 -1

X 69 _A& g 0
g al i —galnxm-lnu; (319
j=1 20 Nja )

Generalmente se asume que F se comporta como una distribucion de Pareto
sobre un cierto umbral conocidou.

Para k = nimero de excedentes, el EMV de a y C en (3.18) se reduce a la
maximizacion de la densidad conjunta de (X¢n, ..., Xn)- Dél teorema 2.25 se deduce
que

] T
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e, (Xkl---l X

e

n-k k'K’ -(a+1)
(n- k)'(l ka) Ca gxi :

De un célculo directo se obtiene que el estimador de Hill tiene la mismaforma que
los EMV condicionales en el modelo subyacente (3.19) pero ahora se tiene
reemplazado el valor deterministico u por €l umbral aeatorio X,,.. Ademas se obtiene

- x O
inmediatamente un estimador de la cola (F (X))"I — T y parael p —
ng Xy, p

cuantil

Ademas,

=]

Es importante hablar del acercamiento alafuncién de exceso media. Supongamos
que X esunavaconf.d. FT MDA(F ,),a >0, y por convenienciaasumimos que X >1
casi seguramente. Se puede escribir ahora,

1
E(in X - Int|In X >Int)® =, t® ¥,
a
Denotando u =Inty e* (u) lafuncién de exceso media de InX obtenemos que
1
euW® — UuU® ¥
a

En si, el estimador de Hill puede ser interpretado como lafuncion de exceso media
empiricade InX calculadaen el umbral u =InX/,.

Teorema 3.8 Propiedades del estimador de Hill
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Supongamos que (X,) es estrictamente estacionario con distribucién margina F
que satisface paraalgina >0y LT A,, que

F(x)=P(X >x)=x?L(x), x>0.
sead ™) =8 " d estimador de Hill

a) Consistencia débil. Asumamos que una de las siguientes condiciones es
satisfecha.
= (X,) esiid.
= (X, esdébilmente dependiente (cortamemoria)
= (X, esunproceso lineal

Sk® ¥,k/n® 0O cuandon® ¥ , entonces
2" @a

b) Consistencia fuerte. S K/ININn® ¥,k/Nn® O cuando n® ¥ y (X,) es
unasucesiéniid., entonces

s ®a

¢) Normalidad asintética. Si se impone la suposicion de variacion regular de
segundo orden en F y ademés (X,) es unasucesion dev.aiid, entonces

d

Jka® -a)® N(0a?) s

3.4.2.3 Estimador de Deckers— Einmahl — de Haan parax| &

Unadesventajadel estimador de Hill es que éste ha sido disefiado para F
T MDA(H,), x >0, y sabemos que esta clase de modelos satisfacen muchas
aplicaciones en las finanzasy en |os seguros. En este método se realiza una extension
del estimador de Hill para que este cubratodala clase H,, x1 . Aqui, se presentala
siguiente propuesta:
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-1
X =1+HO + 1856'_'”1))2 - 19

2607 5
donde
(1) 10k
HO ==8 (nX,,- In X1,)
kJ=1
es el estimador reciproco de Hill y
) 14 2
HE =48 (X, - X0 )

=1
Como H," y H,? pueden ser interpretados como momentos empiricos, X es
entendido también como un estimador de momento de x.

Hasta el momento varios estimadores han sido presentados, pero en realidad no
tenemos todos los acercamientos relevantes para la estimacion del parametro de
forma x. Sin embargo, como ya se ha dicho, la metodol ogia de | os procesos puntual es
se usa cuando se discuten extremos, y esta teoria nos ayuda a encontrar
procedimientos alternativos de estimacion.

Teorema 3.9 El equilibrio entre el sesgoy lavarianzaparael estimador de Hill

Supongamos que dado que F(X) =x? L(X), a >0 con datos iid. se
cumple la propiedad de segundo orden, es decir que

lim Flod/Flx) -t =t t- 1, t>0, exige.  (320)
x®¥ a(x) r

Donde a(x) es una funcién medible donde su signo no varia. El lado derecho de
la ecuacion es interpretado como t ®Int si r = 0. Laconstante I £ 0 es el

-a

parédmetro de segundo orden que rige latasa de convergenciade I?(tx)/ f(x) at
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Y ademas k =k(n)® ¥,k/n® O cuandon® ¥ .5

lim «/_Ag——:

n® ¥

entonces cuando N® ¥

Jka® Naeagr—l

dondeA() =a Za(F ~ (1- x)).

w QIIO=

Observacién. El escoger €l estimador del parametro de forma x a usarse no tiene una
respuesta realmente clara. Todo depende de los posibles valores de x, y de como se
han presentado, en las propiedades de la f.d. F. Para x= a™> 0y f.d. que satisface
(3.20) se probaron resultados similares al Gltimo teorema enunciado para el estimador
de Pickandsy el estimador de Deckers— Einmahl — de Haan (DEdH).

En el caso que r =0, el estimador de Hill tiene el minimo error medio cuadrético.
La eficiencia asintética para estos estimadores depende criticamente de la
interaccién entre r y a. Para x> -2 € estimador DEdH tiene varianza menor al de
Pickands.

3.4.3 Estimacion Cuantil y de Cola

Supongamos, como antes, que tenemos una muestra X,...,.X, de v.aiid. con f.d.
F1 MDA(H,) paraaginX . Sea0<p<1y x,d p—cuantil correspondiente. Lo

gue se desea es encontrar estimadores para la cola If(x) con valores de x grandes.

Se discutird algunos de ellos con més detalle y exponiendo sus propiedades y
limitaciones masimportantes.

Para empezar es necesario destacar que |a estimacion fuera del rango de los datos
puede ser hecha solo si se imponen suposiciones extras del modelo. X, aparece
como un estimador natural del (1-(k-1)/n) — cuantil. El rango [X,,, X1, NOs permite
construir la estimacion dentro del conjunto de datos del (1 - n')—cuantil. A pesar de
gue en una aplicacion practica, p es fijo, desde el punto de vista matemético la
diferencia entre cuantiles altos dentro y fuera del conjunto puede ser descrita cono
sigue:

] T
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* cuantilesaltosdentro del conjunto: p = p, - 1, n(l- pn)® c,cl (1,¥],
* cuantilesaltosfueradel conjunto: p=p, - 1, n(l- pn)® c0£c<l.

Teorema 3.10 Estimacion de cuantiles altosl
Supongamos una muestra X;,...,X, de v.aiid. con f.d. F MDA(H,) para algin
xT #,y queF tiene una densidad positiva f. Asumimos que la densidad U’ esta en

A,.1. Escribiendo p = p, y k = k(n) = [n(1-p,)], donde [x] eslaparte enterade x. Si se
cumplen las condiciones

P,®1 y nfl-p,)® ¥

entonces,

Xen~ X, d
2k %o @ Nfoazxt iz - af) s

kn ~ 2k n

Nota: La condiciéon U’ T A,.; puede ser reformulada en términos de F. Por ejemplo,
parax> 0, lacondicion seconvierteenfl Ay

Teorema 3.11 Estimacion de cuantiles altosll

Supongamos una muestra Xi,....X, de v.aiid. con f.d. FI MDA(H,) paraagin
x1 &,y que Iigl n(l- p) = C paraalginc>0.
n

Sea X, definido por

siendo )2 el estimador de Pickands. Entonces, paratodok > ¢, k fijo,

- _
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% gy
Xk - X2k,n

N

donde

_(kre)-2 1-(Q fcf
Y = +
1- 27 exp{xH, }- 1

Lasv.a Hyy Q son independientes, Q. sigue una distribucién Gamma con
2k E.
pardmetro 2k+1y H, = é —J parav.aiid. exponenciales estandar E;, E,... 8
j=k+1 |
3.5 Construccion de excesos sobreun umbral
3.5.1 Construccion deladistribucion generalizada de Par eto (DGP)

La metodol ogia introducida hasta ahora fue obtenida ya sea de |a suposicion de
gue los datos vienen de una Distribucion Generalizada de Valores Extremos (VEG) o
de funciones de distribucion que pertenecen a su maximo dominio de atraccién.
Ahora, se exhibe una alternativa basada en | os excedentes de umbrales altos.

Supongamos que X, Xy,....X, soniid. conf.d. F MDA(H,) paraalginxi .

Primero, se escoge un umbral altou y se denota por

N, =card{i:i =1,...n, X, >u}
al nimero de excedentes de u derivados de Xj,...,X, L 0s excesos correspondientes se
denotan por Yi,...,Yu

Gréfico No. 3.6

Excedentes

Y1 Y3 Yy -|_
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En lafigurase observan los datos X;,...,.X13 y 10s correspondientes excesos.
Yi,..., Ynu SObre el umbral u.
Lafuncién de distribucién de exceso de X esta dada por
F.(y)y=P(X-ufy|X>u)=PYEy|X>u), y30

Ladltimarelacion puede ser escritatambién como:

Flu+y)=F(u)F,(y). (321)

Récordando la definicion de la DGP: G, con pardmetros x1 & y b > 0 tiene una
distribucion de cola

N

I X . .
— '|'(1+EX) s s xt0,
Gx,b (X) :.i_
| .
Tex/P § x =0,
donde
x3 0 s x30,

O£ X £ -b/x s x<O0.

De teorema 2.23 se obtiene que para |?u (Y) )
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lim sup

U= XF 0<x<X:- U

I:u (X) - Gx;lo(u) (X)| =0
donde b > 0. De esto, se sigue que para u grande

F.(y)» G (1) (322)
De donde se obtiene un estimador de laforma:
(I?u (Y))" =G, ;(y) (323)
paraX =X,, y b =b,,.

Un estimador natural de If(u) esta dado por laf.d. empirica

= — 14 N
F A= — =_Uu
( (U)) Fn( ) n a: {x;>u} n

En el caso quex2 0, un estimador del cuantil x, resultainmediatamente:

~ Lo X lo)

0] =

=u +_ N 1 )Z - 1;'

X -

g g 4

Ademaés, paraX < 0 un estimador del punto final derecho x- de F esta dado por

. b
XF =uU- =
X

Las propiedades estadisticas de los estimadores resultantes dependen
crucialmente de | as propiedades que se derivan de las distribuciones de |os procesos
puntual es de |os excedentes (N,).

] T
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J La opcién del tamafio de la cola puede afectar nuestras estimaciones con qu_
efecto sobre nuestra estimacion del indice de lacola, pero lateoria nos da poca guia
sobre cudn grande debe ser la cola. El escoger €l tamafio de la cola (valor de u) es
complicado por una compensacién entre la varianza y el sesgo. Si aumentamos el
tamafio de la cola, el umbral de la cola se mueve hacia el centro de la distribucién y
conseguimos mas observaciones de la cola. Esto aumenta la precisiéon y reduce la
varianza de nuestro estimador de cola, pero también aumenta su sesgo poniendo
relativamente més peso en el centro antes que en | as observaciones extremas.

Si disminuimos el tamafio de la cola, nos movemos hacia fuera a lo largo de la
cola; esto disminuye al sesgo pero incrementa la varianza porque tenemos menos
observaciones con las cuales trabajar.

Quizas la mejor manera de manejar la opcion del tamafio de la cola es estimar €
indice de cola para una gama de tamafios de cola, y después elegir un tamafio de la
cola donde € diagrama del estimador de la cola contra el tamafio de la cola
(esperanzadamente) llega a ser mas o menos horizontal. Este acercamiento tiene la
atraccion que intenta extraer la maxima informacion posible de nuestros datos, no
obstante, de una manera informal, y es recomendado por los investigadores de
Zurich (Embrechts, McNeil, etc.).Una alternativa, sugerida por Danielsson y de
Vries, es la de estimar un tamafio de cola 6ptimo que minimice € error medio
cuadrético de la funcién de pérdida y asi se produzca unacompensacion Gptima
entre la varianza y el sesgo. Sin embargo, este acercamiento tiene sus limitaciones,
entre ellas esta que requiere de muchos datos.

Un método que es inmediatamente usado en la préctica esta basado en la
linealidad de lafuncion de exceso mediae(u) parala DGP.

Sabemos, que si lav.aXtieneunaf.d. Gy,
b +xu
eu)= E(X - u [x >u)=2X
1-Xx
donde x<1

u3o s x30,
O£ uf-b/x s x<O.

Por lo tanto e(u) es lineal. Lo que se sugiere es un acercamiento grafico para
escoger u: escoger u > 0 tal que e,(u) es aproximadamente lineal parax 3 u.

Embrechts, McNeil, etc. recomiendan el uso de graficos parareforzar € juicioy el

-
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sentido comUn y comparar las estimaciones resultantes a través de una variedad de
valores deu.

3.5.1.1 Estimacioén de maxima verosimilitud

Cabe recordar €l hecho de que nuestros datos originales X = (Xj,...,.X,,) soniid.
con funcién de distribucion F. Asumimos que F esla DGP con parametrosxy b.

L as ecuaciones de verosimilitud pueden ser derivadas y resueltas numéricamente
obteniendo X,y b, .

Las propiedades usuales del EMV como consistencia y eficiencia asintética se
mantienen.

Debido ala ecuacion (3.22) es masreal asumir una DGP paralos excedentes. Las
ecuaciones de verosimilitud condicional resultantes pueden ser resueltas por medio
de una reparametrizacién & b) ® (xt), donde t = -x'b. De esto, obtenemos los
siguientes resultados:

Nu
Xﬁ :)Z(t ): Ndlé In (1- tYi),

i=1

dondet satisface

1. 1&®1 065 Y,
ht)=—+—&~—+1:9 ——=0
VTN ED AT,

3.5.2 Principiosbéasicosparalaadecuacion delaDGP
En aplicaciones préacticas, se deben resolver dos asuntos importantes:

1. Construir laf.d. condicional F(x) parael umbra u apropiado.
2. Construir laf.d. incondicional F(x) nuevamente paraun umbral u apropiado.

En la préctica se debe tener cuidado sobre el rango preciso disponible de datos

] T
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ylo el intervalo sobre €l cual queremos adecuarnos.
Después de estas estimaciones, usando (3.23) se puede dibujar una estimacién de

F.(X). Paraestimar lacoladelaf.d. incondicional F lacual nos dainformacién sobrela
frecuencia con lacual un nivel u esexcedido, se utiliza

(Flaey)=Te i 22
b g

Un célculo directo nos permite expresar F (Z) como una DGP de tres pardmetros,

esta f.d. esta disefiada solo para una construccion adecuada de los datos sobre €l
umbral u:

2 & ~z-u-v0
z)=1-Cl+x———% , z3u,
b' ¢
donde
. b &N c? 9 @ g
V:—Agg u-= : y b'= g U_
ge @ fa éng

Bgjo u, donde los datos son tipicamente abundantes, varias técnicas estandar
pueden ser usadas. Construyendo tanto la DGP sobre u y laf.d. empirica bgjo u, se
puede obtener una buena construccién global.

Findmente, usando la construccién de F(z), se pueden dar estimaciones para los
p — cuantiles, p 3 F(u).

La confiabilidad estadistica de estas estimaciones en general, llega a ser muy
dificil de juzgar. Aungue se pueden estimar intervalos de confianza para estos
estimadores, tales construcciones son fuertemente basadas en suposiciones
mateméticas que no son verificables en la practica. Es por esto que estos modelos
basados en estimaciones deben ser la base para una discusién detallada con los
responsables “de los datos’. La TEV ofrece una plataforma ideal parala simulacién
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de experimentosy énfasis de escenarios.

3.6  TOpicosespeciales
3.6.1 Elindiceextremo
3.6.1.1 Definiciony propiedades elemental es

Anteriormente presentamos un buen material de exremos. La mayoria de veces
nos restringimos al caso de observaciones iid. Sin embargo, en la realidad los
extremos tienden a ocurrir en grupos causados por dependencia local en los datos.
Las observaciones siempre estdn entrelazados con otras y por tanto no son
independientes, algunos pueden ser observaciones financieras como tasas de
cambio, ganancia que genera la variacion de precios, etc. Si un valor grande en una
serie de tiempo ocurre, podemos ver generalmente un grupo de valores grandes en
cortos periodos de tiempo.

El indice extremo es una cantidad que, en una manera intuitiva, permite
caracterizar la relacion entre la estructura de dependencia de los datos y su
comportamiento de extremos. Notamos M,, como € maximo de la muestra X, ......, X,

(X ) esta asociada a una sucesion iid. y ( M » ) denotala sucesion correspondiente

de méaximos.

3.6.1.2 Interpretaciony estimacion del indice extremo

Empezamos con algo de un gjemplo simple mostrando la relevancia de lanocion
del indice extremo.

Ejemplo 3.12 Supongamos que se quiere construir un canal en el rio Machangara
para canalizar las aguas que fluyen en el transcurso de la ciudad de Quito con una
probabilidad del 95% en los préximos 10 afios. Supongamos que ha sido establecido
gue los percentiles 98.97% y 99.488% de la altura de los caudal es anuales son de 2m
y 3m respectivamente. Si los maximos anuales se cree que son iid., entonces el canal
debe ser de 3m de altura (0.99488" » 0.95). Pero s los maximos anuales son
estacionarios con indice extremo q = 0.5, entonces la atura de 2m es suficiente
(0.9897° » 0.95). §

] T
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J Este gjemplo nos lleva a calcular previamente la estimacion del indice q, debe ser
un resultado central en el estadistico de valores extremos para datos dependientes.
La estimacién de g serd basada en un numero de diferentes interpretaciones
probabilisticas del indice extremo. Empezamos entonces a la construccion de
diferentes estimadores.

Empezamos con una primera Aproximacién de laEstimacion de q:

El Méodo de Bloques

Partiendo de ladefinicion del indice extremo, tenemos
P(M_ £u)»PY(M_ £u)=F"(u,),

siemprequen F (uy) ® t >0. Deaqui

im INnP(M_, £u,) _
— "= (3.24)
ey ninF(u,)

Estarelacion de limite simple sugiere la construccion de estimadores simples de g.
Y a que no conocemos F(u,,) ni P(M,, £ u,,), esas cantidades tiene que ser reemplazadas

por estimadores. Un candidato obvio para estimar la cola If(un) €s su version
empirica

N 1
n n

Qos

L, >u,}
i=1

Esta eleccién es motivada por €l teorema de Glivenko_Cantelli para sucesiones
ergodicas estacionaria (X,). Para encontrar un estimador empirico para P(M, £ u,) no
es sencillo. Recordemos que la condicién D(u,) implica

P(M n £ Un) » ﬁ((M [rvk] £ Un). (325)

Con k lentamente creciente k = k (n), la aproximacion (3.25) forma la base para el
método de bloques. Para el bien los de argumentos suponemos n =rk, parar entero
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r=r(n) ® ¥ yk=k(n)® ¥. Porotraparter =[n/k] donde[x] eslaparte enterade x.
Esto divide alamuestraenk blogque de tamafior:

Xgy vony Xei ooy Xgetyss - X (3.26)

Para cada bloque calculamos € maximo
M® =maf Xayrens oo Xird, 1=1,2, 00 K
relacionando (3.25) entonces sugiere la aproximacioén

PMn£u,) = P(max MO £Un)>> P“(M, £u,)

15 £k
ol & ) K o'
»C—a iy 7 el —=+.
ek o {M£)£ "}ﬂ gi K g

Una combinacion de este argumento heuristico con (3.24) lleva a la siguiente
estimacion deq:
~ - KIn(1- K7K) _ 1In(1- K/K).
" nin(1- N/n) rIn(1- N/n)

(327)

Aqui N es el nimero de excedentes del umbral u,, por X, ......, X,. y K es &l nimero
de blogue con uno 0 mas excedentes. Un argumento de expansién de Taylor produce
un segundo estimador

El método de bloques ocurre por agrupacion en los datos. Si el evento

r

{M r(i) = un} = U{X(i-l)r+j > un}

j=1
dice que un grupo ocurrié en el i_ésimo bloque. Esos eventos caracterizan el

comportamiento extremos de (X)) si suponemos que el tamarfio de r(n) de los blogues
crecen lentamente con n. Esto nos da alguna sensacion para la estructura de

] T
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dependencia de los datos en la sucesion (X,). En ese sentido, € indice extremo es
una medida de latendencia del grupo de excedentes del umbral alto en una sucesion
estacionaria.

Regresando a lo anterior podemos decir que no es facil obtener la estimacion de
g. Esto parece estar en las mismas condiciones del seccién 3.1, donde probamos
estimar €l indice xde unadistribucion de valor extremo.

Conclusiones

Como es de conocimiento, los resultados de la mayoria de estudios se obtienen a
través delaaplicacion de la Estadistica Clésica, |amisma que se ocupadel estudio de
valores centrales. En este caso con e uso del Teorema Central del Limite se
construye generalmente una distribucién empirica normal para asi hacer uso de su
informacidn. En los casos en que es necesario el estudio de acaecimientos extremos
la estadistica tradicional tiene dos problemas intrinsecos: Puesto que la mayoria de
las observaciones yacen cerca del centro de cualquier distribucion empirica, los
acercamientos paramétricos tradicionales nos conducen a construir las curvas que
acomodan las observaciones centrales, antes que acomodar |as observaciones de la
cola que son mas importantes para estos propositos. Esto conduce a una mala
estimacion. Por otro lado, estos acercamientos imponen general mente distribuciones
ante los datos que no tienen ningun sentido cuando estan utilizados para la
valoracién delacola. La Teoria de Valores Extremos nos dice como la distribucion de
extremos deberia ser, por o menos asintéticamente, esta teoria esta libre de estos
problemasy esté disefiada especificamente parala evaluacion de lacola

El uso de la Teoria de Vaores Extremos nos conduce a una estimacion mas
eficiente de los pardmetros, porque nos indica en cierto modo la forma que deberian
tener las colas. Ademas la informacion que brinda va mas alla de la totalidad de
nuestros datos muestrales. La TVE da las mejores estimaciones de acontecimientos
extremos y representa el mejor acercamiento para medir laincertidumbre inherente en
el problema.

La Teoria de Valores Extremos ofrece una solucién muy natural a un problema
préactico extremadamente dificil, que es el de como estimar los cuantiles extremos
donde tenemos, por definicién, escasos datos que ocurren con poca frecuencia. La
contribucion de la TVE seguira siendo basicay Util pues nos ayuda a dibujar curvas
suaves a través de las colas de funciones empiricas. Cualquier informacion que se
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pueda extraer es inevitablemente muy tentativa ya que estamos trabajando
Unicamente en lacola.

Los datos que se usan para la modelizacion matemaética usando Teoria de Valores
Extremos deben cumplir con todas las exigencias tedricas, de no ser asi se debe
realizar un tratamiento especial a los datos, ademas deben cumplir con ciertas
caracteristicas béasicas como por ejemplo colas pesadas, independencia, etc.

La estimacion de los parametros requieren no solo de buenas técnicas de
estimacion sino también de buenos métodos numeéricos, recomendamos usar el
método de Newton Raphsdn, ademés se debe tener una buena interpretacion
analiticadelos gréficos de | os parametros.
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