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Resumen: Se describen los referentes tedricos/metodologicos y elementos que
estructuran el diseno de un entorno de aprendizaje centrado en las construc-
ciones euclidianas (un tipo particular de construcciones con regla y compas)
con el software GeoGebra y dirigido a futuros profesores de matematicas.
Desde una perspectiva historica-cultural del aprendizaje y la ensefanza, se
presenta una conceptualizacion del saber docente, del aprendizaje de este saber
y de la actividad formativa que hace posible dicho aprendizaje. Los elementos del
disefo incluyen una caracterizacién del saber acerca de las construcciones
euclidianas con GeoGebra (SACEG), como un saber alimentado por una ver-
tiente disciplinaria y profesional, el motivo, objetivo y metas de la actividad
formativa, las tareas de la formacién y las interacciones posibles entre el for-
mador y los futuros profesores al resolver las tareas. Este disefo aporta ele-
mentos para el debate acerca de las exigencias propias de la promocion (0 no)
del aprendizaje del SACEG en contextos de formacion inicial de profesores de
matematicas.
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Abstract: This article describes the theoretical/methodological references and
elements that structure the design of a learning environment focused on Euclid-
ean constructions (a particular type of constructions with ruler and compass)
with GeoGebra software and aimed at prospective mathematics teachers. From
a historical-cultural perspective of learning and teaching, a conceptualization
of teaching knowledge, of learning this knowledge and of the formative
activity that makes this learning possible is presented. The elements of the
design include a characterization of knowledge about Euclidean constructions
with GeoGebra (SACEG), as a knowledge fed by a disciplinary and profession-
al aspect, the motive, objective and goals of the training activity, the training
tasks and the possible interactions between the trainer and the future teachers
when solving the tasks. This design provides elements for the debate about the
demands of promoting (or not) SACEG learning in contexts of initial mathematics
teacher training.

Keywords: Pre-service mathematics teachers’ education, processes of objecti-
vation, knowledge for teaching in geometry, teaching experiment, interactions.

1. INTRODUCCION

Por lo general, la Formacion de Profesores de Matematicas (FPM) se entiende
como un area de practicas educativas y de investigacion surgida a partir del
reconocimiento del importante rol que desempenan los profesores en el apren-
dizaje matematico de sus alumnos (Lerman, 2001; Sfard, 2004). Desde esta
perspectiva, la FPM comprende todo fendmeno concerniente al aprendizaje y
desarrollo profesional del profesorado de matematicas, producido en cualquiera
de las etapas del ciclo de vida de la carrera docente (inicial, principiante y con-
tinua) mediante la implementacion de actividades formativas diversas y dinami-
cas (Krainer y Llinares, 2010).

En la etapa de formacién inicial, una problematica que afecta los procesos
de aprendizaje de los futuros profesores puede resumirse en la débil relacion
entre la preparacion disciplinaria y la preparacion profesional que se establece

8 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 2, AGOSTO DE 2022



Disefio de un entorno de aprendizaje del saber docente acerca de las construcciones euclidianas ...

en los programas universitarios de formacién docente de distintos paises (Baldin
y Malaspina, 2018; Ruiz, 2017), incluido Chile (Brandt, 2010; Manzi et al, 2012).
La atencion puesta sobre esta problematica ha llevado a los investigadores a
interesarse especialmente tanto en el saber disciplinario y didactico requerido
para ensenar matematicas, como en los modos de incorporar este saber a los
programas de formacién (Tatto et al, 2009). Al respecto, Liljedahl et al. (2009)
han afirmado que las principales preocupaciones de la formacion inicial del
profesorado son comprender los procesos de adquisicion del saber para la
ensenanza de las matematicas y promover tales procesos en la formacion de
los futuros profesores.

Dada la situacién anterior, tanto el diseno como la implementacion de en-
tornos de aprendizaje (p. e], Castellanos et al, 2018; Ivars et al, 2018; Prieto y
Valls, 2010; Saenz-Ludlow y Athanasopoulou, 2012) adquieren relevancia para
los programas de formacion inicial del profesorado, ya que estos dispositivos (los
entornos), entre otras posibilidades, pueden provocar que los futuros profesores
movilicen el saber necesario para ensenar matematicas a partir de la resolucion
de situaciones problematicas propias de la dinamica de trabajo en el aula (Ca-
rrillo y Climent, 2009; Llinares, 2020). En la mayorfa de los casos, estos entornos
son disenados e implementados en atenciéon a las necesidades, demandas y
expectativas particulares de la realidad escolar que envuelve a los programas de
formacion inicial en cada pals.

En el caso de Chile, las necesidades de la formacion inicial estan descritas
en los Estdndares Orientadores para Carreras de Pedagogia en Educacion Media
(EOCP), un documento oficial dirigido a las Facultades y Escuelas de Educacion
del pais que ofrece “una orientacion acerca de los conocimientos y habilidades
necesarias que deberia manejar el egresado de pedagogia para ensenar estas
disciplinas, sobre la base del criterio de expertos” (Ministerio de Educacion [MINE-
DU(], 2012, p. 8). Los estandares pedagogicos y disciplinarios del drea de Mate-
matica se organizan en cinco categorias o subdreas, entre ellas Geometria.
Dentro de esta categoria, el estandar 12 revela la necesidad de que futuros
profesores de matematicas se preparen para:

[..] conducir el aprendizaje de los estudiantes en la realizacion de las construcciones
geométricas con regla y compas de figuras elementales, justificando y explicando
los procedimientos mediante lenguaje geométrico. Utiliza procesador geométrico
para lograr la comprension de los estudiantes en los temas de transformaciones del
plano y construcciones geométricas. (MINEDUC, 2012, p. 115)
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El énfasis del documento EOCP en el desarrollo del conocimiento y de las
habilidades para la ensenanza de las construcciones geométricas tiene sentido
si se consideran los resultados de investigaciones que evidencian las dificultades
de los futuros profesores chilenos para realizar construcciones con regla y com-
pas o con algun software de Geometria Dindmica (SGD). Por ejemplo, Rosales y
Guzman (2016) han concluido que los futuros profesores que logran realizar
construcciones geométricas con SGD, muchas veces evitan describir y justi-
ficar los procedimientos empleados, desconocen el valor de la medicion para
verificar la consistencia geomeétrica de sus construcciones y restan importancia
al papel del software como instrumento de construccion. Este hecho revela lo
importante que resulta, en el contexto chileno, realizar investigaciones centradas
en las condiciones de produccion del saber para la ensenanza, relacionado con
las construcciones geométricas producidas con algun SGD.

En vista de lo anterior, los autores de este articulo desarrollan un proyecto
de investigacion doctoral que busca aportar elementos para comprender y pro-
mover procesos de aprendizaje del saber acerca de la ensenanza de las cons-
trucciones euclidianas (un tipo particular de construcciones con regla y compas)
realizadas con el software GeoGebra en contextos de formacion inicial de pro-
fesores de matematicas, con una perspectiva educativa de corte historico-cultu-
ral. En el marco de tal proyecto, el presente articulo tiene el proposito de
destacar como una determinada concepcion del aprendizaje humano da forma
al diseno de un entorno de aprendizaje centrado en las construcciones eucli-
dianas con GeoGebra y dirigido a futuros profesores de matematicas. Para esto,
se describen los referentes tedricos/metodolégicos y los elementos que han
estructurado el diseno del entorno de aprendizaje.

2. REFERENTES TEORICOS DEL DISENO

El disefo del entorno de aprendizaje se fundamenta en los conceptos de saber,
aprendizajey actividad, tal como estos se presentan en la Teorfa de la Objetiva-
cion (TO), una perspectiva educativa de corte historico-cultural comprometida
con ‘la creacion dialéctica de sujetos reflexivos y éticos que se posicionan criti-
camente en practicas matematicas constituidas historica y culturalmente, y que
reflexionan sobre nuevas posibilidades de accion y pensamiento” (Radford, 2020a,
p. 34). En lo que sigue, se definen estos tres conceptos y se relacionan con las
caracteristicas del contexto en el que se enmarca el entorno de aprendizaje.
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2.1. SABER / SABER DOCENTE

En la TO, el saber se define como “un sistema codificado de procesos corporeos,
sensibles y materiales de accion y de reflexion, constituidos histérica y cultural-
mente” (Radford, 20173, p. 101). Desde esta perspectiva, el saber es el producto
de laboriosos e inacabados procesos historicos de refinamiento, codificacion y
expansion de determinadas formas culturales de expresion, accion y pensamien-
to. Para Radford (2017a), el saber aparece en un contexto especifico y a través
de un problema particular, como resultado de su puesta en movimiento, lo que
implica materializarse en la forma de un conocimiento. En otras palabras, el
conocimiento es “el contenido conceptual concreto en el que se manifiesta o
actualiza o materializa o encarna el saber. Su contenido conceptual concreto
aparece y puede aparecer Unicamente en una actividad —la actividad que media
el sabery el conocimiento” (p. 109).

Desde esta perspectiva, el saber docente se asume como un sistema de
procesos corporeos, sensibles y materiales de accion y reflexion (siempre en
movimiento), que existen y son reconocidos en la cultura académica universita-
ria como necesarios por cuanto permiten a los futuros profesores reafirmarse (y
constituirse) como sujetos docentes a través de la ensenfanza. Que el saber
docente se encuentre en constante movimiento significa que, como todo saber
cultural, el saber docente “‘cambia de cultura en cultura y con el paso del tiem-
po” (Radford, 202043, p. 34). En este sentido, el caracter temporal, plural, hetero-
géneo y situado del saber docente contrasta con ‘los ideales de racionalidad y
objetividad que han marcado, durante mucho tiempo, las pautas de algunos
especialistas en planes y politicas dirigidas a los docentes” (Xavier, 2014, p. 831).

En cuanto a lo especifico del saber docente, Tardif (2002) le considera como
‘un saber plural, formado por una amalgama, mas o menos coherente, de sabe-
res procedentes de la formacion profesional y disciplinarios, curriculares y expe-
rienciales” (p. 29). Para este investigador, el saber docente es movilizado por el
profesor durante el trabajo con sus alumnos en el aula y, de manera mas
general, dentro de la escuela. Por saber profesional se entiende aquel saber
producido por las ciencias de la educacion (p. ej, la educaciéon matematica) y
difundido por las instituciones de formacién del profesorado; mientras que por
saber disciplinario se entiende aquel producido por la tradicion cultural y selec-
cionado por las instituciones de formacion para su difusion a través de cursos
o asignaturas (Tardif, 2002).
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2.2. APRENDIZAIE

La TO considera el aprendizaje como el encuentro de los individuos con el
saber histérico y cultural (p. ej, el saber matematico, pedagogico, estético);
un saber que objeta al individuo en su encuentro, es decir, le opone resis-
tencia. Para hacer operativa esta nocion, Radford (2017b) conceptualiza el
aprendizaje como procesos de objetivacion, esto es, como procesos sociales,
corporales, materiales y simbolicos de:

[..] volverse, progresivamente y criticamente, consciente de una forma codificada de
pensamiento y de accion —algo que notamos gradualmente y al mismo tiempo
adquiere significado. Son procesos de objetivacion aquellos actos de notar signifi-
cativamente algo que se revela a la conciencia por medio de nuestra actividad
corpérea, sensorial y artefactual. (Radford, 2017b, p. 121)

En este articulo, los procesos de objetivacion se entienden como actos progre-
sivos de toma de conciencia de un determinado saber docente en el decurso de
una actividad formativa concreta que es, ademas, una actividad social, corporea,
sensorial y artefactual. Para la TO, la toma de conciencia constituye la forma
especificamente humana en que cada individuo reconoce los objetos de su
cultura (en particular, el saber) y se posiciona criticamente ante tales objetos. En
consecuencia, la toma de conciencia de un saber docente puede verse como el
acto subjetivo, emocional y afectivo de reflexion y discernimiento sobre las formas
de expresion, accion y pensamiento que constituyen dicho saber. En este acto
se forman “sensibilidades culturales para ponderar, reflexionar, comprender,
disentir, objetar y sentir a los otros, a nosotros mismos y a nuestro mundo” (Rad-
ford, 2017b, p. 122), las cuales permiten al futuro profesor orientarse en la for-
macion, por ejemplo, para producir construcciones euclidianas con GeoGebra o
involucrarse responsablemente en las experiencias de produccion de estas cons-
trucciones de sus demdas companeros.
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2.3. ACTIVIDAD / ACTIVIDAD FORMATIVA

La TO plantea que la transformacién de un saber en objeto de conciencia
requiere de una actividad sensual® y practica que ponga en movimiento este
saber (Radford, 2020b). La actividad es la categoria ontolégica y epistemoldgica
fundamental de la TO para entender el modo especifico en que los individuos
se expresan, actuan y reflexionan. Para destacar el caracter de espacio de pro-
duccion humana que es inherente a la actividad del aula, la TO se refiere a esta
categoria como labor conjunta, definiéndola como “una forma de vida, algo
organico y sistémico, un evento creado por una busqueda comun —es decir una
busqueda con otros— de la solucién a un problema planteado, busqueda que
es al mismo tiempo cognitiva, emocional y ética” (Radford, 2017b, p. 125).

A partir de estos referentes, la actividad formativa se asume como la forma
social, corporea, sensorial y artefactual de labor conjunta mediante la cual el
formadory los futuros profesores se implican mutuamente en una busqueda de
respuestas a problemas (o tareas) que orientan sus acciones al logro de un fin.
De esta manera, la actividad formativa puede transformar las condiciones ini-
ciales de una realidad (p. ej., un procedimiento particular de construccién de
un triangulo con GeoGebra, conocidos un vértice y el tamano de dos lados)
en la busqueda de su comprension y, con ello, hacer posible la toma de con-
ciencia progresiva del saber puesto en movimiento. En consecuencia, el pro-
ducto de la labor conjunta del formador y los futuros profesores (la obra comtin)
constituye tanto la forma material que adquiere el saber en la realidad concre-
ta (a través de acciones y reflexiones), como el reflejo del saber en la conciencia
de quienes producen la obra. Sobre esto ultimo, Leontiev (1978, p. 123) afirma
que ‘la actividad del hombre es lo que constituye la sustancia de su conciencia”.

Un aspecto importante de la labor conjunta se refiere a los recursos semidticos
empleados por los individuos para producir la obra comun. Estos recursos son
consustanciales al pensamiento humano y se materializan a través del cuerpo
(acciones cinestésicas, gestos y sensaciones), del uso de signos (lenguaje natural
o simbdlico) y de artefactos culturales (materiales concretos) (Radford et al, 2009).
Con respecto a los artefactos culturales, estos no son neutrales. Al contrario, por
ser inseparables de la actividad humana, los artefactos portan significados

> Segun Fischbach (2015, p. 31), “Las facultades sensibles [humanas] como el oido o la vista no per-
manecen idénticas eternamente, sino que se producen, resultan y son modificadas por la actividad humana,
participan en esta actividad y son un aspecto de ella”.
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historicos y culturales que afectan inevitablemente las formas en que los individuos
actuan y reflexionan durante la labor conjunta (Radford, 2014).

3. REFERENTES METODOLOGICOS DEL DISENO

El diseno del entorno de aprendizaje es parte de un Experimento de Ensenan-
za (EE) que busca analizar las condiciones de produccion de procesos de
objetivacion del saber acerca de las construcciones euclidianas con GeoGebra,
producidas por futuros profesores de matematicas chilenos en los tltimos anos
de su carrera universitaria. Aunque este trabajo no se focaliza en el EE, es
importante comentar brevemente en qué consisten estos estudios y, particu-
larmente, la fase de diseno del entorno de aprendizaje.

Por EE se entiende el tipo de investigacion de disefno (Design-Based Research)
usado en la Educacion Matematica para analizar la dindmica de actividades
instruccionales, con el proposito de producir modelos locales de aprendizaje de
los saberes puestos en movimiento (Steffe y Thompson, 2000). Seguin Barab y
Squire (2004, p. 2), la investigacion de diseno “no es tanto un enfoque, sino una
serie de enfoques, con la intencion de producir nuevas teorias, artefactos y
practicas que tengan en cuenta y potencialmente impacten el aprendizaje y la
ensenanza en entornos naturalistas”. En las ultimas décadas, los EE han gana-
do terreno en la investigacién sobre el aprendizaje de futuros profesores de
matematicas en sus espacios naturales de produccion social (Molina et al, 2011).

Por lo anterior, el EE en el que se enmarca este articulo fue pensado tanto
para producir un modelo local de aprendizaje del saber acerca de las construc-
ciones euclidianas con GeoGebra por futuros profesores de matematicas, como
para validar este modelo desde la evidencia empirica recolectada en diferentes
programas de formacion inicial del profesorado en Chile y la consecuente mejo-
ra de las actividades formativas del experimento.

La realizacion del EE contempla tres fases de investigacion: diseno instruc-
cional, implementacion y analisis retrospectivo (Gravemeijer, 2004; Simon, 2000).
En atencion al proposito del articulo, sequidamente se explica en qué consiste
la fase de diseno instruccional.
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Disefio de un entorno de aprendizaje del saber docente acerca de las construcciones euclidianas ...

3.1. DISENO INSTRUCCIONAL

Por lo general, la fase de disefio instruccional consiste en la elaboracion de un
entorno de aprendizaje y la respectiva justificacion. En este articulo, el entorno
de aprendizaje se entiende como la “conjuncion de las tareas disenadas y la
concepcion de una determinada manera de usarlas, incluyendo el papel del
formador de profesores y los documentos adicionales’ (Llinares, 2004, pp. 97-98).
Visto asi, el diseno del entorno pone especial atencion en las tareas de formacion
y en las interacciones entre el formador y los futuros profesores con las tareas y
los recursos semidticos empleados para resolverlas. En sintonia con los referen-
tes teoricos, estos elementos del diseno (tareas e interacciones) se corresponden
con determinados saberes por movilizar, un motivo-objetivo y unas metas.

Teniendo en cuenta los referentes tedricos y metodoldgicos expuestos, en
el proximo apartado se describen los elementos que estructuran el disefo del
entorno de aprendizaje.

4. ELEMENTOS DEL DISENO

A partir de la concepcion de actividad formativa, en este trabajo los elementos
que estructuran el diseno del entorno de aprendizaje incluyen el saber docente
movilizado (lo que da lugar al contenido de la formacion), el motivo, objetivo y
metas de la actividad formativa, las tareas de la formacién y las interacciones.

4.1. EL SABER DOCENTE POR MOVILIZAR

Por medio de la implementacion del entorno de aprendizaje se busca poner
en movimiento un saber docente enraizado en el trabajo que realizan los
profesores de matematicas de educacion basica y media de Chile, cuando ense-
nan las construcciones euclidianas haciendo uso del software GeoGebra. En
este articulo, dicho saber se denomina: Saber Acerca de las Construcciones
Euclidianas con GeoGebra (SACEG). Aunque se admite que el SACEG, como todo
saber docente, puede nutrirse de saberes provenientes de distintas fuentes, en
el diseno se asume que dicho saber se alimenta de saberes disciplinarios y
profesionales especificos de la formacién inicial del profesorado de matematicas.
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La vertiente disciplinaria

En cuanto a la vertiente disciplinaria, el SACEG se alimenta de ciertos procesos
corporeos, sensibles y materiales de accion y reflexion geométrica sobre las
construcciones con regla y compas, movilizados en los cursos de formacion
inicial sobre geometria euclidiana. Siguiendo a Valente (2017), este tipo de cur-
sos aportan al futuro profesor el objeto de ensefanza, es decir, esos contenidos
que deberian ser aprendidos para su ensenanza en la escuela. Visto asi, el
SACEG comprende todo sistema de expresion, accion y pensamiento acerca de
los objetos de la geometria plana (p. ej, rectas, angulos y tridngulos), codificado
historica y culturalmente como procedimientos de construccion de estos objetos
con regla y compas o software dinamico.

Las raices de estos procedimientos pueden encontrarse en la Grecia clasica
(450-300 a. de C), cuando la produccién de tratados sobre los fundamentos de
la geometria hacia parte de una larga tradicion de abstraccion y sistematizacion
progresiva de todo lo creado por el orden cientifico (Ribnikov, 1987; Scriba y
Schreiber, 2015). Estos tratados contenian los principales problemas geométricos
de la época, entre ellos las construcciones con regla y compas. A través de estos
problemas, los matematicos griegos demostraban la existencia de los objetos
geométricos con ciertas propiedades (objetos deseados), partiendo de unas con-
diciones iniciales (objetos dados) (Rey y Babini, 1985). En la resolucion de los
problemas se empleaba un método que consistia en describir el procedimiento
de construccion con regla y compas del objeto deseado, y demostrar que tal
procedimiento entregaba el objeto con las propiedades deseadas (Scriba y
Schreiber, 2015). Este método fue adoptado por Euclides en su famoso tratado
de geometria llamado Elementos.

Los Elementos datan del siglo lll a. de C.y en el Libro | se presentan los
principales problemas de construcciéon de la época (especialmente, los procedi-
mientos de construccion y las demostraciones asociadas). Por ejemplo, la pro-
posicion I.1 enuncia el siguiente problema: Construir un triangulo equildtero
sobre una recta finita dada (Euclides, 1991, p. 201). La solucion de este proble-
ma comienza con la presentacion del segmento AB (un caso particular de la
recta finita del enunciado), sobre el cual se determina la construccién del trian-
gulo equilatero. El procedimiento de construccion con regla y compas empleado
por Euclides se resume asi: (i) describir el circulo BI'A con centro By radio AB;
(ii) describir el circulo ATE con centro A y radio BA,; (iii) dibujar el segmento T'A,
desde T" hasta A; y (iv) dibujar el segmento I'B, desde T" hasta B (figura 1).
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Figura 1. Dibujo asociado a la proposicion L1 de los Elementos,
tomado de Euclides (1991, p. 202)

La demostracion de la proposicion 1.1 comprende una serie de consecuencias
logicas justificadas por algunos postulados, definiciones o nociones comunes
que se citan al inicio de los Elementos. Por ejemplo, en atencion al procedimien-
to de construccion, las operaciones (i) y (ii) se presentan como consecuencia del
postulado 3, el cual describe un circulo con cualquier centro y radio; mientras
que las operaciones (iii) y (iv) se derivan del postulado 1 que describe el traza-
do de un segmento de cualquier punto a cualquier punto.

Seguin Rey y Babini (1985), la funcién de los postulados en los Elementos
era la de “fijar la posibilidad constructiva de las figuras [..] determinando asi su
existencia y unicidad” (p. 74). De hecho, Euclides asume la posibilidad de dibu-
jar un segmento entre dos puntos dados (Postulado 1), extender el segmento
indefinidamente por cualquiera de sus extremos (Postulado 2) y dibujar un
circulo con centro y radio dado (Postulado 3), haciendo que todas las proposi-
ciones geométricas, fueran teoremas o construcciones, se fundaran “sobre esas
dos figuras y sus relaciones y conexiones mutuas” (Rey y Babini, 1985, p. 52). En
consecuencia, la regla y el compas de los griegos, como todo artefacto cultural,
portaban contenidos conceptuales especificos que la tradicion geométrica habia
depositado en ellos.

Actualmente, el SACEG se nutre de sofisticadas y evolucionadas definiciones
y axiomas de la geometria elemental, de algo mas que el método sintético
euclideo para explorar esta geometria (p. ej, el método analitico, originado en el
siglo XVII) y de artefactos digitales que hacen posible el trabajo geométrico en
el aula de formas novedosas. Con todo esto, los procesos de produccion y justi-
ficacion de construcciones euclidianas elaboradas con GeoGebra caracterizan
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el SACEG. Para Laborde (1997), las construcciones creadas con SGD (p. e], con
GeoGebra) favorecen el reconocimiento de vinculos entre las evidencias visuales
que aportan los dibujos en la pantalla (invarianza de las propiedades espacia-
les del dibujo) y los hechos geométricos (elementos del sistema axiomatico-de-
ductivo de la geometria euclidiana); estos ultimos relacionados con ideas que
subyacen en las herramientas que ofrece el software.

Desde una perspectiva historica-cultural (Radford, 2014), GeoGebra constitu-
ye un artefacto cultural (de naturaleza digital) que proporciona a los usuarios
una serie de contenidos conceptuales (herramientas de construccion, medida y
otras opciones) y un espacio de trabajo estructurado conceptualmente (aparien-
cias del software) para que ellos experimenten con tales contenidos y produzcan
formas novedosas de construir los dibujos dinamicos® y validar estas construc-
ciones. Por ejemplo, para construir con GeoGebra un triangulo equilatero a
partir del tamano® de sus lados (equivalente a la cantidad de longitud del
segmento m) y de uno de sus veértices (punto P), Ia herramienta Poligono sugie-
re un procedimiento guiado por el reconocimiento y/o determinacion de los
vértices que lo definen (figura 2). La conceptualizacion que subyace en la herra-
mienta denota la idea moderna de figura geométrica como “el conjunto de sus
elementos; el triangulo es “tres puntos del planao’, a los cuales estan adheridos
tres segmentos y tres dngulos” (Levi, 2006, p. 116).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

2 AL olo] <N =] 4]

va

+ A| Poligono
Selecciona todos los vértices, luego el primero nuevamente.

Figura 2. Conceptualizacién de Poligono por la herramienta correspondiente

4 Por dibujo dindmico se entiende el dibujo creado con un software dinamico, de manera que ‘[.]

conserve ciertas propiedades espaciales impuestas cuando se desplace uno de los puntos basicos del dibu-
jo" (Laborde, 1997, p. 42).

> Segun Guacaneme (2012), el tamafo de una magnitud es “una caracteristica intrinseca del objeto
geométrico, de orden cuantitativo, no numeérico [..]; asi, por ejemplo, el tamafo de un segmento es la canti-
dad de longitud del mismo, pero no la medida de la cantidad de su longitud” (Guacaneme, 2012, p. 117).
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En el ejemplo, la conceptualizacion que subyace en la herramienta Poligono
y las condiciones iniciales de la figura (m y P) posibilitan el surgimiento de
procedimientos de construccion con GeoGebra del triangulo equilatero con con-
sistencia geométrica, los cuales pueden acompanarse de modos de justificar
dicha consistencia. Considerando que la incorporaciéon del SGD al aula de mate-
maticas da lugar a nuevas formas de establecer la verdad de un hecho geome-
trico (De Villiers, 1998), la justificacion de la consistencia geométrica de una
construccion con GeoGebra es entendida en este articulo como una parte con-
sustancial de la actividad formativa, manifestada en los modos en que los
individuos tratan de persuadir a otros de que el razonamiento en torno al pro-
cedimiento de construccién empleado es correcto (Fiallo, 2011).

Desde esta perspectiva, tanto el procedimiento de construccion con GeoGebra
del triangulo equilatero como su justificacion comprenden formas singulares
(conocimientos) del SACEG asociadas al caso de la proposicion I.1 de los Ele-
mentos. En la practica concreta, estas formas singulares del SACEG (particulari-
zadas al caso del ejemplo) se manifiestan en acciones orientadas al logro de
resultados intermedios que, por si solos, no satisfacen la necesidad de construir
con GeoGebra el triangulo equilatero. De hecho, en lineas generales, las nece-
sidades que mueven a los individuos a realizar una actividad no son satisfechas
por los resultados intermedios, sino por el producto de la actividad conjunta de
todas las acciones desplegadas (Leontiev, 1978).

Por lo anterior, las acciones de una construccion con GeoGebra median entre
la necesidad de los individuos de producir el dibujo dinamico esperado y las
operaciones no conscientes realizadas con el software para lograr las acciones
y que se encuentran subordinadas al espacio de trabajo (apariencia Geometria)
de GeoGebra. En el ejemplo, una forma singular de construccion del triangulo
equildtero puede considerar las acciones: determinar el segundo veértice (A-1),
determinar el tercer vértice (A-2), y dibujar el triangulo (A-3); a su vez, cada accién
se realiza mediante operaciones (O) con el software que conducen tanto a los
resultados intermedios como al dibujo dinamico en su conjunto (figura 3).
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Afchivo EGNA Vista Opcicnes Hemamientss Ventana Ayusa

Procedimiento de construccion del triangulo equilitero B SNCIFFENER
A-1: Determinar el segundo vérfice M L=~
O-1.1: Se traza la circunferencia ¢ con centro P y radio m —
Circunferencia: centro y radio o
O-1.2: Se fija un punto C sobre la circunferencia ¢ — Punto L

A-2: Determinar el tercer vértice
0-2.1: Se traza la circunferencia d con centro C y que pasa
por P — Circunferencia (centro, punto)
0-2.2: Se intersecan las circunferencias ¢ y d en el punto D
— Interseccion

A-3: Dibujar el tridngulo
0-3.1: Se dibuja el tridngulo con wvértices P, Cy F -
Poligono

Figura 3. Ejemplo de acciones y operaciones en una construccion con GeoGebra

Finalmente, el significado que puede atribuirse a las acciones de un procedi-
miento de construccion con GeoGebra estaria determinado por las relaciones
que los futuros profesores establecen entre cada accion y la construccion en su
conjunto, de manera tal que la misma accion puede tener un significado distin-
to en diferentes construcciones de una misma figura. Para tomar conciencia de
esta relacion, los individuos hacen uso de diversos recursos semioticos que
incluyen a GeoGebra, el propio cuerpo (p. ej, los gestos) y los signos (p. ej, el
lenguaje natural o simbolico).

En sintesis, el SACEG desde la vertiente disciplinaria expresa la capacidad
potencial de los futuros profesores para (i) producir un dibujo dindmico con
GeoGebra ajustado al objeto geométrico demandado por una tarea de construc-
cion, (i) comunicar (de manera oral y/o escrita) el procedimiento de produccion
del dibujo dindmico en funcion de acciones y operaciones, y (iii) justificar la
consistencia geométrica del dibujo dinamico producido. Esta caracterizacion es
parte de una concepcion mas amplia del SACEG que se alimenta de una ver-
tiente profesional.

La vertiente profesional

En el aula de matematicas, el SACEG (en lo que concierne a la vertiente discipli-
naria) es objeto de trabajo del profesor, quien busca crear condiciones para su
materializacion en la practica concreta. Para cumplir con este objetivo, es necesa-
ria una comprension del SACEG que asuma la caracterizacion anterior e incluya
otros saberes provenientes de las ciencias de la educacion vy, particularmente, de
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la educacion matematica. Por lo general, este saber profesional se deriva de estu-
dios sobre el profesor de matematicas y su practica docente, cuyas conclusiones
luego son incorporadas a los programas de formacién inicial.

Para el diseno del entorno de aprendizaje, se ha considerado que el SACEG
se alimenta de un saber profesional originado en investigaciones sobre el cono-
cimiento, habilidades y actitudes del profesor de matematicas. Hiebert et al.
(2007) y Mason (2002) se refieren a este saber como la capacidad potencial del
profesor para analizar con sentido la ensenanza, en atencion al logro de los
objetivos de aprendizaje. Siguiendo a Tardif (2002), este tipo de saber refleja un
modo particular de relacionarse del profesor con la realidad del aula de mate-
maticas. En esta realidad, los profesores se tornan en seres sensibles, esto es,
‘en seres inevitablemente afectados por otras partes de la naturaleza” (Radford,
2018, p. 94), especialmente por los modos en que sus alumnos se expresan,
actian y piensan matematicamente cuando resuelven problemas matematicos.

Afectados asi, los profesores sienten la necesidad de reconocer en las accio-
nes de sus alumnos ciertos hechos que le atanen (p. ej, una forma historica y
cultural de construccién de un tridngulo con GeoGebra) y comprometerse en la
transformacion de estos hechos, desarrollando la capacidad de mirar con sen-
tido las situaciones de ensenanza y aprendizaje que le atanen (Hiebert et al,
2007; Mason, 2002). Mediante esta capacidad latente, los profesores pueden
capturar un hecho tal y como este se presenta en la actividad matematica de
sus alumnos (la realidad concreta), al mismo tiempo que va captando los nexos
causales y circunstanciales de este hecho en la practica del aula, y sus contra-
dicciones internas.

Recientemente, la capacidad de mirar con sentido las situaciones de ense-
nanza y aprendizaje de las matematicas se ha investigado en ambientes de
formacion inicial del profesorado y desde distintos enfoques epistemoldgicos.
Por ejemplo, Sherin et al. (2011) se refieren al Teacher Noticing (TN) como la
capacidad latente del profesor de lidiar con el conglomerado de datos sensoria-
les (en constante movimiento) que aparecen ante ellos en la instruccion. Para
estos autores, TN involucra dos procesos interrelacionados: (i) prestar atencion
a hechos particulares del aula y (ii) dotar de sentido a estos eventos.

Sobre el sequndo proceso, Van Es y Sherin (2002) sostienen que dotar de
sentido es un proceso que implica tanto interpretar lo observado (relacionando
los hechos con categorias abstractas y caracterizando lo visto en términos de
episodios instruccionales familiares) como tomar decisiones pedagogicas con
base en las interpretaciones. Centrados en el pensamiento de los alumnos,
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Jacobs et al (2010) vinculan la capacidad TN con el desarrollo de tres procesos
interrelacionados: (i) identificar hechos matematicos relevantes en las respuestas
de los estudiantes; (ii) interpretar la comprension de los estudiantes de los
hechos matematicos y (i) decidir como actuar en funcién de la comprension
que se tiene de estos hechos.

En este articulo se asume el procedimiento de construccion con GeoGebra
y la justificacion de su consistencia como la realidad concreta que aporta a la
actividad formativa la materia prima (materializacion de un hecho geométrico)
para desarrollar la capacidad de los futuros profesores de mirar con sentido sus
producciones. Desde una perspectiva dialéctica-materialista, los procedimientos
de construccion con GeoGebra llevan implicitas contradicciones® internas (p. ej,
las derivadas de las diferencias entre los dibujos dinamicos presentados y las
respuestas esperadas por el formador) que, dentro de la actividad formativa,
constituyen oportunidades para la toma de conciencia del SACEG en su vertien-
te profesional. En otras palabras, estudiando las contradicciones inherentes a la
produccion de construcciones euclidianas con GeoGebra es posible recrear for-
mas de hacer progresar a los futuros profesores en su capacidad para dar
sentido a los hechos geométricos asociados con los procedimientos de los demas
companeros. Con esto, se busca sacar provecho de las “situaciones imprevistas
durante el desarrollo de la leccién que pueden ser usadas para apoyar el apren-
dizaje de los estudiantes” (Llinares, 2019, p. 31).

En resumen, el SACEG en la vertiente profesional se nutre de la capacidad
de mirar con sentido la ensefianza, al estilo de Jacobs et al (2010), expresando-
se como procesos sociales que involucran (i) identificar un hecho geométrico
en el procedimiento de construccion con GeoGebra realizado por un futuro
profesor, (ii) interpretar el modo en que otros comprenden estos hechos, e (iii)
intervenir para favorecer el progreso en la comprension del hecho.

4.2. MOTIVO, OBJETIVO Y METAS

Seguin Leontiev (1978), toda actividad humana responde a necesidades de los
individuos que se involucran en ella, siendo estas necesidades objetivadas en

® En este articulo, las contradicciones se refieren a las acciones y operaciones de un procedimiento de
construccion con GeoGebra (hechos geométricos), que son cuestionables porque ponen en riesgo la légica
de construccion del dibujo dinamico.
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el motivo que impulsa la labor. Desde esta perspectiva, el entorno de aprendi-
zaje descrito aqui tiene por motivo contribuir al desarrollo de las capacidades
de los futuros profesores para relacionarse, de manera critica y ética, con deter-
minados procesos corporeos, sensibles y materiales de accién y reflexion, carac-
teristicos del SACEG.

Por su parte, el motivo se encuentra ligado a un objetivo (material o ideal)
que le confiere cierta orientacion a la actividad. Seguin Reverand (2004, p. 165),
el objetivo “constituye el resultado futuro, anticipado de la actividad, todo aquello
que el hombre desea alcanzar, obtener, crear”. En este sentido, la actividad forma-
tiva derivada de la implementacion del entorno de aprendizaje tiene por objetivo
el reconocimiento consciente y progresivo del SACEG a partir de la intervencion
responsable del formador y los futuros profesores en la labor de produccion de
procedimientos de construccion con GeoGebra y de formas de justificar la consis-
tencia de estos procedimientos.

Finalmente, ya que “una actividad que se desenvuelve en alguna medida,
presupone el logro de una serie de fines concretos” (Leontiev, 1978, p. 84), para
que la resolucién de una tarea de construccion con GeoGebra se mueva en la
direccion de su objetivo, conviene identificar una o mas metas que puedan
lograrse a través de tareas especialmente elaboradas (Radford, 2017b). En este
punto, una meta es la representacion consciente del resultado al que se subor-
dinan las acciones, mientras que una tarea comprende la enunciacion de una
meta que se estipula bajo ciertas condiciones.

A partir de lo anterior, para que la actividad formativa se despliegue en la
direccion de su objetivo (el reconocimiento del SACEQ), se han definido las
siguientes metas:

* Resolver tareas que plantean construcciones euclidianas con GeoGebra,
cuyas acciones se relacionan con el SACEG desde la vertiente disciplinaria.

* Afrontar profesionalmente las contradicciones inherentes a la resolucion
de tareas de construccion con GeoGebra, cuyas acciones se relaciona con
el SACEG desde la vertiente profesional.
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4.3. CONTENIDO DE LA ACTIVIDAD FORMATIVA

Como se ha dicho, para que un saber se materialice en la practica concreta, este
debe “‘mostrarse en si mismo en la actividad a través de la cual este adquiere
su contenido” (Radford, 2017a, p. 108). Para el disefio del entorno de aprendi-
zaje se ha asumido que el contenido de las actividades formativas viene dado
por la materializacion del SACEG en la obra comun del formador y los futuros
profesores. Por tratarse de actividades mediadas por tareas, el modo en que el
SACEG aparece en lo concreto (desde lo disciplinario) se relaciona con el con-
tenido conceptual de la tarea.

4.4. TAREAS Y RECURSOS

Las tareas del entorno de aprendizaje (llamadas tareas de construccion con
GeoGebra) se consideraron consustanciales de la actividad formativa en cuan-
to aportan las condiciones iniciales para que los futuros profesores configuren
su experiencia con el saber involucrado en la actividad y comprendan la natu-
raleza del trabajo docente en geometria (Watson y Ohtani, 2015). En cada
actividad formativa, la tarea asociada tiene el proposito de orientar las acciones
de los individuos hacia el logro de las metas.

En total, se incorporaron 16 tareas de construccion con GeoGebra al entorno
de aprendizaje. Todas se corresponden con las cldsicas tareas de produccion de
Cabri-dibujos,’ las cuales demandan la construcciéon de dibujos dindmicos repre-
sentativos de objetos geomeétricos dados mediante descripcion verbal. Segun
Laborde (1997), mediante esta clase de tareas es posible producir:

(..) un dibujo en la pantalla que conserve ciertas propiedades espaciales impuestas
cuando se desplace uno de los puntos basicos del dibujo. La tarea para el alumno
consiste, por tanto, en elaborar un procedimiento de produccion del Cabri-dibujo,
basado en las primitivas geométricas disponibles. (Laborde, 1997, p. 42)

7 Un Cabri-dibujo es un dibujo dindmico creado con el software Cabri- Géometre. Vale destacar que

los dibujos de esta clase también pueden producirse con otras aplicaciones que tengan las caracteristicas
de un software de geometria dinamica, como es el caso de GeoGebra. Ademas, este software es completa-
mente gratuito y accesible desde la Web.
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El contenido conceptual de las tareas del entorno se determin6 a partir de la
caracterizacion del SACEG (antes descrita) y del andlisis de un grupo de proposicio-
nes tomadas de ciertas obras de geometria.® Se seleccionaron 17 proposiciones
(problemas de construccién con regla'y compas) segun la relevancia histérica del
problema en funcién de su presencia directa o indirecta en el curriculo de
matematicas chileno. A partir de estas proposiciones, se elaboraron 16 tareas
de construccion (tabla 1), 7 referidas a rectas notables, angulos, tridngulos y
cuadrilateros, y 9 referidas a la division de segmentos en una razén dada, usando
la concepcion euclidiana de razon y proporcion.

Tabla 1. Proposiciones seleccionadas para la elaboracion de las tareas

Fuente Proposiciones
Libros I, Il'y IV de los Elementos (Euclides, 1991) 11,19, 110, 112,111, IV.10
Libro VI de los Elementos (Euclides, 1994) V19, VI11, VI.12% V113, VI16* VI.30
Libros |, Il'y VI (Tratado I, Tomo 1) del Compendio 19, 111, 112, 114, VI.5
Mathematico (Tosca, 1757)

(*) Estas proposiciones dieron lugar a la misma tarea de construccion.

El andlisis de las proposiciones también aportd informacion sobre la solucion
de estos problemas, incluyendo los pasos de construccion con regla y compas
sugeridos, el dibujo geométrico asociado y la demostracion de la validez de cada
construccion. Con esta informacion se procedié a formular los enunciados de
las tareas de construccion con GeoGebra y establecer algunas posibles respues-
tas. La informacién recabada por cada proposicion se organizd en cuadros
similares al mostrado en la figura 4.

8 Las obras consultadas incluyeron tres fuentes histéricas (Euclides, 1991, 1994; Simson, 2014; Tosca,
1757) y una obra moderna (Moise y Downs, 1966).
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Fuente 1:
Euclides (1991), p. 213, Libro I,
Proposicion 1.9

Enunciado:

Dividir en dos partes iguales un
angulo rectilines

Hipétesis:

Sea BAT ¢l ingulo rectilineo dado
Tesis:

Hay que dividirlo en dos partes
1guales

Fuente 2:
Moise y Downs (1972), p. 132,
Teorema 5-2

Enunciado:

Todo dngulo tiene exactaments una
bisectriz

Hipétesis:

Sea £A ¢l dngulo dado

Tesis:

Hay que probar que £A tiene una
umica bisectnz

Procedimiento de construccion

Prueba

Procedimiento de construccion

Prueba

Primera demostracion:

AB =AC (Constr. 1)
BD = €0 (Constr. 2).
AD es lado comiin de los

1. Setomaun punto A enlarecta
AB v se quita de AT larecta AE
igual a AA (Prop. 13).

2. Setraza el segmento AE (Post.
1. 3.

1. Asesiguala AE (Constr. 1). 1
2. AZ es lado comin de los

tnangulos AAZ y EAZ (Constr.
14, 2.
AA 'y AZ son iguales

Se toman loz puntes By C en
los lados del £A, de manera que
AB=AC (Teorema 2-1).

Se biseca el sezmento 5C en su

haliad )

punto medio D (Teorema 2-2). widngulos AADE ¥ AADC

3. Seconstruye sobre AE el respectivamente aEA y AZ 3. Setrazaelraye AD. (Constr. 3).
tridngulo equilitero AEZ (Prop. (Por 1, 2), : 4. AADB X AADC (Post. LLL,
L1 4. Labase AZ esigual p la base Por 1-3).
4. Setrazael segmento AZ (Post. EZ (Constr. 3). 5. £BAD Z £CAD (Por 4, dngulos
1. 3. Elingulo AAZ esigual a que comesponden 2 lados
ngulo EAZ (Prop. 18- iguales).
A Teorema).
Conclusién:
Conclusién: £A tiene una bisectriz
Por consiguiente, el angulo rectilineo
dado BAT ha sido dividido en dos Segunda demostracion:
partes iguales por latecta AZ, 1. Suponzamos que AD biseca al
£BAC.
2. Sear =m&DAC.
A E 3. r=meDAB (Por 1)
4, r+r=meBAC (Post 13).
5 r= %mcﬁ'd(‘ Por &)
g % o

Figura 4. Cuadro con informacion acerca de la proposicion 1.9, elaborado por los autores

La informacion anterior permitio revelar los procedimientos de construccion
(teoria geométrica) evocados en las respuestas de cada proposicién, asi como
determinados signos y artefactos (sistemas semidticos) que se ofrecen a los
individuos para poder expresarse, actuary pensar sobre la teoria geométrica. Por
ejemplo, la informacién de la figura 4 expresa procedimientos prototipicos o
ideales de resolucion del problema de dividir un angulo dado en dos partes
iguales, usando regla y compas (proposicion 1.9). En el contexto escolar chileno,
este problema equivale a construir la bisectriz de un angulo dado, en cuyo
procedimiento los alumnos despliegan un repertorio de signos (dibujos, notacion
simbdlica y marcas) y artefactos (teoria geométrica, lenguaje escrito e instrumen-
tos de construccion), altamente sofisticados, que entran en juego para significar
la idea de bisectriz de un angulo como el rayo que biseca al angulo.

El enunciado de una tarea de construccion con GeoGebra incluye la refe-
rencia al objeto geométrico a ser construido, unas preguntas orientadoras y una
hoja de trabajo (archivo .ggb) con las condiciones iniciales de la construcciéon y
sobre la cual se deben producir los dibujos dindamicos. Estos enunciados siguen
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la misma estructura de las proposiciones en las obras consultadas (enunciado,
hipotesis y tesis), reduciendo el caso general a un caso particular cuyos elemen-
tos dados se muestran en la hoja de trabajo. A modo de ejemplo, la figura 5
muestra la tarea GGB-4b, asociada a la proposicion 1.2 de Tosca (1757).

PROP. IL Tarea GGB-4b
 De dos refdas dadas , bacer wn trianguly re8anguls. ( fig.1.) El archive GGB-4 muestra los segmentos m v n, y un
Ste Probl hende dos eaf punto P. Con estos elementos:
¢ma . . .
E dadas las N&iﬁ:ngiyﬁpidc?:gm?ﬁs tn”mm a) Construir un triazngnlo rectangulo para el cual dos de sus
;ﬁ:ﬁ“g‘;{:ﬁ:“ r.-l:s: cuyoangulo refto fea comprehen- lados midan m y n. y uno de sus vértices sea P.
il

Operation. H&fﬁ IL perpendicular 3 la extremidad de b) Comunicar la solucién de la tarea, destacando: (i) el
d’-ﬂ;é L. ﬂ L offe Trar, )L{Aillnupdo la reéta IM, que- procedimiento de construccion del tridngulo (just-

i mrmL o el triangulo ILM de dichas lineas, y rectan- ficando las acciones emprendidas) v (i) la forma de

Cafo 2. Sean dadas laslincas SA., v E : pidefe fe forme d validar el procedimiento de construccion: ;Como se
ﬁmﬁm » defuerte , que la mayor Si puede asegurar que el dibujo obtenido es el esperado?

Operacion. Dividale SA por medio en F 5y haciendo
centro_en F con la diftancia FA , hagafe un femicirculo,
Tomefe con ¢l compis la linea E, y paffefle defde § haita
ggim%l:mc&,ﬁ,yqu ari formado el trian-

que fe e rectangulo ¢n eltirel
anguloCendft’cningmdo.(;l.s.) G por

Figura 5. Ejemplo de una tarea de construccion con GeoGebra

Junto con la elaboracion de las tareas de construccion con GeoGebra, se esta-
blecieron posibles respuestas considerando que la aplicacion de cada tarea
podia dar lugar a dos formas de obra comun estrechamente vinculadas, en cuya
produccion el formador y los futuros profesores se encuentran con el SACEG.

La primera forma de obra comun aparece en la actividad formativa como
respuesta directa a las preguntas de las tareas de construccion con GeoGebra,
y contiene: (i) el dibujo dindmico esperado, (ii) la comunicacion (oral y/o escrita)
del procedimiento de construccion del dibujo, y (iii) la justificacion de su consis-
tencia geomeétrica. Estas componentes de la respuesta a una tarea de construc-
cion fueron anticipadas mediante el analisis de la informacion correspondiente
al postulado que origind la tarea.

Por ejemplo, el analisis de la informacion asociada a la proposicion 1.2
(figura 5) permiti¢ identificar dos casos posibles de construccién del triangulo
rectangulo, seguin la posicion que ocupan los objetos dados (lados del triangu-
lo) en el dibujo. Claro estd, la funcionalidad del software utilizado (como editor
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grafico) y la variedad de contenidos conceptuales que este ofrece convierte la
resolucion de una tarea de construccién con GeoGebra en una oportunidad
para ampliar el campo de experimentacion posible con los dibujos dinamicos
(Laborde, 1997). En el caso de la tarea GGB-4b, la proposicién 1.2 puede sugerir
un procedimiento de construccion para el cual my n representan los tamanos
de los catetos del triangulo (caso 1 de 11.2). Al relacionar este procedimiento con
la conceptualizaciéon de la herramienta Poligono (usada en este caso para pro-
ducir el dibujo dinamico) es posible organizar la construccion en acciones y
operaciones, segun se muestra en la figura 6.

Procedimiento de construccion:
A-1: Determinar el segundo vértice del tridngulo

O-1.1: Se construye la circunferencia e con centro P y radio
m — Circunferencia. centro, radio

0O-1.2: Se fija el punto E sobre la circunferencia e — Punto
A-2: Determinar el tercer vértice del tridngulo
O-2.1: Se traza la recta h por Py E - Recta

0-2.2: Se traza la recta i, perpendicular a h por P —
Perpendicular

0-2.3: Se construye la circunferencia k con centro P y radio n

— Circunferencia: centro, radio

0-2.4: Se fija el punto F de interseccion entre i y k — Punto
A-3: Dibujar el tridngulo

0-3.1: Se construye el tridngulo t1 con vértices P, £y F -
Poligono

Figura 6. Respuesta posible a la tarea GGB-4b (dibujo dindmico
y procedimiento de construccion)

En cuanto a la comunicacion del procedimiento de construccion (pregunta b
de la tarea), se espera que los futuros profesores justifiquen la consistencia (o
no) de la construccion realizada, esto es, que formulen un discurso argumen-
tativo que valide el procedimiento de construccién empleado, situando tal
procedimiento dentro del marco axiomatico asociado a la proposicion que
origina la tarea. En el espacio de trabajo del software, la relacion con la teoria
geométrica puede lograrse a partir de la identificacién de propiedades del
dibujo dindmico que se mantienen (o no) invariantes tras ser arrastrado por
sus elementos libres. Ya que la produccion del dibujo dindmico es mediada
por GeoGebra, lo que importa de la argumentacion aqui no es la secuencia
proposicional de deducciones caracteristicas de una demostracion formal
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escrita, sino la justificacion razonada de lo obtenido en atencion a la teoria
geométrica (Sinclair y Robutti, 2013).

Antes de explicar la segunda forma de obra comun, conviene recordar que
la resolucion de cada tarea de construccion con GeoGebra lleva implicitas con-
tradicciones internas que pueden ser reconocidas y trascendidas por causa de
la labor conjunta del formador y los futuros profesores. Por esta razén, se espe-
ra que la segunda forma de obra comun aparezca en la actividad formativa
como un modo especifico de intervencién del futuro profesor motivada por
alguna contradiccion presente en la respuesta de otro companero a la tarea de
construccion que se trate. En lo especifico, este tipo de obra comun implica: (i)
identificar un hecho geométrico de la construccién que permita explicar la con-
tradiccion presente en la respuesta del companero, (ii) interpretar el modo en
que los otros entienden este hecho geométrico, e (iii) intervenir como profesor
para ayudar a que otros mejoren su comprension del hecho geométrico (avan-
zar para superar la contradiccion).

A modo de ejemplo, se presenta el caso hipotético de Gonzalo y Layla, dos
futuros profesores que se involucran en la resolucion de la tarea GGB-4b de la
figura 5. En un momento de la actividad formativa, Layla expone ante el forma-
dor y los demdas companeros su respuesta a la tarea de construccion, mientras
que Gonzalo se va dando cuenta de que la joven ha empleado un procedimien-
to de construccion distinto al suyo (figura 7). En la respuesta de Layla, Gonzalo
reconoce la forma de construccién del triangulo rectangulo para el cual el
tamano de la hipotenusa es n (este hecho se corresponde con el caso 2 de la
proposicion 11.2), y se percata que la circunferencia h (operacion 2 del procedi-
miento) no contribuye con la localizacion del tercer vértice del triangulo. En este
ejemplo, las operaciones que producen el tercer vértice del triangulo constituyen
un hecho geométrico, mientras que la circunferencia h se convierte en el foco
de la contradiccion.
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Operaciones de la construccion:

1. Se traza la circunferencia e con centro Py radio m -
Circunferencia: centro y radio

2. Se traza la circunferencia 4 con centro Py radio n -
Circunferencia. centro y radio

3. Se fija el punto E sobre la circunferencia e - Punto

4. Se construye el segmento i con extremos P a I - Segmento

5. Se traza la circunferencia & con centro £y radio n -
Circunferencia: centro y radio

6. Se construye la recta p que pasa por Py ¢s perpendicular a i -
Perpendicular

7. Se interseca la recta p con la circunferencia 4, dando lugar a
los puntos H ¢ I - Interseccion

8. Se construye el segmento g con extremos E e { - Segmento

9. Se construye el triangulo poligonol con vértices E, Py I -
Poligono

Figura 7. Procedimiento de construccion de Layla ante la tarea GGB-4b

Para hacer que Layla reconozca la contradiccion en su respuesta y la supere,
Gonzalo sugiere que se revisen las operaciones del procedimiento de construc-
cion y se organicen dichas operaciones en acciones, atendiendo a la concep-
tualizacion de la herramienta Poligono, usada por Layla para dibujar el
triangulo. Por ejemplo, las operaciones 1y 3 de la figura 7 permiten determinar
el vértice E del triangulo (primera accion), mientras que las operaciones 4, 5, 6
y 7 permiten la localizacion del vértice | (sequnda accion). De esta manera
(organizando las operaciones en acciones) se crean las condiciones para el
cuestionamiento del papel que desempena la operacion 2 en la construccion.

Mientras esto se produce, Gonzalo podria intervenir formulando preguntas
(p. ej, {qué herramienta del GeoGebra te permitio construir el tridngulo?, icudles
son los requerimientos de esta herramienta para ser usada?) con las cuales ¢l
busca dirigir la atencion de Layla hacia los objetos que permiten determinar los
veértices E e | necesarios para el empleo de la herramienta.

4.5. INTERACCIONES

Dado que el aprendizaje del SACEG es un fenémeno social, las interacciones entre
el formadory los futuros profesores durante los encuentros representan un aspec-
to crucial del entorno de aprendizaje. Se tiene previsto que la aplicacién de cada
tarea se haga siguiendo un ciclo de trabajo colaborativo inspirado en los momen-
tos de la actividad del aula que propone Radford (2017b). La figura 8 muestra
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los cuatro momentos que conforman el ciclo de resolucion de una tarea de
construccion con GeoGebra, ajustados al tiempo de duracién del encuentro, la
cantidad de tareas atendidas y las caracteristicas del espacio fisico.

Bt'uqueda‘de

7 g8 S

Discusiones en

Presentacion pequefios grupos

de la tarea ‘ L

&

Discusion en gran grupo

Figura 8. Representacion de los momentos de la actividad formativa,
elaborado por los autores

En el momento de presentacion de la tarea, el formador muestra y explica la
tarea a los futuros profesores, procurando que ellos entiendan lo que deben
hacer. En ocasiones, serd necesario despejar aquellas dudas iniciales que pue-
dan interferir en el desarrollo del siguiente momento. Durante la busqueda de
respuestas, los futuros profesores trabajan de manera independiente o en peque-
fios equipos (seguin las condiciones del encuentro) para producir respuestas
posibles a la tarea presentada.

Para el momento de discusiones en pequenos grupos, el formador ofrece la
debida retroalimentacion, responde las dudas que van surgiendo, hace pregun-
tas y estimula la busqueda de respuestas. Ademas, el formador se esfuerza por
reconocer las oportunidades de aprendizaje del SACEG en los modos de reso-
lucion de la tarea que surgen durante un momento de la busqueda, identifican-
do las respuestas que merecen ser discutidas con todo el grupo y los signos de
incomprension o frustracion que impiden el avance hacia la obra comun. Al
centrar la atencion en estas cuestiones se aumentan las posibilidades de alcan-
zar las metas de la formacion, ya que las respuestas detectadas por el formador
se convierten en la materia prima para el siguiente momento del ciclo.
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Luego de decidir las respuestas que seran compartidas y el orden de inter-
vencion en que seran compartidas, el formador pone en marcha la discusion en
gran grupo. En este momento, se pide intencionalmente a los futuros profesores
que presenten sus obras (completas o inconclusas) al resto del grupo, promo-
viendo el didlogo sobre ideas geométricas importantes (Stein et al, 2008) para
la situacion de resolucion en que se encuentren. Normalmente, este momento
se desarrolla en dos instantes. El primer instante es de reconocimiento de las
condiciones de la produccién de la respuesta que es compartida. En este ins-
tante el formador intenta que los futuros profesores reconozcan las potenciali-
dades y limitaciones’ de la construccion que se les presenta, para lo cual se
podria optar por solicitar a quien la comparte que reproduzca el procedimiento
de construccion en la hoja de trabajo, desde la primera operacion realizada.

El segundo instante es de modificacion de la respuesta. En este instante el
formador invita a los presentes a comprometerse en la transformacion de las
condiciones iniciales de producciéon de la respuesta compartida, ofreciendo la
ayuda necesaria para superar las limitaciones de la construccion. Este acto
demanda la movilizacién del SACEG para el caso de la tarea que se trate, de
manera que los esfuerzos mancomunados favorecen el reconocimiento de aque-
llo que necesita ser modificado, ya sea en la construccion misma (el dibujo
dindamico) o en la forma de comunicar y/o probar la consistencia del procedi-
miento de construccion.

Para que un futuro profesor se sienta desafiado a actuar profesionalmente, el
formador le ofrece opciones de intervencion a través de preguntas especificas, tales
como: ¢Encuentras alguna diferencia importante entre esta respuesta y la tuya?
¢Donde estd el problema en la respuesta? éDe qué manera puedes actuar como
profesor para lograr que tu companero reconozca este problemay lo supere?

El rol del formador en los momentos antes descritos se corresponde con un
rol ético (Radford, 2020b), en el sentido de reconocerse como inseparable de la
actividad formativa que media y actualiza el SACEG. En otras palabras, el for-
mador actta éticamente en la actividad al asumirse dentro de una conciencia
colectiva en la busqueda de la obra comun, problematizando la relacion de los
futuros profesores con el SACEG, abonando el camino hacia el logro de las metas

° Para conocer las posibles limitaciones en las respuestas de futuros profesores, las tareas de cons-

truccion con GeoGebra fueron aplicadas en 2019 durante el curso de Diddctica de la Matemdtica IV, perte-
neciente a la carrera de Pedagogia en Matematica y Computacion de la Universidad de Los Lagos (Chile).
En la aplicacion participaron 11 estudiantes en el dltimo ano de la carrera.
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de la formacion y aportando a la labor conjunta sus formas idiosincraticas de
expresion, accion y pensamiento como un profesor de matematicas mas, dentro
de un marco de actuacién profesional éticamente responsable.

Se tiene previsto que la aplicacion de las tareas se realice por encuentros
con los futuros profesores, de 90-120 minutos de duracion. Bajo condiciones
ideales, se requieren 10 encuentros para aplicar las tareas, a los que se antepo-
nen dos encuentros destinados a discutir sobre Ia resolucion de tareas de cons-
truccion geomeétrica con software dinamico y la elaboracion de narrativas como
herramienta de formacion profesional.

CONSIDERACIONES FINALES

Se describieron los referentes teoricos/metodologicos y los elementos que con-
formaron el disefio de un entorno de aprendizaje centrado en el saber acerca de
las construcciones euclidianas con GeoGebra. Tal descripcion es una respuesta
a la necesidad de los autores de mostrar como una determinada concepcion del
aprendizaje humano puede dar forma al disefio de un entorno de aprendizaje
centrado en las construcciones euclidianas con GeoGebra vy dirigido a futuros
profesores de matematicas chilenos, proximos a egresar. Desde una perspectiva
historica-cultural del aprendizaje, se procuraron las condiciones para el encuentro
progresivo de futuros profesores con el SACEG. En particular, el hecho de asumir
el aprendizaje del SACEG como procesos de objetivacion ha supuesto el reto de
pensar en la naturaleza y fuentes del SACEG como saber docente.

Por otro lado, la concepcion de actividad adoptada permitio que la actividad
formativa se proyectara como un espacio legitimo de toma de conciencia del SACEG,
en sus vertientes disciplinaria y profesional. Una ventaja de la actividad formativa
que se propone es la posibilidad de ser integrada parcial o totalmente a la dinami-
ca de funcionamiento de las carreras de Pedagogia en Matematicas del pais ya sea
como curso optativo, unidad de aprendizaje o actividad de mejoramiento. Finalmen-
te, el camino recorrido ofrece un acercamiento a lo que implica asumir algunos
principios de la Teoria de la Objetivacion para disenar un entorno de aprendizaje
dirigido a futuros profesores de matematicas, estableciendo con ello un puente entre
la formacion inicial y el mundo de la ensenanza.
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