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Resumen

Este trabajo investiga una de las técnicas novedosas en la Programacion en Enteros (PE), el método de Ramificacidn
y Acotacién combinado con los cortes de Gomory y Chvatal-Gomory. A través de los programas Programacion
Lineal en Enteros v.1.0 y del SPSS v.20.0 se lleva a cabo la implementacién y comparacién de distintas alternativas
empleadas en el método de Ramificacién y Corte para problemas pequefios, utilizando los cortes mencionados
anteriormente y aplicados a diferentes niveles del arbol. Se hace una comparacion con el software Mathematica v.9.0
para validar los resultados obtenidos. Fueron analizadas12 estrategias para la resolucién de problemas de PLE.

Palabras clave: Programacion en enteros, cortes de Gomory, cortes de ChvatalGomory, metodo ramificacion y
acotacion
Abstract

This work investigates one of the novel techniques in the Programming in integers (PE), the method of branching and
dimension combined with the cuts of Gomory and Chvatal-Gomory. Through the program Linear Programming in
Integers v.1.0 and the program SPSS v.20.0, the implementation and comparison of the different alternatives used in
the Ramification and Cutting method for problems with small dimensions is carried out, using the cuts mentioned
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above and applied to different In addition, a comparison is made with Mathematica software v.9.0 to validate the
results obtained. A total of 12 strategies were analyzed to solve ILP problems.

Keywords:Programming in integers, cuts of Gomory,cuts of Chvatal-Gomory, ramification and cutting method

Introduccion

Hoy en dia, la optimizacion se ha convertido en practica habitual en las ciencias, las ingenierias y los servicios. En
Estadistica son comunes los términos “maxima probabilidad o minimos cuadrados”; en el campo de los negocios es
frecuente encontrar términos como “maximo beneficio, minimo costo o aprovechamiento maximo de los recursos”.
Aunque muchos de los aspectos basicos de la Optimizacion se desarrollaron en los siglos XVIII y XIX con los
trabajos de Lagrange o Euler el verdadero desarrollo de la Programacion Matematica (PM) comienza con los trabajos
de Kantorovich y Dantzig en los afios 40. Sin embargo, no es hasta la revolucién informatica de los afios 70, cuando
apoyados en el poder de célculo de los ordenadores, la PM comienza a ser una herramienta ampliamente utilizada en
muchas aplicaciones. Los problemas de Optimizacion se pueden clasificar en problemas que involucren variables

continuas solamente o en problemas con variables continuas y discretas (o solamente discretas).

Un Problema de Programacion Lineal en Enteros (PLE) est4 dado por:
fx)=cTx,cezn,
sa:S={x€ZAx=b,A€Z™" b€ Z™}(1)

El desarrollo de dos técnicas importantes ha contribuido a mitigar el crecimiento exponencial en la solucién de
problemas de PLE Mixtos. El desarrollo de técnicas de pre-procesamiento y la introduccién de Planos Cortantes. El
pre-procesamiento se basa en la utilizacion de la eliminacién automatica de variables y restricciones, reformulacion
de restricciones, fijar a priori algunas variables enteras. Dos articulos reportan la aparicion del algoritmo de
Ramificacion y Corte (Grotschel and Holland 1991), (Padberg and Rinaldi 1991).Los altimos desarrollos en la PE
Mixta incluyen los métodos de Ramificacién y Precio (Branch and Price) (Liberti 2006) y Ramificacion y Corte
(Branch and Cut, (Balas and Fischetti 1993);(Padberg and Rinaldi 1991) ; (Jiinger, Reinelt et al. 1995);(Fischetti and
Lodi 1997); (Fischetti and Lodi 2007) ;(Fischetti and Lodi 2010) ; (Fischetti and Monaci 2017) ;(Fischetti, Lodi et al.
2016) ;(Caballero and Grossmann 2007); (Bartlett and Cussens 2017); (Sangay and César 2012);(Cornuéjols and Lee
2016);(RothvoR and Sanita 2013)etc.
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Se reporta en la bibliografia actualizada que la aplicacién de Métodos hibridos, o sea, Ramificacion y Acotacion
combinado con los Planos Cortantes de Gomory (Branch and Cut) proporciona mejoras de pre-procesado y aumento
en la velocidad de los ordenadores. Esta demostrado por Eisenbrand, F. que la separacion de un problema aplicando el
corte Chvatal-Gomory es NP-Hard(Eisenbrand and Schulz 1999).

Materiales y métodos

Metodos de Programacion Lineal en Enteros

Supongamos que tenemos dos Problemas Lineales, el Problema lineal en Enteros y su Problema Relajado. Aplicamos
el algoritmo de Cortes de Chvatal — Gomory teniendo en cuenta la propuesta realizada Fischetti y Lodi. (Fischetti and
Lodi 2007). La convergencia del algoritmo es asegurada por el Método de Ramificacién y Acotacion (Pisinger 2007).
A continuacién, se describiran de manera ilustrativa la introduccion de un corte cualquiera cada cierto nivel del arbol
0 cada cierta combinacion de estos (niveles analizados en este trabajo).

Niveles del arbol - {1,2,3,...}

Nota: Solo se ilustraran los primeros pasos.

Mivel

—0

—=1

Mivel — 52

—0 —>3
—>1 —>d
—>= —5
— 37 —=3h
— 34 —7

Figural.Corte afiadido cada 1 nivel del arbol. Figura 2. Corte afiadido cada 0-1 nivel del arbol

Nivel donde se afiade el corte - {1,3,5,7,...} Nivel donde se afiade el corte - {0,2,3,5,6,8,9,...}
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Mivel Mivel
— %0 —0
— 1 —31
R Ny ] —>2
— %3 —3
—>d —4
N —5
—F —b
Figura 3.Corte afiadido cada 1-0 nivel del rbol. Figura 4. Corte afiadido cada 2 niveles del &rbol.

Nivel donde se afiade el corte — {1,2,4,5,7,8,...} Nivel donde se afiade el corte - {2,4,6,8,...}

Estrategias Utilizadas

En nuestro trabajo hemos considerado dos tipos de cortes, como son el corte de Gomory y el corte de Chvatal-
Gomory. Hemos aplicado los mismos cada 1, 2, 0-1, 1-0 niveles del arbol, ademas de compararlos con el método de
Ramificacion y Acotacion, el método de los Planos Cortantes de Gomory, el método de los Planos Cortantes de
Chvatal-Gomory y con el método implementado por el software Mathematica v.9.0 (Ramificacion y Acotacion en su
funcion Linear Programming [WolframMathematica v.9.0]).

Estas diferentes alternativas para resolver PLE forman un total de 12 estrategias(Pérez Armas 2008) que son

enumeradas de la manera siguiente:

No. Método Corte Nivel

1 Ramificacion y Acotacion (math) Ninguno Ninguno
2 Ramificacion y Acotacion (propio) Ninguno Ninguno
3 Planos Cortantes de Gomory Gomory 0

4 Planos Cortantes de Chvatal-Gomory Chvatal-Gomory 0

5 Ramificacion y Cortes Gomory 1

6 Ramificacion y Cortes Chvatal-Gomory 1

7 Ramificacion y Cortes Gomory 0-1

8 Ramificacion y Cortes Chvatal-Gomory 0-1

9 Ramificacion y Cortes Gomory 1-0

10 Ramificacion y Cortes Chvatal-Gomory 1-0

11 Ramificacion y Cortes Gomory 2

12 Ramificacion y Cortes Chvatal-Gomory 2

Tablal: Estrategias utilizadas
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Estructura del analisis:
1. Hacer una comparacion de las estrategias implementadas en el software Programacién Lineal en Enteros
v.1.0, con el objetivo de determinar cuéles son las mejores.

2. Hacer una comparacion de las mejores con la estrategia nimerol.

Los parametros que se tuvieron en cuenta en los experimentos numéricos fueron los siguientes: el tiempo de ejecucion

(Tiempo CPU) y los nodos evaluados(Pérez Armas 2008).

Resultados y discusion

Se presentan a continuacion los resultados de las pruebas numéricas realizadas describiendo primeramente los

problemas de prueba a utilizar, los detalles de la implementacion de esta y los andlisis estadisticos.

Descripcion de los problemas de Prueba

Para la realizacion de los experimentos numéricos y su validacion se utilizaron diferentes problemas. Entre los

problemas de prueba disponibles nosotros consideramos problemas pequefios(Zaychenko and Shumilova 1984),

donde todas las variables requieren ser enteras.
Un total de 40 problemas de prueba fueron seleccionados, entre ellos:
v 31 de 2 variables, entre los cuales 18, 11y 2 constan con 2, 3 y 4 restricciones respectivamente.
v 5de 3 variables, entre los cuales 2 y 3 constan con 2 y 4 restricciones respectivamente.
v 3de 3 variables con 4 restricciones.
v" 1de 8 variables y 5 restricciones.

Se aplicaron las 12 estrategias aplicadas a los problemas analizados.

Detalles de la implementacion

En el programa: Programacion Lineal en Enteros v.1.0 se utilizaron las distintas variantes descritas anteriormente. El
mismo se implementé en el paquete Mathematica v.9.0.
Las funciones implementadas en el programa fueron: ProgramacionLinealPartl y ProgramacionLinealPart2.

Ejemplo: (Parametros de la funcion ProgramacionLinealPartl)

Sintaxis # 1: ProgramacionLinealPart1 [vb,vnb, u((,o), w® 1,0 U(O),opciones]

Grupo Editorial “Ediciones Futuro” 137
Universidad de las Ciencias Informéticas. La Habana, Cuba
seriecientifica@uci.cu




Serie Cientifica de la Universidad de las Ciencias Informaticas
Vol. 13, No. 10, Mes Octubre, 2020
ISSN: 2306-2495| RNPS: 2343

Pag. 133-141

http://publicaciones.uci.cu

Sintaxis # 2: ProgramacionLinealPart2 [vb,vnb, u(()o), w® O ¢ (0),Opciones]

Opciones que brindan ambas funciones.

Cut: Especifica el tipo de corte empleado.

Level: Especifica cada cuantos niveles o combinacion de niveles debe aplicarse dicho corte.
WorkingPrecision:  Especifica cuéntos digitos de precision deben mantenerse en los
calculos(oo —significa que se trabaja con fracciones).

Iteracion: Cantidad maxima de iteraciones que se pueden llevar a cabo (en el programa se implementé un
mensaje que nos indica cuando se llega a la ultima iteracion sin alcanzar el punto éptimo).

M: Los problemas intermedios son resueltos por el método Simplex o Simplex-Dual. En el caso del
método Simplex se comienza el proceso iterativo a partir de una solucién basica factible, con este

objetivo se utiliza el método de la M Grande(Castillo, Conejo et al. 2002) .

Opciones por defecto para ambas funciones:

v
v
v
v
v

Cut—None
Level-None
WorkingPrecision— oo
Iteracion—100

M-valor grande

Llamada a los distintos métodos.

Aqui mostraremos algunos procedimientos que se invocan para resolver un PLE.

a) Meétodo de Planos Cortantes de Gomory.

b) ProgramacionLinealPart1[vb,vnb, u{”,w(®,v©®,y® Cut > ital Gomory,Level - 0]

¢) Meétodo de Planos Cortantes de Chvatal-Gomory.

ProgramacionLinealPart2[vb,vnb, u(()o),w(o),v(o), U© Cut - ital ChvatalGomory,Level — 0]

d) Método de Ramificacion y Cortes.

ProgramacionLinealPart2[vh,vnb, ugo),W(O)’U(O)’ U©,Cut - ital Gomory,Level - n]

ProgramacionLinealPart2[vb,vnb, u(()o), w©, @ y© cut - ital Gomory,Level - {n;,...}]

Nota: Utiliza cortes de Chvatal-Gomory.
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Los problemas fueron corridos en un Intel Celeron CPU 2.67 GHz, 247 RAM.

Anadlisis Estadistico

Se utilizé el procedimiento descriptivo SPSS. Se analizaron un grupo de términos estadisticos como la media, la
asimetria, la curtosis y sus respectivos errores tipicos, la varianza, la desviacion tipica, el menor valor, el mayor valor
y los valores tipicos asociados a cada observacion (Bouza and Sistachs 2011). A continuacién, mostramos los

siguientes resultados obtenidos aplicando diferentes estimadores (Kolmogorov 1933):

= Ranking para las estrategias analizadas:
Tiempo CPUNodos Evaluados

Estrategias Ranking Estrategias Ranking
7 1 4 1
9 2 8 2
5 3 10 3
11 4 6 4
3 5 7 5
2 6 9 6
6 7 3 7
10 8 5 8
8 9 12 9
12 10 1 10
4 1 2 1

Tabla2. Ranking para las estrategias analizadas

= De acuerdo al indicador de tiempo analizado para elegir la mejor, podemos separar las que utilizan el corte de
Gomory como mejores.

= De acuerdo al indicador de nodos evaluados podemos concluir que todas las estrategias poseen promedios
casi iguales, resaltando la 4 con el menor promedio.

= Prestar una atencion especial a la estrategia 7 y 9 con datos que demuestran ser las mejores para los
problemas analizados.

= La Unica posible a distribuirse normal es la 7.

= Lasestrategias 7, 9, 5, 11, 2'y 3 poseen un menor promedio de tiempo computo.

= Las estrategias 4, 7 y 9 poseen un menor promedio de nodos.
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Comparacién con el Mathematica:

Por ser el grupo de estrategias 7, 9, 5, 11, 3y 2 mejores en cuanto al tiempo que el grupo formado por 6, 4, 8, 10y 12,
emplearemos la prueba de Friedman para comparar el mejor grupo con la alternativa 1. Los resultados obtenidos nos
revelan que existe una significacién en cuanto a las medias poblacionales de las estrategias 7, 9, 5, 11, 3y 2 con

respecto a la estrategia 1, siendo éstas las mejores.(Pérez Armas 2008)

Conclusiones

Después de realizados los experimentos numéricos y el andlisis estadistico de los distintos problemas, podemos
concluir:

= Debido a las distintas pruebas ejecutadas en el software SPSS v.20.0 apreciamos que no existe una diferencia

de medias poblacionales entre las estrategias 7, 9, 5, 11, 3 y 2 (que fueron las guemejores resultados

reportaron, con respecto al tiempo cémputo), sin embargo el indicador de la cantidad de nodos evaluados nos
llevé a determinar la eficiencia del Método de Ramificacion y Acotacion combinado con el Método de
Planos Cortantes de Gomory aplicados cada {0,1,3,4,6,7,...} niveles del arbol.
= La mejor estrategia para resolver problemas pequefios es la aplicacion del Método de Ramificacion y Corte,
utilizando los cortes de Gomory aplicados cada 0-1 niveles del arbol.
Trabajo Futuro
= Aplicar el Método de Punto Interior combinado con el algoritmo de Ramificacion y Corte, en la resolucién de

problemas de Programacion Cuadratica Convexa Discreta a problemas de medianas escalas.
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