UNIVERS[DAD SANTO TOMAS Comunicaciones en Estadistica

PRIMER CLAUSTRO UNIVERSITARIO DE COLOMBIA Abril 2022, Vol. 15, No. 1, pp. 1-14

Evaluacién de rendimiento de los estimadores
para los parametros de la Distribucion Burr XII

Performance Evaluation of Estimators for the Burr XII Distribution

Parameters
Wyara Vanesa Moura E Silva® Daniel Leonardo Ramirez Orozco®
wyaravms@hotmail.com orozco.dlr@gmail.com
Resumen

Este trabajo tiene como objetivo principal evaluar el rendimiento de los estimado-
res de maxima verosimilitud y estimadores puntuales bayesianos para los parame-
tros p e b de la distribucién Burr XII y sus versiones corregidas por bootstrap.
Simulaciones de Monte Carlo fueron utilizadas para el andlisis, considerando di-
versos escenarios y verificando algunas propiedades de esos estimadores, como la
media, varianza, sesgo y error cuadratico medio. Los estimadores corregidos pre-
sentaron mejores rendimientos en cuanto a la estimacién por el método de maxima
verosimilitud, no sucede lo mismo en las estimativas puntuales para el andlisis de
los estimadores bayesianos.

Palabras clave: Bootstrap, Correccion de Sesgo, Estimacién Bayesiana, Méxima
Verosimilitud, Simulacién de Monte Carlo.

Abstract

The main objective of this paper is to evaluate the performance of maximum li-
kelihood estimators and Bayesian point estimators for the parameters p and b of
the Burr XII distribution and its bootstrap-corrected versions. Monte Carlo simu-
lations were used for the analysis, considering various scenarios and verifying some
properties of these estimators, such as the mean, variance, bias, and mean squa-
red error. The corrected estimators presented better performances in terms of the
estimation by the maximum likelihood method, the same does not happen in the
point estimates for the analysis of the Bayesian estimators.

Keywords: Bootstrap, Bias Correction, Bayesian Estimation, Maximum Like-
lihood, Monte Carlo Simulation.
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1. Introduccion

La distribucién Burr XII con dos pardmetros (p y b), es una de las variaciones
mas utilizadas debido a sus ventajas para modelar eventos estocéasticos. Esta dis-
tribucién, ha ganado gran aplicabilidad en los ultimos afios en las areas de control
de calidad, andlisis de confiabilidad y modelamiento de tiempos de falla. Zimmer
et al. (1998) muestran una relacién entre la distribucién Burr XII con la distribu-
cién Log-Normal y su eficiente aplicacién en el andlisis de confiabilidad. Tadika-
malla (1980) muestra una amplia relacién entre la distribucién Burr XII y varias
otras distribuciones, como Weibull, Logistica, Lomax, entre otras. La estimacion
de los parametros de la distribucién Burr XII para el caso de dos pardmetros no es
algo sencillo de realizar. Como Abbasi et al. (2010) menciona en su trabajo, en el
que propone una estimacién de dichos pardmetros utilizando métodos basados en
redes neuronales. Moore and Papadopoulos (2000) propusieron en su trabajo una
estimacién bayesiana para los pardmetros de la distribucién Burr XII como modelo
de tiempo de falla, usando diferentes distribuciones a priori para los parametros
de la distribucién.

Dado que los estimadores usuales pueden no funcionar satisfactoriamente en esce-
narios de tamano de muestra pequeno, es necesario obtener estimadores que estén
menos sesgados en muestras pequenas.

Este trabajo tiene como foco principal evaluar el rendimiento de los estimadores
puntuales y sus versiones corregidas por bootstrap de los pardmetros de la distribu-
cién Burr XII con dos pardametros. Fueron realizadas simulaciones de Monte Carlo
en el ambiente del software R Team (2014), utilizando muestras pseudoaleatorias
generadas a partir de variables que siguen la distribucién Burr XII, los estimadores
puntuales seran estimados por los métodos de estimaciéon de maxima verosimili-
tud y estimacién bayesiana (utilizando distribuciones a priori no informativa y
estimativas de la media a posteriori para cada pardmetro).

Fueron considerados diferentes tamanos de muestra, asi como diferentes valores
para cada parametro de la distribucién Burr XII.

Después de esta seccion introductoria, sigue una breve discusion de las caracteristi-
cas principales de la distribucién Burr XII. En la Seccién 3, se presenta y analiza
cada estimador propuesto. La seccién 4 contiene los resultados y las discusiones.
Y finalmente, algunas conclusiones sobre los resultados encontrados.

2. Marco Tedrico

La distribucién Burr XII fue mencionada por primera vez en la literatura por Burr
(1942), con la funcién de densidad y la funcién de distribucién dadas por

f(z|p,b) = pba* (1 +2%)~®*D pb>0, (1)
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F(zlp,b)=1—-(1—2")"P 2>0, pb>0, (2)

donde, p y b son parametros de forma.

Es interesante notar que cuando p = 1 la distribucién Burr XII se reduce a la
distribucién Log-Logistica.

Los momentos de la distribuciéon Burr XII estan dados por

Plp—3)rd+7%)
T(p+1)

E(X")=p
Donde, la média y la varidnza son, respectivamente

L(p—5)T(1+5)

E(X)=p Tt

Pp—Hr+4)]", Te-Hri+3)
D+ 1) T

Var(X) = —

En la Figura 1, se presentan gréficos de la funcién de distribucién y funcién den-
sidad para algunos valores de p, considerando b = 1.

1.0

25
Il
_
|'|
!
ST DT
wonm
wn =

F(x)

0.4

Figura 1: Burr XII: funcién de distribucién (a) y funcién de densidad (b), para
diferentes valores de p y b
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3. Estimacion de los Parametros

Una de las principales etapas en el ajuste de un modelo es en cuanto a la estimacion
de los parametros. Existen muchos métodos sugeridos para la realizacion de tal
procedimiento. En esta seccién, se presentaran métodos para la estimacién de
parametros, para el caso especifico de los parametros p y b de la distribucién Burr
XII. Tales métodos seran la estimacion por maxima verosimilitud y la estimacion
bayesiana.

3.1. Método de Maxima Verosimilitud

Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de la distribucién Burr XII de tamano
n, con parametros p y b. Donde las funciones de densidad y de distribucién se dan
en (1) y (2) respectivamente.

Por lo tanto, la funcién de méxima verosimilitud presentada por Wang et al. (1996)
esta dada por

L) = [ fGlp.b),
=1
= o T T+ ). (3)
=1

i=1

Cuya funcién log-verosimilitud estéd representada por la forma

1(0|x) log L(0|z),

nlog(pb) + (b—1) Z log(z;) — (p+1) Z log(1 + ?).

i=1

Asi, los estimadores de maxima verosimilitud de p y b respectivamente, se pueden
obtener resolviendo las siguientes ecuaciones

0 N

— (0| - — log(1 + zb),

S0k = " }_) (14 %)

o B " 2% log(z;)

Es posible observar que los estimadores de méaxima verosimilitud de p y b no
pueden resolverse explicitamente. Por lo tanto, las soluciones se pueden obtener
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utilizando métodos numéricos de maximizacion de funciones. En este trabajo, se
utilizé el método BFGS, el cual se incluye en las clases de procedimientos iterativos
conocidos como métodos quasi-Newton, para maximizar aqui la funcién de maxima
verosimilitud.

3.2. Estimacion bayesiana

Otro enfoque para estimar pardametros de funciones es el bayesiano, donde se su-
pone que los pardmetros de interés siguen una distribucién de probabilidad. La
inferencia bayesiana se compone de dos elementos importantes, la funcién de ve-
rosimilitud [(f]z) de la distribucién de probabilidad, y la distribucién f(6) que
representa la distribuciéon del parametro 6, conocida como distribuciéon a priori,
que recibe este nombre porque es la distribucién de probabilidad de 6 antes de
que se observen los datos, representados por x. La inferencia sobre 6 se basa en su
funcién de densidad de probabilidad después que los datos son observados. Esta
funcién se denomina funcién de densidad de probabilidad a posteriori, representada
por f(f|z) y obtenida a través del Teorema de Bayes dado por:

o))
O = Tio1) f(0yao

Debido a la dificultad de obtener la distribucion a posteriori, mediante procesos
analiticos o incluso por aproximacién numérica, se utiliza un método de integracién
denominado método de Montecarlo via cadenas de Markov (MCMC) Gamerman
and Lopes (2006). Los dos métodos principales de MCMC son el muestreador de
Gibbs (Gibbs Sampling) y el algoritmo Metropolis-Hastings. En este trabajo se
utilizé el algoritmo Metropolis-Hasting para estimar las distribuciones posteriores
marginales para cada pardmetro de la distribucién Burr XII.

Considerando entonces la funcién de densidad de la distribucién Burr XII (1) y
la funcién de verosimilitud para p y b (3). Consideraremos las siguientes funciones
de densidad a priori para p y b, teniendo en cuenta que p >0y b > 0:

= p~ Gamma(ay,b), a1, by son conocidos;

n b~ Gammal(as,bs), as, by son conocidos.

Entonces, tenemos que la distribucién conjunta a priori para los parametros p y
b esta dada por

p(p,b) = fa(plai,b1)fa(blag,bs),
o< p™texp{—pbi} * b** ! exp{—bbs}.
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En el que se asumi6 la independencia entre los parametros p y b. La distribucién
conjunta a posteriori para p y b viene dada por

fp,blz) o< U(8])p(p, b),
n n
oo p"" [t [T+ )=,
i=1 i=1
x  p®Lexp{—pbi} * b2~ exp{—bby}.

Los valores elegidos para a1, b1, as, bs fueron 0.01, con el fin de obtener una varianza
que sea grande, ya que se trata de priori no informativo, dado que no tenemos
conocimiento sobre la distribucion de los pardametros.

3.3. Método de Bootstrap

El método bootstrap fue introducido por Efron (1979) y se conoce como una técni-
ca de remuestreo, en la que se realizan simulaciones de Monte Carlo tomando
submuestras de la muestra original. Ademas de ser visto como un método compu-
tacional de inferencia estadistica que substituye los calculos analiticos por esfuerzo
computacional.

Existen dos variaciones de bootstrap, a saber, el bootstrap paramétrico y el bootstrap
no paramétrico. bootstrap paramétrico se refiere al caso en el que el remuestreo se
realiza con base en una distribuciéon conocida o establecida.

Por otro lado, en bootstrap no paramétrico existe el desconocimiento de la dis-
tribucién verdadera (F) de los datos. En este trabajo se utilizard el bootstrap
paramétrico.

3.4. Correccién de sesgo por bootstrap

La correccién de sesgo por bootstrap ha sido ampliamente utilizada para obtener
estimadores corregidos, es decir, estimadores con valores de sesgo mas bajos. Efron
and Tibshirani (1993) describen en detalle la correccién del sesgo por bootstrap.

La idea general es utilizar el remuestreo de los datos con el objetivo de estimar la
funcién de sesgo. Suponga que X = (X1, Xs,...,X,,) es un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de una funcién de distribu-
cién F = Fy(z) , donde 8 = t(F) es el parametro y 6 = s(X) es el estimador de 6.
El sesgo de 0 se define como

Br(0) = Er [s(X)] — t(F) = Er () — 0,

donde el subindice F' indica que la esperanza matematica se calcula con base en
F. Por lo tanto, las estimativas de sesgo del bootstrap paramétrico estan dadas por
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Bp(6) = Epls(X)] —t(F),
B

)

i=1

|

Para B grande, se genera B muestras independientes X = (X7, X5,..., X}) de

X, calculando las respectivas réplicas bootstrap (07,605, ...,60%) donde 6 = s(X})
para i = (1,2,..., B), entonces podemos aproximar E [s(X)] por * donde
1 &
9:52@

Ahora se utilizan las estimativas de los pardmetros bootstrap para construir una
estimativa de la funcién de sesgo corregida MacKinnon and Smith Jr (1998) por
bootstrap que esta dada por

>
Il
[\
>
I
>
*I

4. Resultados y Discusiéon

Se utilizaron simulaciones de Monte Carlo en el software R Team (2014) para

evaluar el desemperio de los estimadores de maxima verosimilitud (0) y bayesianos

(media de la distribucién a posteriori) (6) de la distribucién Burr XII para el caso
de dos parametros y sus versiones de estimadores corregidos.

La simulacién de una variable X con distribucién Bur XII fue realizada a través
del método de la transformada inversa en el que € ~ U(0,1).

F(z) = 1-(1—-2%""?

€,

(H%“j)l/b .

Los tamanios de muestra que se consideraron fueron n = 25,50,75 y 100. Para el
parametro p los valores 1,2 y 3, y el pardmetro b fijo en 1, en todos los experi-
mentos de Monte Carlo. Se utilizaron 300 réplicas de Monte Carlo y 100 réplicas
de bootstrap.

= x

Comunicaciones en Estadistica, abril 2022, Vol. 15, No. 1



8 Wyara Vanesa Moura E Silva & Daniel Leonardo Ramirez Orozco

Para analizar el desmpeno en los resultados de la estimacién puntual para cada
tipo de estimacién, se calcularon la media, el sesgo, la varianza (Var) y el error
cuadrético medio de los estimadores (ECM).

Los resultados de la simulacién se muestran en las Tablas 1, 2 y 3. Donde 6 y 6 son
los estimadores de maxima verosimilitud y bayesianos, respectivamente. 6* y 6*
los estimadores de maxima verosimilitud y los estimadores bayesianos corregidos
por bootstrap.

La Tabla 1 presenta las estimativas para el caso en que p = 1 y b = 1. En este
escenario, se puede observar que los estimadores p* y p* presentaron, en valor
absoluto, sesgo menor que el sesgo de los estimadores no corregidos en casi todos
los tamanos muestrales. El estimador p*, se destaca, presentando menor sesgo.
Por ejemplo, para n = 25, el sesgo de p* estda dado, en valor absoluto, por 0.0072
mientras que el sesgo de p* es 0.0630.

Estimativas de p Estimativas de b
n | Estimador | Média | Sesgo Var ECM | Média | Sesgo Var ECM
25 | 6 1.0704 | 0.0704 | 0.0632 | 0.0681 | 1.1110 | 0.1110 | 0.0529 | 0.0652
6 0.9928 | -0.0072 | 0.0516 | 0.0517 | 0.9970 | -0.0030 | 0.0378 | 0.0378
0 1.0675 | 0.0675 | 0.0615 | 0.0661 | 1.1174 | 0.1174 | 0.0565 | 0.0703
6 1.0630 | 0.0630 | 0.0645 | 0.0685 | 1.1171 | 0.1171 | 0.0594 | 0.0731
50 | 6 1.0474 | 0.0474 | 0.0284 | 0.0306 | 1.0645 | 0.0645 | 0.0230 | 0.0272
6 0.9954 | -0.0046 | 0.0241 | 0.0241 | 1.0029 | 0.0029 | 0.0190 | 0.0190
0 1.0468 | 0.0468 | 0.0289 | 0.0311 | 1.0690 | 0.0690 | 0.0243 | 0.0291
6+ 1.0456 | 0.0456 | 0.0306 | 0.0326 | 1.0709 | 0.0709 | 0.0258 | 0.0308
75 |6 1.0216 | 0.0216 | 0.0171 | 0.0176 | 1.0430 | 0.0430 | 0.0126 | 0.0145
6 0.9834 | -0.0166 | 0.0156 | 0.0159 | 0.9972 | -0.0028 | 0.0112 | 0.0112
6 1.0225 0.0225 | 0.0169 | 0.0174 | 1.0441 0.0441 | 0.0127 | 0.0147
6* 1.0228 | 0.0228 | 0.0171 | 0.0177 | 1.0433 | 0.0433 | 0.0129 | 0.0147
100 | 6 1.0500 | 0.0500 | 0.0118 | 0.0143 | 1.0217 | 0.0217 | 0.0095 | 0.0099
6 1.0130 | 0.0130 | 0.0103 | 0.0105 | 0.9872 | -0.0128 | 0.0085 | 0.0087
0 1.0499 | 0.0499 | 0.0120 | 0.0145 | 1.0237 | 0.0237 | 0.0096 | 0.0102
6 1.0494 | 0.0494 | 0.0126 | 0.0150 | 1.0244 | 0.0244 | 0.0099 | 0.0105

Tabla 1: Estimativas de los pardametros de la distribucién Burr XII, para el caso
dep=1lyb=1

En relacion a el ECM, se observa que el estimador que presenté menor ECM para
el pardmetro p fue el estimador p*. Y se puede observar que el estimador p presenté
menor ECM comparado con el estimador p*. También se observa que, a medida que
se aumenta el tamano de la muestra, el ECM de los cuatro estimadores disminuye.

En cuanto al pardmetro b, se observa que el estimador b* presenté menor sesgo,
destacandose de los demdas. Ademas de tener un menor ECM para todos los ta-
manos de la muestra. Mas atin, respecto al pardmetro b, el estimador b fue el que
presenté menor ECM comparado con el estimador b*, su versién corregida.

Las Tablas 2 y 3 presentan las estimativas para el caso donde p = 2y p = 3
con b = 1, respectivamente. Evidenciando las mismas interpretaciones que las de
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la Tabla 1, respecto al estimador p* que presentaron los mejores resultados con
menor sesgo y ECM en todos los escenarios y tamanos de la muestra.

Estimativas de p Estimativas de b
n | Estimador | Média | Sesgo Var ECM | Média | Sesgo Var ECM
25 | 6 2.2049 | 0.2049 | 0.2068 | 0.2488 | 1.0673 | 0.0673 | 0.0287 | 0.0333
6 2.0228 | 0.0228 | 0.1718 | 0.1723 | 0.9992 | -0.0008 | 0.0256 | 0.0256
0 2.2042 | 0.2042 | 0.2238 | 0.2655 | 1.0655 | 0.0655 | 0.0301 | 0.0344
6 2.2081 | 0.2081 | 0.2745 | 0.3178 | 1.0663 | 0.0663 | 0.0327 | 0.0370
50 | 6 2.1174 | 0.1174 | 0.0814 | 0.0952 | 1.0261 | 0.0261 | 0.0129 | 0.0136
6 2.0078 | 0.0078 | 0.0774 | 0.0775 | 0.9895 | -0.0105 | 0.0122 | 0.0123
0 2.1045 | 0.1045 | 0.0824 | 0.0933 | 1.0253 | 0.0253 | 0.0130 | 0.0137
6 2.0965 | 0.0965 | 0.0931 | 0.1024 | 1.0258 | 0.0258 | 0.0133 | 0.0140
75 |0 2.0899 | 0.0899 | 0.0505 | 0.0586 | 1.0297 | 0.0297 | 0.0078 | 0.0087
6 1.9971 | -0.0029 | 0.0473 | 0.0474 | 1.0005 | 0.0005 | 0.0075 | 0.0075
0 2.0817 | 0.0817 | 0.0525 | 0.0592 | 1.0291 | 0.0291 | 0.0079 | 0.0087
6 2.0776 | 0.0776 | 0.0586 | 0.0646 | 1.0293 | 0.0293 | 0.0080 | 0.0089
100 | 4 2.0653 | 0.0653 | 0.0394 | 0.0436 | 1.0227 | 0.0227 | 0.0060 | 0.0065
6 1.9861 | -0.0139 | 0.0368 | 0.0370 | 0.9980 | -0.0020 | 0.0056 | 0.0056
0 2.0615 | 0.0615 | 0.0396 | 0.0434 | 1.0223 | 0.0223 | 0.0061 | 0.0066
6 2.0606 | 0.0606 | 0.0418 | 0.0455 | 1.0226 | 0.0226 | 0.0062 | 0.0067

Tabla 2: Estimativas de los pardametros de la distribuciéon Burr XII, para el caso
dep=2yb=1

Estimativas de p Estimativas de b
n | Estimador | Média | Sesgo Var ECM | Média | Sesgo Var ECM
25 | 6 3.2033 | 0.2033 | 0.5129 | 0.5542 | 1.0466 | 0.0466 | 0.0265 | 0.0287

*

3.0340 | 0.0340 | 0.0932 | 0.0944 | 1.0060 | 0.0060 | 0.0054 | 0.0054
3.1307 | 0.1307 | 0.1051 | 0.1222 | 1.0224 | 0.0224 | 0.0055 | 0.0060
3.1360 | 0.1360 | 0.1265 | 0.1450 | 1.0228 | 0.0228 | 0.0057 | 0.0062

0~ 2.9024 | -0.0976 | 0.3705 | 0.3801 | 0.9912 | -0.0088 | 0.0242 | 0.0243
0 3.1942 | 0.1942 | 0.5956 | 0.6334 | 1.0416 | 0.0416 | 0.0261 | 0.0278
0 3.1605 | 0.1605 | 0.8211 | 0.8469 | 1.0384 | 0.0384 | 0.0270 | 0.0285
50 | 0 3.1965 | 0.1965 | 0.2309 | 0.2695 | 1.0349 | 0.0349 | 0.0124 | 0.0136
0~ 3.0421 | 0.0421 | 0.2087 | 0.2105 | 1.0060 | 0.0060 | 0.0119 | 0.0119
0 3.1782 | 0.1782 | 0.2264 | 0.2582 | 1.0322 | 0.0322 | 0.0121 | 0.0131
g 3.1636 | 0.1636 | 0.2720 | 0.2987 | 1.0314 | 0.0314 | 0.0122 | 0.0132
7|6 3.1178 | 0.1178 | 0.1525 | 0.1664 | 1.0264 | 0.0264 | 0.0094 | 0.0101
G 3.0038 | 0.0038 | 0.1477 | 0.1477 | 1.0044 | 0.0044 | 0.0095 | 0.0095
0 3.1032 | 0.1032 | 0.1537 | 0.1643 | 1.0244 | 0.0244 | 0.0094 | 0.0100
6 3.0924 | 0.0924 | 0.1739 | 0.1824 | 1.0238 | 0.0238 | 0.0095 | 0.0101
100 | 0 3.1301 | 0.1301 | 0.0962 | 0.1132 | 1.0231 | 0.0231 | 0.0054 | 0.0060
0
0
0

*

Tabla 3: Estimativas de los pardmetros de la distribuciéon Burr XII, para el caso
dep=3yb=1

Asi, observando las tres tablas para el pardmetro p, el estimador p* fue el que me-
jores resultados obtuvo, en términos de sesgo y ECM, mostrando asi la efectividad
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de las correcciones de sesgo por bootstrap, ya en cuanto al estimador p* no pre-
senté menores resultados de sesgos y ECM que sus versiones no corregidas, solo en
algunos casos. Lo mismo ocurre con el parametro b, los estimadores b* presentaron
mejores desempenos en todos los escenarios, y el estimador b presentando mejores
resultados generales.

También vale la pena mencionar, con respecto al escenario de la Tabla 2, que los
segundos mejores resultados para el parametro b fueron b con respecto al sesgo, y b
con respecto al ECM, en todos los tamanios de muestra. Y en la Tabla 3, el segundo
mejor resultado con respecto al pardmetro b fue b, en relacién con el ECM. Cabe
destacar que los estimadores p* y b* fueron los que obtuvieron los menores sesgos
y ECM en todos los tamanos de la muestra, en todos los escenarios.

5. Consideraciones Finales

Luego de presentar algunas caracteristicas de la distribucién Burr XII, fueron
evaluados a partir de simulaciones de Monte Carlo el comportamiento de los esti-
madores puntuales de la distribucién Burr XII, utilizando el método de maxima
verosimilitud y el método bayesiano, tomando la media de la distribucién a pos-
teriori y sus respectivas versiones corregidas por bootstrap en algunos escenarios,
con diferentes tamanos de muestra y valores de parametros.

Los resultados obtenidos mostraron que las correcciones de sesgo por bootstrap para
el método de estimacién por maxima verosimilitud presentaron mejor desempeno,
en términos de sesgo y ECM, para los dos parametros p e b. En cuanto al pardmetro
b, el segundo mejor resultado, el método bayesiano presenté mejor desempeno que
las versiones corregidas por bootstrap, ocurriendo lo mismo en algunos escenarios
con respecto al parametro p.

Se puede concluir entonces que los estimadores corregidos de sesgo por bootstrap,
son recomendados para estimar los parametros p e b de la distribuciéon Burr XII,
en cuanto a la estimacion realizada por maxima verosimilitud, y por el método de
estimacién bayesiano, es preferible utilizar las estimaciones sin correccién de sesgo
por bootstrap.
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