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RESUMO

Este artigo tem por objetivo estudar operagdes numéricas a partir da Geometria e extrair
consequéncias para o ensino. Para tal, recorrendo a uma vertente teorica, neste artigo estuda-
se e discute-se a explorag¢do de varias operag¢ées numericas com o GeoGebra, bem como a
aplicacdo de algumas delas para criar representagées grdficas de fungoes. Especificamente,
recorrendo ao ambiente geométrico dinamico GeoGebra, exploram-se, no conjunto dos
numeros positivos, as operagoes de adi¢do, subtra¢do, multiplicagdo, divisao e raiz quadrada,
e aplicam-se as operagoes de multiplicagdo, divisdo e raiz quadrada a defini¢do de
representagoes grdficas. Uma vez exploradas as operagoes numéricas, adotando uma
perspetiva de aprendizagem de conceitos, realiza-se uma andlise dos objetos matematicos
intervenientes nessas operagoes, destacando-se as trés seguintes dimensoes: 1) enumeragdo
dos objetos matematicos intervenientes em cada operagdo; 2) as relagdes entre as operagoes e
os objetos matematicos; 3) e aplicagdo dessas relagoes para estabelecer a complexidade das
operagoes.
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ABSTRACT

This paper aims to study numerical operations from Geometry and extract consequences for
teaching. To this end, using a theoretical approach, this article studies and discusses the
exploration of various numerical operations with GeoGebra., as well as the application of some
of them to create graphical representations of functions. Specifically, using the GeoGebra
dynamic geometric environment, the operations of addition, subtraction, multiplication,
division, and square root are explored in the set of positive numbers, and the operations of
multiplication, division and square root are applied to the definition of graphical
representations. Once the numerical operations have been explored, adopting a concept
learning perspective, an analysis of the mathematical objects involved in these operations is
carried out, highlighting the following three dimensions: 1) enumeration of the mathematical
objects involved in each operation; 2) the relationships between operations and mathematical
objects; 3) and application of these relationships to establish the complexity of operations.

Keywords: numerical operations; mathematical objects; GeoGebra.
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Introducao

A utilizagao das tecnologias da informagao e comunicagdo ndo tem deixado
de aumentar nas sociedades atuais, atravessando a vida das pessoas, as empresas, as
institui¢des sociais e os proprios governos. Ora, esse movimento tecnoldgico tem-
se também refletido nas escolas. Atualmente, por todo o mundo, advoga-se o uso
das novas tecnologias no ensino e aprendizagem escolar, desde os niveis escolares
iniciais até ao ensino superior.

A defesa da utilizacdo das novas tenologias no ensino e aprendizagem ¢ bem
patente nas reunidoes de docentes e académicos e na documentacdo publicada em
revistas, livros e atas de congressos, incluindo nos proprios documentos
curriculares oficiais. Tal como na generalidade das disciplinas curriculares,
também na disciplina de matematica se preconiza o uso das novas tecnologias,
talvez até com maior veeméncia do que em outras disciplinas.

Nos documentos curriculares, de diversos paises, preconiza-se o uso das
novas tecnologias no ensino e aprendizagem da matematica. No caso do
documento Principles and Standards for School Mathematics, do National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000), associagdo de professores de
matematica do Estados Unidos da América e do Canada, um dos seis Principios
intitula-se exatamente o Principio da Tecnologia. Também em Portugal os proprios
programas escolares de matematica vém recomendando o uso das novas
tecnologias (Fernandes, Alves, Viseu & Lacaz, 2006). Ja no Brasil, na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) (MEC, 2018) advoga-se o uso das midias
digitais ao longo de todo o ensino fundamental e médio, salientando-se ao nivel das
competéncias especificas do ensino fundamental, das competéncias especificas de
matematica e suas tecnologias do ensino médio e das habilidades a desenvolver nas
varias unidades tematicas.

A utilizacdo das novas tecnologias nas aulas de matematica justifica-se
porque elas tém potencial para promover uma aprendizagem mais profunda e
significativa, favorecer uma abordagem indutiva ou experimental da matematica e
desenvolver as suas aplicacoes e conexdes (Fernandes & Vaz, 1998).
Particularmente no GeoGebra, destacam-se as suas potencialidades dindmicas e
aplicacdes em diferentes areas, como seja o Calculo, a Algebra, a Geometria ¢ a
Estatistica, incluindo mesmo aspetos da prova matematica (Fernandes, 2022).

No caso das conexoes, elas sdo também referidas e valorizadas na literatura
educacional, incluindo os documentos curriculares. Dos documentos citados antes,
nos Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000) as conexdes
sdo um tema de cada um dos niveis escolares e no BNCC (MEC, 2018) as
aplicagdes e conexdes ocupam também um lugar de destaque. Ja os programas
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atualmente em vigor em Portugal (Ministério da Educagao e Ciéncia, 2013, 2014)
praticamente omitem a questdo das conexdes, a que ndo sera estranho o facto de
nesses programas se elencarem detalhadamente os conteudos e objetivos e nao
serem apresentadas sugestoes metodoldgicas especificas para explorar os diferentes
temas/contetdos (Henriques & Fernandes, 2015).

No contexto antes referido, o presente estudo tem por objetivo estudar
operagdes numéricas a partir da Geometria e extrair consequéncias para o ensino.
Para tal, recorrendo ao software de geometria dinamica GeoGebra, exploram-se
operagcdes com numeros positivos, especificamente a adigcdo, subtracdo,
multiplicagdo, divisdo e raiz quadrada, bem como a aplica¢do das operacdes de
multiplicagdo, divisdo e raiz quadrada a definicdo de representagdes graficas de
fungdes. Seguidamente, numa perspetiva de aprendizagem de conceitos, analisam-
se 0s objetos matematicos intervenientes nas operacdes e estudam-se as conexdes
matematicas estabelecidas entre as operacdes. Trata-se, portanto, de conexoes
intra-matematicas que relacionam duas ou mais ideias, conceitos, defini¢des,
teoremas, procedimentos, representagoes e significados (Garcia-Garcia & Dolores-
Flores, 2018).

Concluida a sec¢do de introducdo, onde enunciamos a problematica e a
justificacdo da importancia do estudo, segue-se a seccdo do referencial tedrico,
onde revemos e discutimos a problematica das conexdes matematicas. Na proxima
seccdo exploram-se, com o GeoGebra, as diferentes operagdes com niimeros
positivos, seguindo-se, na sec¢do seguinte, a discussao das conexdes evidenciadas
nas operagdes efetuadas. Por fim, sintetizam-se as principais conclusdes e
implicagdes do estudo.

1. Referencial teorico

Sdo muito diversos os contextos em que se podem estabelecer conexdes
matematicas, nomeadamente podem ser ligadas a situagdes do quotidiano, a
conhecimentos prévios, a contextos familiares escolares e ndo escolares, a
diferentes topicos matematicos, a outras disciplinas e a situagdes do passado e do
futuro. Assim, em resumo, as conexdes podem envolver tdpicos matematicos,
tratando-se de conexdes intra-matematicas, ou relacionar topicos matematicos e
outras disciplinas ou situagdes da vida real, tratando-se de conexdes extra-
matematicas.

No caso dos conhecimentos prévios, Ausubel, Novak e Hanesian (1980)
defendem que a aquisicdo de novo conhecimento deverd alicercar-se nesses
conhecimentos prévios, sendo mesmo um requisito para uma aprendizagem
significativa, portanto mais profunda e que promove uma melhor retencdo. No
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mesmo sentido, os construtivistas advogam que as atividades de ensino devem ser
organizadas tendo em conta os conhecimentos e experiéncias prévias dos alunos, as
quais se referem ao conjunto de ideias que o aluno possui, adquiridas na escola ou
fora da escola, e que se assumem como ideias particularmente problematicas
quando elas entram em conflito com o saber normativo que as escolas devem
desenvolver nos alunos (Fernandes, 1990).

Soares (2009), no ambito da sua dissertagdo de mestrado, definiu uma
intervencdo de ensino seguindo os principios da aprendizagem significativa
preconizados por Ausubel et al. (1980) e integrando também novas tecnologias. A
intervencdo de ensino incidiu sobre o tema de Geometria Analitica e foi aplicada a
duas turmas de alunos da terceira série do ensino médio. Da avaliacdo realizada, o
autor verificou uma consideravel melhoria dos resultados obtidos pelos alunos do
pré-teste para o pods-teste, levando-o a concluir que a estratégia seguida na
intervengdo de ensino ¢ adequada para ensinar a Geometria Analitica aos alunos
em questao.

No caso das conexdes intra-matematicas, que sao aquelas que sao objeto do
presente estudo, as relagcdes entre os conceitos materializam uma visao dinamica e
realista da matematica porque, por um lado, na resolu¢do de qualquer problema sdo
varios os conceitos que intervém e, por outro, a propria matematica organiza-se a
partir de estruturas. A importancia destas ligagdes, que com o0s proprios conceitos
formam uma rede, destaca a importancia da no¢ao de esquema (Skemp, 1993).

Na aprendizagem baseada em esquemas, a nova informagdo interage com os
conceitos existentes na estrutura cognitiva do aprendiz e torna-se significativa
quando essa informagdo se relaciona com conceitos relevantes preexistentes na
mente do aprendiz (Novak & Gowin, 1996). Nesta perspetiva, os conceitos
organizam-se segundo uma hierarquia concetual em que conceitos mais especificos
se ligam a conceitos mais gerais, mais inclusivos, sendo mais facil aos alunos
captar aspetos distintos de um todo mais inclusivo, mais geral, do que chegar ao
todo a partir das suas partes diferenciadas.

Partindo da aprendizagem significativa e da hierarquia concetual, Novak e
Gowin (1996) desenvolveram os chamados mapas de conceitos que sdo redes
diagramaticas usadas para organizar e representar o conhecimento de conceitos, em
que a generalidade e inclusdo dos conceitos vao diminuindo a medida que se vai
descendo na rede, ficando, portanto, os conceitos mais gerais e inclusivos na parte
superior da rede e os mais especificos e restritivos na parte inferior. Deste modo, os
alunos tém a oportunidade de desenvolver o significado dos temas, de representar o
conhecimento adquirido e de relacionar esse mesmo conhecimento.

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 11, n. 2, p. 072-091, 2022- ISSN 2237-9657




76

Num estudo sobre a unidade didatica de Estatistica, conduzido por Viseu,
Fernandes, Fernandes, Faria e Duarte (2009), verificou-se que quase todos os
alunos de uma turma do 10.° ano, do ensino profissional, apreciaram usar o
programa CmapTools® para construir os seus mapas de conceitos, tendo
apresentado trabalhos interessantes e revelado possuir conhecimentos sobre os
conceitos estatisticos tratados.

Voltando as conexdes matematicas, Garcia-Garcia e Dolores-Flores (2018)
entendem essas conexdes como um processo cognitivo através do qual uma pessoa
relaciona duas ou mais ideias, conceitos, definigdes, teoremas, procedimentos,
representacdes e significados entre si, com outras disciplinas ou com a vida real.

Nas conexdes matematicas, segundo a perspetiva de Garcia-Garcia e
Dolores-Flores (2018), salientam-se as dimensdes concetual e procedimental que se
assumem como as duas principais vertentes do conhecimento matematico na visao
de Hiebert e Lefevre (1986). Contudo, os primeiros autores incluem nas conexdes
matematicas ndo s6 os conceitos e os procedimentos, mas também outros objetos
matematicos.

Segundo Godino, Batanero e Font (2007), nas praticas de resolucdo de
problemas intervém uma diversidade de objetos matematicos primarios, como
sejam: as situagdes-problema, que sdo acgdes que induzem uma atividade
matematica (aplicagcdes intra-matematicos e extra-matematicas, exercicios,
problemas); linguagens, que se usam para representar os dados, operagdes, objetos
matematicos e a solucao encontrada em seus diversos registos (termos, expressoes,
notagdes, graficos); conceitos/defini¢des, que sdo formulagdes relativas a
definicdes e descricoes, que o aluno tem de Ilembrar e aplicar;
propriedades/proposicdes, que sdo enunciados sobre relagdes ou propriedades dos
conceitos; procedimentos, que se referem a algoritmos, operagdes e técnicas de
calculo que os alunos aplicam; e argumentos, que sdo enunciados usados para
validar ou explicar propriedades ou resultados, que podem ser dedutivos, indutivos,
formais ou informais.

Portanto, diferentemente da visdo de Hiebert e Lefevre, a perspetiva Godino
et al. (2007) acerca dos objetos que intervém na atividade matematica, sendo mais
abrangente, ¢ mais coincidente com a perspetiva de Garcia-Garcia e Dolores-Flores
(2018) relativa as conexdes matematicas, pois tais relacdes podem incidir sobre a
generalidade dos objetos matematicos primarios, € ndo apenas sobre os conceitos €
procedimentos.

2 Este programa € de acesso livre € pode ser descarregado em http://cmap.ihmc.us.
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No caso das representacdes (ou linguagens), Wild e Pfannkuch (1999)
consideram que se trata de um componente fundamental do pensamento estatistico,
e também matematico, acrescentamos nos, pois ao criar e alterar representagcdes
pode desenvolver-se uma melhor compreensdo do objeto de estudo. Estas
transformagdes de representacdes, que os autores designam de transnumeracao,
permite, através da observacdo das varias representagdes, encontrar aquelas que sdo
realmente informativas. Ou seja, cada representacdo enfatiza certos aspetos do
objeto de estudo, donde devemos explorar aquelas que mais se relacionam com
esse objeto de estudo.

Com base numa revisao de literatura, Garcia-Garcia e Dolores-Flores (2018,
p. 230) reconheceram as seguintes caracteristicas das conexdes matematicas:

* As conexOes matematicas sdo relacdes verdadeiras ¢ devem ser
uteis na melhoria da compreensao matematica.

» Uma resposta correta ndo implica que o aluno estabelega uma
conexdo matematica, mas o uso de conexdes matematicas leva a
respostas consistentes do ponto de vista matematico.

* O uso de diferentes representagdes ¢ uma parte importante de
estabelecer conexdes.

* Relagdes logicas, como inclusdo e generalizagdo, fazem parte
do processo de estabelecer conexdes matematicas. A modelagéo
de problemas ndo matematicos também ¢ um tipo de conexdo
matematica.

* As conexdes sao um produto do sistema de crengas atribuido
ao aluno. Portanto, cada aluno estabelecera conexdes
matematicas num nivel diferente.

Na proxima secgdo exploram-se as operagdes com nimeros positivos usando
o GeoGebra, aplicando algumas delas a representacao grafica de fungoes.

2. Operar com numeros positivos no GeoGebra

Nesta seccdo exploramos varias operagoes envolvendo nimeros positivos no
GeoGebra, designadamente as operacdes bindrias de adicdo, subtracdo,
multiplicacdo e divisdo de dois niimeros positivos € a operagdo undria de raiz
quadrada de um numero positivo. Além disso, aplicam-se as operagdes de
multiplicagdo, divisdo e raiz quadrada a defini¢do de representagdes graficas de
funcdes. Para tal, definem-se segmentos de reta, determinam-se os seus
comprimentos e faz-se corresponder-lhes as suas respetivas medidas, constituindo
estas ultimas os nimeros positivos.
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2.1. Adicao de numeros positivos

Nesta atividade vamos definir a adicdo de dois nimeros positivos no
GeoGebra. Para tal, sdo dados dois segmentos de reta, de medidas de comprimento
a e b, e pretende-se determinar a sua soma. Na Figura 1 mostra-se a constru¢do
geométrica que define o segmento de reta correspondente a soma a + b.

o— 0
a=237

0_l

FIGURA 1: Construgdo geométrica que define a soma dos niimeros positivos a ¢ b
FONTE: Elabora¢do do autor

Conhecidos os nimeros positivos a e b, construimos a semirreta com origem
em L e passando por T, ou seja, LT. De seguida, com a ferramenta compasso,
transportamos o segmento de reta de medida a para a semirreta LT, definindo-se,
assim, o segmento de reta [LA]. Analogamente, a partir do ponto A, extremidade do
segmento de reta [LA], transportamos o segmento de reta de medida b, obtendo-se
o segmento de reta [AS]. Deste modo, conclui-se que a medida do segmento de reta
[LS] corresponde a soma pretendida (s = a + b), que neste caso concreto toma o
valor s =5,57. Por arrastamento de qualquer dos segmentos de reta, dados
inicialmente, podemos verificar que a medida de [LS] € sempre a soma de a com b.

2.2. Subtrac¢ao de niimeros positivos

Nesta atividade vamos definir a subtragdo de dois nimeros positivos no
GeoGebra. Para tal, sdo dados dois segmentos de reta, de medidas de comprimento
a e b, e pretende-se determinar a sua diferenca. Na Figura 2 mostra-se a construgao
geométrica que define o segmento de reta correspondente a diferenca b — a.
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FIGURA 2: Construgdo geométrica que define a diferenca dos nimeros positivos a e b
FONTE: Elaboracdo do autor

Tal como no caso da adi¢do, sdo dados os nimeros positivos a ¢ b ¢
construimos a semirreta com origem em L e passando por T, ou seja, LT.
Seguidamente, com a ferramenta compasso, transportamos o segmento de reta de
maior medida, que neste caso ¢ o b, para a semirreta LT, definindo-se, assim, o
segmento de reta [LB]. Procedendo de modo analogo, transportamos o segmento de
reta de medida a de modo que o ponto B seja a sua extremidade superior, portanto
correspondente ao segmento de reta [DB]. Assim, conclui-se que a medida do
segmento de reta [LD] corresponde a diferenga pretendida (d = b — a), que neste
caso concreto toma o valor d = 1,42. Por arrastamento de qualquer dos segmentos
de reta, dados inicialmente, podemos verificar que a medida de [LD] é sempre a
diferenga entre b ¢ a3.

2.3. Multiplica¢ao de nimeros positivos

Nesta atividade vamos definir a multiplicacdo de dois numeros positivos no
GeoGebra. Para tal, s3o dados dois segmentos de reta, de medidas de comprimento
a ¢ b, e pretende-se determinar o seu produto. Na Figura 3 mostra-se a construgao
geométrica que define o segmento de reta correspondente ao produto a X b.

3 Como estamos a considerar apenas niimeros positivos, deve ter-se em atengio que na
subtracdo o aditivo deve ser maior do que o subtrativo, ou seja, b > a.
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FIGURA 3: Construgdo geométrica que define o produto dos nimeros positivos a e b
FONTE: Elabora¢do do autor

No caso da multiplicagdo sdo dados os numeros positivos a, b e u e
construimos duas semirretas com origem em L, uma que passa por T, a semirreta
LT, e outra que passa por V, a semirreta LV. Nesta operagdo, a consideragdo do
nimero positivo u, que tem por medida do comprimento a unidade, constitui-se
como um elemento auxiliar que intervém na constru¢do geométrica que define o
produto, como se constata a seguir.

Na continuacdo, com a ferramenta compasso, transportamos os segmentos de
reta de medidas a, b e u para a semirreta LT, todos com inicio no ponto L, em que
[LU] corresponde a u, [LA] corresponde a a e [LB] corresponde a b. De seguida,
definimos o segmento de reta [AC] e conduzimos por D uma reta paralela a [AC].
Deste modo, definiram-se os triangulos [LAC] e [LPD], que sdo semelhantes
porque t€m os angulos congruentes.

Sendo os triangulos [LAC] e [LPD] semelhantes, conclui-se que os
comprimentos dos seus lados homoélogos sdao proporcionais, donde tem-se:

A _IpP
D

Substituindo na propor¢do os comprimentos dos segmentos de reta dados, a,

b e u, tem-se: a/1 = LP/b < LP = a X b. Portanto, a medida do segmento de

reta [LP] corresponde ao produto pretendido (p = a X b), que neste caso concreto

toma o valor p = 6,76. Por arrastamento de qualquer dos segmentos de reta, dados

inicialmente, podemos verificar que a medida de [LP] é sempre o produto de a por

b.

No caso particular em que a = b, podemos, através da variagao de a, definir
a representagio grafica da funcdo f(a) = a?, sendo a um nimero ndo negativo,
como se mostra na Figura 4.
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FIGURA 4: Construgio geométrica que define graficamente a fungdo a?, coma > 0
FONTE: Elabora¢do do autor

Para esse proposito, definimos o segmento de reta de medida a sobre a
semirreta LT, que na figura corresponde ao segmento [LA], de modo que o ponto A
se possa mover livremente sobre a semirreta. Em seguida, recorrendo a operagao de
multiplicagdo, definimos o quadrado de a, que na figura corresponde a medida do
segmento de reta [LP], ou seja, p. Depois, com a ferramenta compasso,
transportamos os segmentos de reta [LA] e [LP] para o sistema de eixos
cartesianos, sendo que a distdncia da origem do sistema de eixos ao ponto A’ é a
medida a, a distancia entre os pontos A’ ¢ P’ é a medida p = a* € o segmento de
reta [A'P'] deve ser desenhado na vertical, ou seja, perpendicularmente ao
segmento de reta [0A].

Uma vez concluida a construgdo, ativamos a ferramenta Lugar Geométrico
do GeoGebra e selecionamos os pontos P’ € A, por esta ordem, obtendo-se, assim, a
representacdo grafica da fungdo f(a) = a?, sendo a um numero nio negativo.
Note-se que, na construcao da representacao grafica, para cada valor de a, definido
pela distancia entre o ponto L e o ponto A, € registado graficamente o seu quadrado
através do ponto P'.

Observando a representagdo grafica reconhece-se que se trata do ramo direito
da parabola de equagio y = x?, precisamente aquele que corresponde ao caso de x
ser ndo negativo.

2.4. Divisao de numeros positivos

Nesta atividade vamos definir a divisdo de dois numeros positivos no
GeoGebra. Para tal, sdo dados dois segmentos de reta, de medidas de comprimento
a e b, e pretende-se determinar o seu quociente. Na Figura 5 mostra-se a
construgdo geométrica que define o segmento de reta correspondente ao quociente
b/a.
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FIGURA 5: Construgdo geométrica que define o quociente dos nlimeros positivos a e b
FONTE: Elaboracdo do autor

Tal como na multiplicagdo, sdo dados os numeros positivos a, b e u e
construimos duas semirretas com origem em L, uma que passa por T, a semirreta
LT, e outra que passa por V, a semirreta LV. Também neste caso, u corresponde a
um segmento de reta que tem por medida do comprimento a unidade.

Seguidamente, com a ferramenta compasso, transportamos os segmentos de
reta de medidas a, b e u para a semirreta LT, todos com inicio no ponto L, em que
[LU] corresponde a u, [LA] corresponde a a ¢ [LB] corresponde a b. De seguida,
definimos o segmento de reta [UC] e conduzimos por D uma reta paralela a [UC].
Deste modo, definiram-se os triangulos [LUC] ¢ [LQD], que sdo semelhantes
porque tém os angulos congruentes.

Sendo os tridngulos [LUC] e [LQD] semelhantes, conclui-se que os
comprimentos dos seus lados homologos sdo proporcionais, donde tem-se:
LU _ LQ
c 1D
Substituindo na propor¢ao os comprimentos dos segmentos de reta dados, a,
beu,tem-se: 1/a = LQ/b < LQ = b/a. Portanto, a medida do segmento de reta
[LQ] corresponde ao quociente pretendido (q = b/a), que neste caso concreto
toma o valor g = 1,59. Por arrastamento de qualquer dos segmentos de reta, dados
inicialmente, podemos verificar que a medida de [LQ] ¢ sempre o quociente de b
por a.

Tal como aplicamos a operagdo de multiplicacdo para representar um ramo
de parabola, vamos agora aplicar a operacao de divisdo para obter a representagdo
grafica de um ramo de hipérbole. Especificamente, vamos definir a representagdao
grafica da fungdo f(a) = 1/a, sendo a um numero positivo, como se mostra na
Figura 6.
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FIGURA 6: Construgdo geométrica que define graficamente a fungdo 1/a, coma > 0
FONTE: Elabora¢ao do autor

Para construir a figura, comegamos por definir o segmento de reta de medida
a sobre a semirreta LT, que na figura corresponde ao segmento [LA], de modo que
o ponto A se possa mover livremente sobre a semirreta. Em seguida, recorrendo a
operacao de divisdo, definimos o quociente 1/a, que na figura corresponde a
medida do segmento de reta [LQ], ou seja, q. Depois, com a ferramenta compasso,
transportamos os segmentos de reta [LA] e [LQ] para o sistema de eixos
cartesianos, sendo que a distdncia da origem do sistema de eixos ao ponto A’ é a
medida a, a distincia entre os pontos A’ ¢ Q' é a medida ¢ = 1/a e o segmento de
reta [A'Q'] deve ser desenhado na vertical, ou seja, perpendicularmente ao
segmento de reta [0A].

Uma vez concluida a construgdo, ativamos a ferramenta Lugar Geométrico
do GeoGebra e selecionamos os pontos Q' € A, por esta ordem, obtendo-se, assim,
a representagdo grafica da fungdo f(a) = 1/a, quando a é um namero positivo.
Note-se que, na construcao da representacao grafica, para cada valor de a, definido
pela distancia entre o ponto L e o ponto A, ¢ registado graficamente o seu inverso
através do ponto Q'.

Observando a representagdo grafica reconhece-se que se trata do ramo direito
da hipérbole de equagdo y = 1/x, precisamente aquele que corresponde ao caso de
X ser positivo.

2.5. Raiz quadrada de um nimero positivo

Nesta atividade vamos definir a raiz quadrada de um numero positivo no
GeoGebra. Para tal, ¢ dado um segmento de reta, de medida de comprimento a, e
pretende-se determinar a sua raiz quadrada. Na Figura 7 mostra-se a construcao
geométrica que define o segmento de reta correspondente a v/a.
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FIGURA 7: Construgdo geométrica que define a raiz quadrada do numero positivo a
FONTE: Elabora¢do do autor

Neste caso, sdo dados os numeros positivos a € u e construimos uma
semirreta com origem em L e que passa por T, a semirreta LT. Tal como nas
operagdes anteriores, 0 nimero u corresponde a um segmento de reta que tem por
medida do comprimento a unidade.

De seguida, com a ferramenta compasso, transportamos os segmentos de reta
de medidas a e u para a semirreta LT, de modo que um esteja na continuagdo do
outro, sendo que [LA] corresponde a a ¢ [AU] corresponde a u. De seguida,
consideramos o segmento de reta [LU] como sendo o didmetro da circunferéncia de
centro em M (ponto médio de [LU]) e conduzimos por A uma reta perpendicular a
semirreta LT. Deste modo, definiu-se o tridngulo retangulo [LUR] (estd inscrito
numa semicircunferéncia), retdngulo em R, ¢ em que [AR] ¢ a sua altura relativa a
hipotenusa.

Ora, a altura [AR] divide o tridngulo retdngulo [LUR] em dois tridngulos,
[LAR] e [AUR], que sdo também retangulos. Como estes dois tridngulos sdo
semelhantes, da proporcionalidade entre os comprimentos dos seus lados
homologos, tem-se:

S

LA
AR

Substituindo na propor¢ao os comprimentos dos segmentos de reta dados, a
e u, tem-se: a/AR = AR/1 < AR? =ax 1, ou seja, AR =+/a. Portanto, a
medida do segmento de reta [AR] corresponde a raiz quadrada pretendida (r =
Va), que neste caso concreto toma o valor r = 1,58. Por arrastamento do segmento
de reta, dado inicialmente, podemos verificar que a medida de [AR] € sempre a raiz
quadrada de a.

A variagdo da medida a, do comprimento do segmento de reta dado, permite
definir a representaciio grafica da funcio f(a) = va, em que a é um niimero nio
negativo, como se mostra na Figura 8.
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FIGURA 8: Construgio geométrica que define graficamente a fungdo v/a, com a > 0
FONTE: Elaboracdo do autor

Na construgdo da figura come¢amos por definir o segmento de reta de
medida a sobre a semirreta LT, que na figura corresponde ao segmento [LA], de
modo que o ponto A se possa mover livremente sobre a semirreta. Em seguida,
recorrendo & operagdo de raiz quadrada, definimos v/a, que na figura corresponde a
medida do segmento [AR], ou seja, r. Depois, com a ferramenta compasso,
transportamos os segmentos de reta [LA] e [AR] para o sistema de eixos
cartesianos, sendo que a distdncia da origem do sistema de eixos ao ponto A’ é a
medida a, a distancia entre os pontos A" ¢ R’ é a medida r e o segmento de reta
[A'R'] deve ser desenhado na vertical, ou seja, perpendicularmente ao segmento de
reta [0A'].

Uma vez concluida a construcdo, ativamos a ferramenta Lugar Geométrico
do GeoGebra e selecionamos os pontos R’ € A, por esta ordem, obtendo-se, assim,
a representagdo grafica da fungdo f(a) =+/a. Note-se que, na construcio da
representacdo grafica, para cada valor de a, definido pela distancia entre o ponto L
e o ponto A, ¢ registada graficamente a sua raiz quadrada através do ponto R'.

3. Conexoes entre as operacoes

No Quadro 1 encontram-se registados os objetos matematicos envolvidos em
cada uma das operacdes antes estudadas com o GeoGebra.
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Operacoes
Adigao/Subtragao Multiplicagdo/Divisao Raiz quadrada
Segmento de reta
Semirreta
Circunferéncia

Medida de uma grandeza
Representagdo verbal, numérica, algébrica e geométrica
Utilizagdo das ferramentas do GeoGebra

Operacdes algébricas
Justificagdo das resolugdes e conclusdes usando
raciocinio logico-dedutivo

7]

,§ Justificacdo das resolucdes e conclusdes usando argumentos verbais
N

‘<

£ Reta

£ Unidade de medida

g Semelhanga de triangulos
£ Proporcionalidade

N

‘d)

=

o

Paralelismo Perpendicularidade
Semelhanga de
triangulos retangulos
Propriedades de
tridngulos retangulos

Quadro 1. Objetos matematicos intervenientes nas diferentes operagdes

Pelo Quadro 1 verificamos que, na perspetiva de Godino et al. (2007), sdo
muitos e variados os objetos matematicos que intervém nas diferentes operagdes
com numeros positivos, efetuadas com recurso ao GeoGebra.

Em qualquer das operagdes estudadas, adicdo, subtragdo, multiplicagdo,
divisdo e raiz quadra, as linguagens consistem em representacdes verbais,
numéricas, algébricas e geométricas. Ja as definicdes/conceitos, comuns as
operagdes, incluem as nogdes de segmento de reta, semirreta, circunferéncia e
medida de uma grandeza. No que se refere aos procedimentos destaca-se a sele¢ao
e aplicacdo das ferramentas do GeoGebra para representar os entes geométricos
implicados nas diferentes operagdes com numeros positivos. Por fim, ¢ também
comum a todas as operacdes a justificacdo das resolugdes e conclusdes através de
argumentos verbais e de natureza mais informal.

Diferentemente das operacdes de adicdo e subtracdo, no caso das operagdes
de multiplicagdo, divisdo e raiz quadrada sdo mais os objetos matematicos
envolvidos nessas operagdes. Concretamente, acrescem-se as definigdes/conceitos
de reta, unidade de medida, semelhanca de tridngulos e proporcionalidade, bem
como o procedimento operacdes algébricas. No caso das operagdes de
multiplicagdo e divisdo desempenha um papel importante a defini¢do/conceito de
paralelismo. Também em todas as trés operagdes se salienta uma argumentacgdo
mais desenvolvida, recorrendo-se a argumentos l6gico-dedutivos nos processos de
justificacdo das resolucdes e conclusodes de tais operagdes.
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Finalmente, no caso da operacdo de raiz quadrada sdo ainda mais os objetos
matematicos implicados nessa operagdo. Relativamente as outras operacdes, nesta
acrescentam-se as definicdes/conceitos de perpendicularidade, semelhanca de
triangulos retangulos e propriedades de triangulos retangulos. De entre as
propriedades, consequéncia da semelhanga de tridngulos, salienta-se que “a altura
relativa a hipotenusa ¢ meio proporcional aos segmentos de reta por ela
determinados na hipotenusa”, a qual ¢ determinante para a determinag¢do da raiz
quadrada de um nimero positivo por processos geomeétricos.

Conclui-se, assim, que sdo multiplos e variados os objetos matematicos que
intervém em cada uma das operagdes matematicas estudadas. Constata-se, ainda,
existir uma hierarquia do numero desses objetos nas diferentes operagdes.
Concretamente, envolvem menos objetos as operagdes de adicdo e subtracdo,
seguem-se as operagdes de multiplicacdo e divisdo com mais objetos e, por ultimo,
a raiz quadrada com o maior nimero de objetos. Associando o maior nimero de
objetos envolvidos a uma operacdo mais complexa, podemos dizer que as
operagdes de adicdo e subtracdo sdo as menos complexas, as operagdes de
multiplicagdo e divisdo sdo mais complexas e, por fim, a operagdo de raiz quadrada
¢ a mais complexa daquelas que aqui foram estudadas.

Por outro lado, entre as varias operagdes, aqui estudadas, existem multiplas
conexdes dos objetos matematicos nelas intervenientes, observando-se que certos
objetos que intervém nalgumas delas também surgem em outras operagdes, 0 que
traduz os seus atributos inclusivos. Na Figura 9 ilustram-se as relagdes entre os
objetos matematicos das diferentes operacdes.

Operacdes Dbje!:o_s
matematicos

Linguagens

DEF‘”“E&ES Procedimentos Argumentos
Conceitos

Perpendicularidade
Semelhanga de tridngulos
retangulos
Propriedades de triangulos

retangulos

, l |

Reta
Unidade de medida
Paralelismo
Semelhanga de tridngulos
Proporcionalidade

. Verbal
Raiz Numérica

quadrada Algébrica

Geométrica

Operacdes

algébricas Légico-dedutivos

o Verbal
Multiplicagdo Numérica
Divisdo

Operagdes

algébricas Légico-dedutivos

Algébrica
Geométrica

Verbal Segmento de reta "
Adigdo Numérica Semirreta Ferramentas Verbais
Subtragdo Algébrica Circunferéncia do GeoGebra Informais
Geométrica Medida de uma grandeza

FIGURA 9: Relagdes entre os objetos matematicos intervenientes nas diferentes operacdes
FONTE: Elabora¢ao do autor
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Observando a Figura 9, constata-se que os objetos matemadticos das
operagdes tém um carater inclusivo, isto ¢, o conjunto dos objetos de qualquer
operagdo esta contido ou contém o conjunto dos objetos de qualquer das outras
operagdes. Assim, tendo em conta que a generalidade e inclusdo dos conceitos vao
diminuindo a medida que se vai descendo na rede, tem-se na categoria:

o linguagens: os objetos matematicos sao comuns a todas as operagdes;

e defini¢oes/conceitos: sdo acrescentados novos objetos quando passamos
das operagdes de adigdo e subtracdo para as operacdes de multiplicagao
e divisao (reta, unidade de medida, paralelismo, semelhanga de
tridangulos e proporcionalidade) e quando passamos das operacdes de
multiplicagdo e divisdo para a operacdo de raiz quadrada
(perpendicularidade, semelhanga de triangulos retangulos, propriedades
de triangulos retangulos);

e procedimentos: sao acrescentados novos objetos quando passamos das
operacdes de adicdo e subtragdo para as operacdes de multiplicagdo,
divisdo e raiz quadrada (operagdes algébricas);

e argumentos: sdo acrescentados novos objetos quando passamos das
operagoes de adigdo e subtragdo para as operagdes de multiplicagdo,
divisdo e raiz quadrada (argumentos logico-dedutivos).

Conclui-se, portanto, que as conexodes entre as operagdes de numeros
positivos, abordadas através de uma representagdo geométrica, sdo bem patentes
nas resolugdes aqui exploradas, observando-se mesmo um carater inclusivo entre
os conjuntos de objetos matematicos nelas intervenientes.

Conclusoes e implicacoes

No presente estudo exploramos as operagdes de adigdo, subtragdo,
multiplicagcdo, divisdo e raiz quadrada de numeros positivos recorrendo a
representacdes geométricas construidas com o GeoGebra. Adicionalmente,
aplicamos algumas delas a construgdo da representacdo grafica de fungdes
restringidas aos nimeros ndao negativos ou positivos, concretamente: a fungdo
f(a) = a? (operagdo de multiplica¢do), definida no conjunto dos nimeros reais
ndo negativos; f(a) = 1/a (operagdo de divisdo), definida no conjunto dos
niimeros reais positivos; e f(a) = va (operagido de raiz quadrada), definida no
conjunto dos niimeros reais nao negativos.

As representagdes graficas de que falamos antes, porque envolvem apenas
numeros ndo negativos ou positivos, referem-se apenas a parte das representagoes
graficas correspondentes a essas fungdes de dominio real, ndo incluindo a parte das
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representacdes graficas relativas aos numeros negativos ou ndo positivos,
respetivamente. No entanto, essa limitacdo pode ser minimizada sobrepondo uma
reta ou curva adequada, uma reta (para as fungdes afins), uma parabola (para as
fungdes quadraticas) ou uma hipérbole (para as fungdes do tipo f(x) = a/(bx),
com a ¢ b constantes).

Das varias operacdes aqui exploradas numa vertente geométrica, com recurso
ao GeoGebra, ¢ da analise detalhada, produzida subsequentemente, constata-se que
sdo muitos e variados os objetos matematicos que intervém nessas operacoes, 0S
quais, por sua vez, formam conjuntos de natureza inclusiva para as diferentes
operagdes. Por outro lado, tais objetos interconectam-se entre as varias operagdes
(ver Figura 9).

Ora, a diversidade de objetos matematicos em jogo nas operagdes € as
relacdes entre as operagdes sdo aspetos educacionais muito relevantes ao permitir
ao aluno rever, consolidar e relacionar tais objetos, contribuindo, portanto, para
uma aprendizagem mais significativa e profunda (Ausubel et al., 1980).
Complementarmente, as conexdes entre as operacdes favorecem a retengdo e a
evocacao desses objetos matematicos (Novak & Gowin, 1996).

O principal interesse para os alunos explorarem as atividades aqui
trabalhadas ndo resulta da possibilidade de introduzir, pela primeira vez, as
operagdes numéricas, 0 que ja aconteceu nos primeiros anos de escolares, mas,
sobretudo, do desenvolvimento de novos significados dessas operagdes e das
representacdes graficas de fungdes obtidas por aplicacdo das mesmas operagoes.

Face ao que foi referido anteriormente, as atividades aqui exploradas sobre as
diversas operagdes e suas aplicagdes a construgdo de representacdes graficas
afiguram-se como tendo muito interesse para a aprendizagem de alunos do 3.° ciclo
do ensino basico (do 7.° ao 9.° ano) e do ensino secundario (do 10.° ao 12.° ano).
Em termos da sua exploracdo, integrada na elaboracdo de um trabalho, os alunos
poderiam organizar-se em pequenos grupos para explorarem algumas ou todas as
atividades, podendo o trabalho ser realizado, em parte, na escola e fora da escola.
Esta estratégia permitiria responder a um duplo propoésito: reduzir o tempo escolar
necessario a sua realizagdo, que normalmente € escasso para cumprir os programas
escolares, e desenvolver competéncias de trabalhar em grupo (Petocz & Reid,
2007).

As representacdes graficas aqui tratadas foram obtidas através de uma tUnica
operagdo, mas o recurso a mais do que uma operagdo permite, facilmente, obter
representacdes graficas de outras fungdes, como sejam partes de fungdes afins e
quadraticas. No caso de fungdes afins e quadraticas, que sdo do tipo f(a) = ax +
b e f(a) = ax? + bx + c, respetivamente, com a, b € ¢ niimeros nio negativos, as

Revista do Instituto GeoGebra de Sdo Paulo, v. 11, n. 2, p. 072-091, 2022- ISSN 2237-9657




90

suas representagdes graficas podem ser obtidas recorrendo, conjuntamente, as
operagoes de adi¢do e multiplicagdo.

Pois bem, o estudo das funcdes afins e quadraticas, a partir das suas
representacdes graficas, ¢ uma extensao do estudo aqui efetuado e da aos alunos a
oportunidade de consolidarem as operagdes numéricas ¢ combina-las para obter
essas representacdes. Nesse processo, os alunos podem efetuar as construgdes no
GeoGebra ou ser construidas por outrem e ser-lhes disponibilizadas de antemao.
Nas construgdes, os alunos terdo de aplicar e relacionar os diversos objetos
matematicos nelas intervenientes, enquanto a manipulacdo das construgdes lhes
permite obter as representagdes graficas e descobrir o significado dos parametros
das respetivas fungdes.
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