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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE INTERPOLACION

Nora Bustingorri y larta lirciuolo

Supongamos que un mévil se desplaza con movimiento rectilineo
uniforme; conociendo su posicién en dos instantes queda totalmente
determinada su trayectoria. Esto no es otra cosa que decir: "por

dos puntos distintos del plano pasa una finica recta".

Supongamos tener ahora un mévil que se desplaza con movimiento uni
formemente acelerado ;Cuil es el nGmero minimo de "datos" que de
temminan su movimiento?. En gereral, si una funcién f(t) es poliné
mica de grado n, ;Cuil es el nGmero minimo de valores de f(t) que

debemos conocer para determinarla?.

Otra manera de enfocar el mismo problema es el siguiente: dados
n puntos del plano (t,, x;),..., (tn, Xp), nos interesa analizar la
existencia y unicidad de polinomios P(t) que los "interpolen", o
sea tales que P(tj) =xj i=1,...,n.

Veamos algunos ejemplos:
(1) Sin=1 (Fig. 1), sea (t,, x;) = (1,1) entonces,

a) Existe un Gnico polinomio de grado cero tal que P(1) = 1;
P(t) = 1.

b) Existen infinitos polinomios de grado mayor o igual que 1,
por ejemplo P(t) = a(t-!)n +1,conacR

(2) Sin =2 (Fig. 2), sean (t;, x;) = (0,0) v (tz, X;) = (1,1)
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a) No existe polinomio P de grado cero que los interpole.
b) Existe {mico polinomic interpolatorio de grado 1, P(t) = t.

c) Existen infinitos polinomios interpolatorios de grado mayor

o igual que 2, peor ejemplo: P{t) = &
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Pig. 1 Fig. 2
Estos ejemplos sugieren que es natural esperar una relacidn
entre el nfmero de puntos dedos y el grado del polinomio interpo

latorio. Efectivamente, probaremos el siguiente:

Teorema 1:
Dados n puntos en el planc (t1, X1)y---» (tpn, Xy) con
ty # tj, si i # j, eéxiste un Gnico polinomio P tal que P=056

grado (P) <n, que cumplc P(tj) = xj para todo 1 <is<n.

Demos tractdén

Sixj =0 para todo 1 < i<nentonces P=0 esun polinomio
interpolatorio, y es Gnico, pues si grado (Q) <n entonces Q tie-
ne a lo sumo n-1 raices. Supongamos entonces que algn x; es dis-
tinto de cero.

Existencig: para cada i construiremos un polinomio Pj de grado n-1
tal que:
Pi(ty) = 1

)
Pi(tj) =0 VJ' #i
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Tomando entonces
P(:) - x! p;(:) ¥ s * xn pn(t)

tenemos un polinomio interpolatoric de grado <n-1,
Es facil verificar que

(-t)) .o (t-t5.)) (E-t44)) ... (t-tp)

Pi(t) =
(%i=t1) ... (ti-ti_,){ti-ti-u) «o. (tj-tn)

satisface (1),

Wicided: es una ficil consecuencia del teorema fundamental del
dlgebra el cual nos asegura gue m polinomio de grado k tiene a
lo sumwo k raices. Si p Y Q son poliromios interpolatorios de gra
do < n-1 entonces

grado (P-Q) <n y (P-Q)(ti) =( i=1,..., n
1o que implica que P = Q.

Nota: Puede darse que grade (P) <n-1, por ejemplo si tenemos tres
puntos alineados,

Ejercicio 1: Encontrar el fmico polinomio P, con grado (P) < 2,
Que satisface P(1) = 3, P(-1) = -1, P{C) = i

Ejercicio 2: Encontrar un poliromio Q con grado (Q) <2 tal que
Q(0) = 1, Q(1) = 3, Q(-1) = 1

Probaremos ahora que, sin la condicién grado (P) <n, no pode
moS esperar wnicidad en ningfin caso.

Teorema 2:

Dados n puntos en el Plano (t,, x;),..., (tp, X,), existen in-

finitos polinomios interpolatorios de grado mayor o igual que n.
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Demogtractén

Sea P el polinomio que interpola los puntos (ty, x1).--(tns Xp),
dado por el teorema anterior. A los n puntos dados le agregamos otro
pnto (tps), X) CON thy Fty V 1<j<n. SeaQun polinomio de

grado n, construido como en el teorema anterior, tal que
Q(tpsy) = X y Qg(tj) = 0  para todo 1<1i<n.

Entonces, P + Qx es un polinomio de grado n que interpola los n pun
tos dados y P + Qu(tgs)) = x * P(tk+1)-

Por consiguiente, para distintas elecciones del valor x obtenemos po
linomios interpolatorios distintos y reiterando este procedimiento
se pueden encontrar infinitos polinomios interpolatorios de cualquier
grado mayor O igual que n.

Ejercicto 3: Encontrar un polinomio P con gr P = 3 tal que P(0) =1

y P(2) = 3.

Hemos contestado al problema del mévil con aceleracibén constante:
podemos determinar la trayectoria del mismo conociendo su posicidn en
tres instantes y éste es el nGmero minimo de mediciones que debemos
realizar, pues si tuviéramos menos de tres datos, existirian infini-

tos polinomios interpolatorios de grado dos (Teorema 2)s

Ejercicio 4:
vimiento uniformemente - acelerado y tal que su posicidn en los tiempos

Dar la aceleracién de un mévil que se desplaza con mo-

0,1 y 2es 0,1y 0 respectivamente.

Soluctén: La ecuacién de la trayectoria es de la forma
s a3l
X(t) ?-a ) et < vot e

o sea es un polinomio de segundo grado en t Yy deseamos CONOCEr su coe-

ficiente de grado 2.
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Los datos son: (tl- xl) . (0,0); (th Xz) = (‘l 1) ’ (t3» X3)'(2,0).

Por el teorema (1) sabemos que X(t) = x; P)(t) + x; Pp(t) + X3 P3(t)

donde  Py(t) = LEDED  p) o ey
y o Pa(e) = HED.

Por lo tanto el coeficiente de segundo grado serd -x; = -1 vy asf

a= -2,

Otra forma, quizds mAs usual de encarar este problema es la siguiente:
buscamos constantes a, Vo Y X, tales que el polinomio
X(t) = % a t?+vyt+x, tome los valores 0,1 y 0 en los puntos
0,1 y 2 respectivamente, o sea buscamos 2, Vo Y Xo soluciones del sis
tema de ecuaciones,
x, =0

1

Fa+ Vg +txg =1

2a+ 2 Vo * X9 =0

0, en notacién matricial

0 0 1 5 0
1 1 1 o = 1
4 2 1 %o 0
Entonces:
0 0 1
1 1 1
%_ 0 2 1 -‘%__1
0 0 1
1 1 1
4 2 1
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El caso general de interpolaci6n es totalmente anilogo al plantea
do en el ejercicio 3, o sea, dados n puntos en el plano (t1, X1)s ===
<oy (th, Xp), encontrar un polinomio P de la forma
P(t) = a; + axt + ... +a, t"-!  que los interpole, es equivalente a

resolver el siguiente sistema lineal de n ecuaciones con n incégni

tas
2 -1
a;*a2t1+a3t1+...+ant': = X)
a; +az t; + a; ti*...#ant';"-xz
m .

2 <8
a;#agt§+agtn¢...+ant2 = Xy

o, en notacién matricial:

’ 2 n-1 ) ( W 1 W
T AST oon 151 a; X)
1ty t2 ... 97! as X3
. . - - =

n-1
k‘ t, td --- th ] \a.n Xn
N

Definicién: Dados n n@meros reales ti, ..., tp se llama determinan-

te de Vandermonde asociado ‘a ellos al siguiente determinante

1. t.-d

1 t; tp ... 3
V(ty, ..ohtp) =

.

.
.

S SO -

- e

Es un resultado del dlgebra lineal que el sistema (1) tiene Gnica
solucién (aj, @2, «++» an) si y s6lo si el determinante de la ma-
triz de coeficientes es distinto de cero.

Entonces hemos probado,
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Teorema 3:

Dados n puntos del plano (t,, x,), ..., (th, X,), existe un
nico polinomio interpolatorio P con P = 0 & grado (P) <n siy
sblo si el determinante de Vandermonde asociado V(t;, .. o ty) es

no nulo.

Como consecuencia de &sto y del teorema 1 obtenemos un resul

tado clésico de la teoria de determinantes:

Corolario:
BiNeYs enies t, son nGmeros reales distintos entonces

Vit viep tn) #0.

Ejercicio 5: Sean t), ..., t;, nimeros reales, probar que
Y(tys ooon By 'i;j (ti - ty)

El problema de encontrar un polinamio que interpole ciertos
datos se generaliza naturalmente al siguiente:
Sean g,(t), ..., g,(t) n funciones, y sean (t3o %)) i=1, ..., n
datos, jexisten constantes a;, ..., a, tales que la funci6n
f(t) = a; g)(t) + ... + ap gy(t) sea una solucién al problema de
interpolacién: f(t;) =x; i=1, ..., n
Generalmente, los nOmeros Xj son los valores en t; de una fun-
cién desconocida a la que se pretende aproximar. Notemos que,
andlogamente al caso ya analizado, (g;(t) = 1, ga(t) = ¢, ..
cees Bp(t) = " el problema de interpolacién en n puntos con
combinaciones lineales de las funciones {g;(t), ..., gn(t)) es
un problema de resolucién de un sistema lineal de n ecuaciones
con n incbgnitas y por lo tanto se reduce al estudio del siguien

te determinante
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gi(t)  g2(ty) ... g (t)

g1(t2)  ga(t2) ... gnlt2)
(2)

gi(ty)..-g2(ty) +-- Enlty)

Ejercicto 6: iEs posible trazar una parabola con ecuacibn
P(t) = a t2 + b que pase por los puntos ( ;-. 1), (1, 2)?

Solucidn: En este caso las funciones son gi(t) =1, ga(t) = t2 y

planteamos el sistema

cuyo determinante es

I

3
=-7 #0
1 1 L

Por lo tanto tenemos solucién Gnica dada por a = %, b= %

Eiercicio 7: Pruebe que si la funcién a cos t + b sent tiene dos
ceros en [0, ®/2] entonces a = b= 0.
Solucién: Sean t; y t, distintos tales que
acost +bsent =0
acost, +bsenty; =0
entonces (a,b) es solucién de un sistema lineal cuyo determinan-

te es

cos t; sen t)
= cos t, sen t; - cos tz sen t) = sen (t2-t1)

cos t, sen t3

Pero si t;, t, € [0, #/2] , sen (tp -t;) # 0 y por lo tanto la

Gnica solucién del sistema es la trivial, a =b = 0.
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Ejercicio 8: (Existe una funcién de la forma

f(t) = a+b sen t + c cos t que satisface f(0) =1, f (’2'-) =2,
£(3)=0

Ejercicio 9: (Para qué valores de t; y t, existe una funcién
£(t) =a+be’ tal que £(t)) =1 y £(t,) = 2

En el estudio de aproximacién de funcicnes interesan aquellos .
conjuntos {g;(t), ..., g2,(t)} de funciones definidas en un inter
valo [a,b] tales que el determinante (2) sea distinto de cero pa
ra cualquier eleccién de t;, ..., tp e [a,b] ; estos conjuntos se
denominan sistemas de Tchebycheff; o sea, (gi)?=1 €5 un sistema
de Tchebycheff en | a,b] si v sAlo si para cada conjunto de datos
(a1 X1 ey (ty, x3) con t; ela,bly t# ty si i#j,
existe una Gnica combinacién lineal f(t) = a, gi(t)+... +a, gn(t),

tal que f(tj) =x; VI<i<n.

Por ejemplo, las funciones {1, x, x2, Saiey xn'l) forman un sis

tema de Tchebycheff en R (Corolario).

Ejercicio 10: {1, x?} es un sistema de Tchebycheff en [0, 1]

perono loesen [-1, 1].

Ejercicio 11: Encontrar algin intervalo [a,b] C R donde las fun-

ciones g)(t) =t y gp(t) = t2 formen un sistema de Tchebycheff en
[a,b] .

Ejercicio 12: Los sistemas de Tchebycheff generalizan propiedades
de los polinomios, por ejemplo la siguiente: si {gi}r;:] es un sis
tema de Tchebycheff en [a,b] entonces cualguier combinacién no tri
vial f(t) = a; g;(t) + ... + a, gn(t) tiene a lo sumo n-1 ceros en

[a,b].
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