
-62-

GENERALIZACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS 

f t . aa ' .. bb ' + ce ' . Con la notación de la igura se 1ene: 

b 

e 

Demostración: Observando la figura siguiente se tiene por semejanza 

de triángulos 

X SQ. o sea x.a e b.b' 1)T a 

..L.: E. o sea y.a .. c.c' e' a 

Sunan<b resulta a.a' .. a. (x+y) = b.b' + c.c'. QED 

a' 

(Enw Gentile) 
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AI.J:.ilNlS RESULTI\005 SOBRE INI"'...RPOLACIOO 

Nora Bustingorri y r larta llrciuolo 

SuponRamoS que un móvil se desplaza con movimiento rectilineo 

uniforme; conociendo su posición en dos instantes queda totalmente 

detenninada su trayectoria. Esto 'lO es otra cosa que decir: "por 

dos puntos distintos del plano pasa una Gnica recta". 

Supongamos tener ahora un móvil que se desplaza con oovimiento un.! 

formemente acelerado ¿D.Jál es el número miniiOO de "datos" que d~ 

tenninan su oovimiento?. En gePeral, si una función f(t) es poliné_ 

mica de grado n, ¿CUál es el número miniiOO de valores de f(t) que 

debemos conocer para determinarla?. 

Otra manera de enfocar el mismo problema es el siguiente: dados 

n puntos del plano (t 1 , x 1), ••. , (tn, Xn), nos interesa analizar la 

existencia y unicidad de polinomios P(t) que los "interpolen", o 

sea tales que P(ti) • Xi i = 1, ... , n. 

Veamos algunos ejemplos: 

(1) Si n • 1 (Fig. 1), sea (t 1 , x 1) = (1,1) entonces, 

a) Existe un Gnico polinomio de gré'.do cero tal que P(1) " 1; 

P(t) .. 1. 

b) Existen infinitos polinomios c!e grado mayor o igual que 1, 

por ejemplo P(t) u a(t-1)n • 1, con n e a 

(2) Sin • 2 (Fig. 2), sean (t 1 , x1) = (0,0) y (t2 , x2 ) • (1,1) 
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a) No existe polinomio P de grado cero que los interpole. 

~) Existe único pol1nornio interp0latorio de grado 1, 0 (t) =t. 

e) Existe~ iPfinitos polinomios interpolatorios de ~rado m.~yor 

o igual que 2, por ejemplo: P(t) = tn 

Pig. 1 

Estos ejemplos sugieren que es natura: esperar una relación 

entre el 11Crnero de p.mtos dzdos y el grado del polinomio interpQ 

latorio. Efectivamente, probar~~s el siguiente: 

Teol'!".ma 1: 

DaoDs puntos en el plano (t¡, X¡), ...• (tn, Xn) con 

t; ; si i; j, éxistP. Wl único polinomio P tal quePa O 6 
" j • 

11,rado (P) < n, que cllllplc P(ti) .. xi para todo 1.;; i.;; n. 

DeT'IOs tracicm 

Si x¡ ,. o para todo 1 <; i .;; n entonces P = O es un polinCITiio 

interpolatorio, y es único, puP.s si grado (Q) < n entonces Q tie­

ne a lo sume n-1 raices. Supong~mos entonces que algún x¡ es dis-

tinto de cero. 

Ezistencia: para cada i co. struiresoos un polinomio P¡ de grado n-1 

tal que: 

(1) 
P¡(t¡) = 1 

Pi(tj) • 0 Yj ;. i 
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Tomando entonces 

P(t) :l ( ) • X l 1 ¡ ~ - + • • • + Xn P11 (t) 

tenemos un pol inanio interpola torio c!e grado .; n­

Es fácil verificar que 

satisface (1). 

Unicidad: es tn fíí ·1 a • Cl consecuencia del teorC!M fundn:rental del 

lilg~bra el cual nos asegu . ou · ~ po:1~~ io de grado k tiene a 

lo suoo k raices. s· p Q 
l Y sen ~~i~onios 'nte~lator:os de gr~ 

do .;; n-1 entonces 

grado (P-Q) <n y (P-Q)(t¡) • C 

lo que implica que p • Q. 

~ -1, ... ,n 

-
Nota: Puede da r 5 e que grade (P) < n· 1, por ejemplo si tenemos tres 

plaltos al ineadoc. 

Encontrar el Onico poUn,.,.-1·o P, do (P) ..,.... ., ..,,. con gra . ... 2, 

que satisface P(l) • ~, ~. (-' 1 ~ • - , ?(O) .. 1 

Ejercicio 2: En t con ra-: un polir.ornio Q CO'l g ado (Q) .;; 2 tal que 

Q(O) • 1, Q(1) • 3, Q(-1) • 

Probaresoos ahora que, sir. :a cordid6 

ms esperar unicidad en ning(m ':3so. 

TBOl'eMa 2: 

grdo (P) < n, no pod~ 

Ihdos n puntos en el 1 r P a~ .t ¡, X¡ , ... , (tn, Xn), existen in-

finitos polinomios internn' t . • - ·~~Áa or1os Qe greea mayor o igual que n. 

1 
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Demoetroción 

Sea P el polinomio que interpola los puntos (t 1 , x 1) ••• (tn, x0), 

dado por el teorema anterior. A los n puntos dados le agregam:>s otro 

pulto (tn+l• x) con tn+ 1 tj V 1 ..; j ..; n. Sea Q un polinanio de 

grado n, construido como en el teorema anterior, tal que 

y para todo 1 e;; i e;; n. 

Entonces, P + Qx es un poi inanio de grado n que interpola los n PLI!! 

tos dados y P + Qx(tk+l) • x + P(tk+¡). 

Por consiguiente, para distintas elecciones del valor x obteneJOOs P2. 

linomios interpolatorios distintos y reiterando este procedimiento 

se pueden encontrar infinitos polinomios interpolatorios de cualquier 

grado mayor o igual que n. 

Ejel'Cicio 3: Encontrar un polinomio P con gr P "' 3 tal que P(O) .. 1 

y P(2) • J. 

Hemos contestado al problema del móvil con aceleración constante: 

podemos determinar la trayectoria del mismo conociendo su posición en 

tres instantes y éste es el núnero minimo de mediciones que debemos 

realizar, pues si tuviéramos menos de tres d~tos, existirlan infini-

tos polinomios interpolatorios de grado dos (Teorema 2) . 

Ejercicio 4~ Dar la aceleración de un m6vil que se desplaza con mo­

vimiento uniformemente acelerado y tal que su posición en los tiempos 

O, 1 y 2 es 0,1 y O respectivamente. 

Soluc-Wn: La ecuación de la trayectoria es de la forma 

o sea es un polinomio de seg¡mdo grado en t y deseruoos conocer su coe-

ficiente de grado 2. 
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Los datos son: 

Por el teorema 

donde P¡(t) • 1t-1)~t-2l, P2(t) • - t(t-2) 

y P1(t) • ~ • 

Por lo tanto el f' 
coe tciente de segundo grado será 

a • -2. 

Otra fonna, quizlls mlls usual 
de encnrar este ¡>roblema es 

buscQAOs constantes a, Yo Y 
Xo tales que el polinanio 

X(t) • t a t2 + Vo t + y_ 

y as! 

la siguiente: 

-o t0111e los valores 0,1 0 

O 1 
y en los ¡:mttos 

• Y 2 respectivaMente 
• o sea busca!llOs a, Yo Y Y- 1 . 

·-u so uctones del si~ 

tema de ecuaciones • 

1 
! a + Yo + Xo • 1 

2 a+ z· V o + Xo • o 

o, en notaci6n matricial 

2 

o 

;] [~] [:) 
Entonces: 

a II : :¡ 
! • -:-------.!._ 2 

/~ : :¡"-! --1 
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El caso general de interpolación es totalmente análogo al plante~ 

Sea' dadoS n nmtOS en el planO (t¡, X¡), · · · do en el ejercicio 3, o ~-· 

.•• , (tn, xn)' enconua¡· un polinomio P de la fonna 
+a_ tn-1, que los interpole , es equivalente a P(t) • a¡+ azt + .. . -n 

· s1· stema 1111• eal den ecuaciones con n inc6gni resolver el sigu1ente 

tas 

n- 1 
+ é1n t

1 • X¡ 
n- 1 

+ an t 2 • xz 

(1) 

o, en notación matricial: 

tf 
n-1 

fa¡ t¡ t¡ 

t~ n-1 
tz tz 

l~ ~tA 
n-1 tn 

X¡ 

· Dados n nCmeros reales t 1, ... , tn se llama detenninan-De[inicn.tm: 

te de Vandermonde asociado ·a ellos al siguiente determinante 

t~ 
n-1 t¡ t¡ 

2 n-1 
tz tz t2 

V(t1, .... tn) "' 

t2 n-1 
tn n tn 

Es I..Ul resultado del álgebra lineal que el sistema (1) t iene Gnica 

solución (a¡, a2, • .. , &n) si y sólo si el determinante de lama­

triz de coeficientes es distinto de cero. 

Entcnces heroos probado, 
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Teorema 3: 

Dados n puntos del plano (t 1, x1) , .. . , (tn, Xn), exi ste un 

Onico polinomio interpolator io P con P " O ó grado (P) < n si y 

s6lo si el determinante de Vandenronde asoci ado V(t1, . •• , tnl es 

no nulo. 

Como consecuenci a de Esto y del teorema obtenemos un ~esul 

tado clásico de la teoria de detenninantes: 

Corolario: 

Si t¡, •• . , tn son números rea l es disti ntos entonces 

V(t¡, ... , tn) ~O. 

Ejsl'oicio S: Sean t¡, .. • , tn n(Jneros reales, probar que 

V(tlt ... , tn) • 1r (ti - tJ·) 
i>j 

El problema de encontrar un polinanio que interpole ciertos 

datos se generali'a naturalmente al siguient e : 

Sean g1(t), •. . , &n(t) n funciones, y sean (ti, xi) i • 1, •.. , n 

datos, ¿existen constantes a1, . .. , Bn tales que la función 

f(t) • a¡ g1(t) + .• • + an &n (t) sea una sol ución al problema de 

interpolación : f ( t ¡) • Xi i "' 1, ... , n 

Generalmente, los números xi son los valores en ti de una fun-

ci6n desconocida a la que se pretende aproximar. Notemos que, 

análogamente al caso ya anali~do, (g1(t) " 1, g2 (t) "t, ••. 

•.. , &n(t) • tn-l) el problema de interpolación en n puntos con 

combinaciones lineales de las func i ones {g1(t), ... , &n(t) } es 

un problema de resolución de un sistema lineal de n ecuaciones 

con n incógnitas y por lo tanto se reduce al estudio del siguiC!!_ 

te determinante 
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&1 (t¡) &2(t¡) &¡l(t¡) 

g¡(t2) &2 (t2) &nCt2) 

(2) 

g¡(tn) ... g2(tn) gnCtn) 

;Es n~sible trazar una parábola con ecuación Ejercicio 6: w .....-

2 b que pase por los puntos ( ~2 , 1), (1, 2)? P(t) = a t + 

Sol.ucitm: En este caso las funciones son g¡(t) = 1, &2(t) 

plantearos el sistema 

1 2 1 a(z) +b= 

ruyo determinante es 

1 
¡ 

a + b = 2 

3 - 4 ~ o 

4 2 
tenemos solución ónica dada por 3 a ~· b "' ~ Por lo tanto 

. la función a cos t + b sent tiene dos Pruebe que s1 

ceros en 1 o, r/ZI entonces a .. b = O. 

So1.uci6n: Sean t¡ y t 2 distintos tales que 

a cos t¡ + b sen tt '" o 

a cos t2 + b sen tz = o 

entonces (a,b) es soluci6n de un sisten~ lineal cuyo determinan-

te es 

1 

cos t¡ 

cos t2 

sen t¡ 1 
e cos t 1 sen t 2 - cos t2 sen t¡ 

sen t2 

sen (t2 · t¡) 

r ro, r/2 1 • sen (t2 - t¡) ¡l o y por lo tanto la Pero si t¡, t2 ~ 

única solución del sistema es la trivial, a =b = O. 
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Eiel'Cicio 8: ¿Exis e una funci6n d-e la forma 

f(t) = a+ b sen t + e cos t que sa isfacc f(O) 

JI: 
f ( ¡ ) = O? 

1,f(;-)z2, 

Ejercicio 9: ¿Para qué valores de t¡ y t 2 existe una funci6n 

f(t) "' a +b et tal que f(t¡) = 1 y f(t2) " 2 

En el estudio de aproxirlación t!e funcicnes interesan aquellos . 

conjuntos {g¡(t), ... , gn(t)} de funciones definidas en un inter 

valo 1 a,b) tales que el determinante (2) sea disti~to de cero p~ 

ra cualqu ier elecci6, de t¡, ... , tn e [a,b); estos conjuntos se 
n denominan sistemas de Tchebycheff; o sea, {g¡}¡ .. 

1 es un sistema 

de Tche"ycheff en 1 a, t.> 1 si y s<'ilo si para cada conjunto de datos 

(t¡,X¡), ... ,(tn,~)con tic[a,bly ti~tj si i#j, 

existe una Cmica CQIT\binaci6n lineal f(t) = a¡ g¡ (t) + ... + 3n &n(t), 

tal que f(ti) a xi V 1 ~ i < n. 

Por ejemplo, las funciones n-1 
{1, x, x2, ... , x } forman un sis 

tema de Tchebycheff en R (Corolario). 

Ejercicio 10: {1 , x2} es un sisterr.a de Tchcbycheff en [O, 1) 

pero no lo es en [ - 1 , 1 1 . 

Ejercicio 11 : Encontrar algOn intervalo [ a,b) e R donde las fun-

cienes g¡(t) ~ t y g2(t) ~ t 2 formen un sisten1a de Tchebycheff en 

1 a,h 1 . 

Ejercicio 12: Lo!' sistemas de Tchebycheff generalizan propiedades 
n 

de los polinomios , por ejemplo la siguiente: si {g¡}i=
1 

es un sis 

teMa de Tchetycheff en [ a,b) entoncPs cualouier combinación no tri 

vial f(t) = a 1 g1 (t) + . .. • an &n(t) tiene a lo sumo n-1 ceros en 

[ a,b 1. 

Facultad de Hatemática, Astronmfa y Física. 

Universidad acional de Córdoba. 
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f(t) "' a +b et tal que f(t¡) = 1 y f(t2) " 2 

En el estudio de aproxirlación t!e funcicnes interesan aquellos . 

conjuntos {g¡(t), ... , gn(t)} de funciones definidas en un inter 

valo 1 a,b) tales que el determinante (2) sea disti~to de cero p~ 

ra cualqu ier elecci6, de t¡, ... , tn e [a,b); estos conjuntos se 
n denominan sistemas de Tchebycheff; o sea, {g¡}¡ .. 

1 es un sistema 

de Tche"ycheff en 1 a, t.> 1 si y s<'ilo si para cada conjunto de datos 

(t¡,X¡), ... ,(tn,~)con tic[a,bly ti~tj si i#j, 

existe una Cmica CQIT\binaci6n lineal f(t) = a¡ g¡ (t) + ... + 3n &n(t), 

tal que f(ti) a xi V 1 ~ i < n. 

Por ejemplo, las funciones n-1 
{1, x, x2, ... , x } forman un sis 

tema de Tchebycheff en R (Corolario). 

Ejercicio 10: {1 , x2} es un sisterr.a de Tchcbycheff en [O, 1) 

pero no lo es en [ - 1 , 1 1 . 

Ejercicio 11 : Encontrar algOn intervalo [ a,b) e R donde las fun-

cienes g¡(t) ~ t y g2(t) ~ t 2 formen un sisten1a de Tchebycheff en 

1 a,h 1 . 

Ejercicio 12: Lo!' sistemas de Tchebycheff generalizan propiedades 
n 

de los polinomios , por ejemplo la siguiente: si {g¡}i=
1 

es un sis 

teMa de Tchetycheff en [ a,b) entoncPs cualouier combinación no tri 

vial f(t) = a 1 g1 (t) + . .. • an &n(t) tiene a lo sumo n-1 ceros en 

[ a,b 1. 

Facultad de Hatemática, Astronmfa y Física. 

Universidad acional de Córdoba. 
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EL PROBLEHA nEL VAGABUNDO 

Cas il da Plqlérez 

José Pafu Martínez 

lh vagabl.D'ldo reoorre U'la cuad a, de esquina a esquina, sobre 

la Avenida Cbl6n. Inde~ndie temente de c6IOO llega a cada esquina, 

opta reoorrer otra cuadra o vol ver hacía 11trás oon igual chance. 

lha persona que observa al vagabundo se prejllmta: ¿Si pal'ti& 

d9 Col<Sn y General Paa, cuáZ ee Za chan~ de q~Ae ZZ<~gue a Colón y 

San Mal'tin, antes que a Coló-1 y ,Juj¡;y?. 

Este problene, CXJII'O veremos ense~ida, lo podell'Os encuadr/\r 

matenáticamente dentro del llaJMdo "Reoorrido aleatorio''. El mo-

delo más simple de Reoorrido Aleatorio püede describirse nediante 

el llk>vimiento de i..lla partícula oue se desplaza por etapas o pa!'os 

a lo largo de una recta. En cada paso recorre una distancia uni-

dad hacía la derecha o hada la izquierda co11 probabilidades p y 

q respectivamente siendo q " 1-p y O < p < 1 . 

Además se supone que cada paso se da en cada U'lidad de tiem-

po, es decir que el n-ésiro paso se efectúa instantárleamente en 

el tiempo n. 

El lector ya habrá ima~inado cómo e cuadrar el problema Ocn­

tro de este modelo. 

Podei!Ps pensar a l!i Avenida Cbl6n y su oontinuación Avenida 

Olllk>s COliP 1..11a recta, que denotarei!Ps con P; a las esquinas de ~ 

Ión y Gral Paz, Colón y San Pilrtin y Cblón y Jujuy corn puntos b , 


