Funciones trigonométricas generalizadas
Noemi. P. Kisbye

Abstract

Las funciones trigonométricas sen (az) y cos (az), a € R, satisfacen las
propiedades descriptas en i) —iii). Segin el trabajo de A. Kurepa, [1], si se pide
que sean continuas éstas son esencialmente las dinicas funciones que satisfacen
dicha ecuacién funcional.

El presente trabajo pretende mostrar que si no se pide continuidad, existen
otros pares de funciones (¢(z),s(z)) que las cumplen y que las de la forma
(cos (az), sen (az)) son sélo una pequefia parte de la totalidad.

Dar un tal par de funciones (¢(z), s(z)) equivale a dar un homomorfismo de
grupos de R en el circulo unitario S'. Es por eso que para entender la prueba de
la existencia de otros homomorfismos se requieren conocimientos bisicos sobre
espacios vectoriales, homomorfismos de grupos y cardinalidad de conjuntos.

Al final del trabajo se exhibe un ejemplo de un homomorfismo de R en S!
que no proviene de un par de funciones trigonométricas cldsicas. Este ejemplo
puede ser generalizado y demuestra entonces la gran cantidad de funciones que

verifican las propiedades i) - iii) y que no son de la forma (cos (az), sen (az)).

Consideremos los pares de funciones (c(2),s(z)) que satisfacen las ecua-

ciones funcionales:

(i) e(z + y) = e(z)e(y) — s(z)s(y)
(ii) s(z + y) = s(z)e(y) + s(y)e(z)

(iii) (s(2))? + (c(2))? =1

para todo z, y € R. Un ejemplo son todos los pares de funciones de la forma
eq(z) = (cos (az),sen (az)), para cada « € R. Més atin, en [1] est4 probado
que si se pide que ¢ y s sean funciones continuas, entonces esas son todas las
soluciones posibles.

El objetivo del trabajo es probar que si no se pide continuidad, hay infinidad

de pares (c(z),s(z)) que satisfacen (i), (ii) y (iii), y que los del tipo e,(z) son
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s6lo una pequefia parte de la totalidad. Antes de probar esto, recordaremos la,
definicién de grupo y de homomorfismo de grupos.
Un grupo es un par (G,-) donde G es un conjunto no vacio y (-) es una

operacién binaria en G tal que se cumplen las siguientes propiedades:

gl) Clausura: g-h € G, para todo g, h € G.

g2) Asociatividad: g (h-z) = (9-h) -z, para todo g, k, z € G.

g3) Identidad: Existe 1 € G tal que g-1=1-g = g paratodo g € G.

g4) Inverso: Para todo g € G, existe g~! € G tal que g - yriEg g =1,

Los pares (Z,+), (R, +), (R - {0}, ) son ejemplos de grupos. Si (G,)y (H,%)

son grupos, un homomorfismo de G en H es una funcién f:Gw— H tal que

f(91-92) = f(91) * fg2) para todo gy, g, € G

Identifiquemos entonces el par (c(z),s(:v)) con la funcién e : R — C dada

por
e(z) = c(z) + is(z).

Entonces (i) y (ii) son equivalentes a

e(z +y) = e(z) e(y) (1)

Luego e es un homomorfismo de (R,+) en (C,-). Si ademéds se agrega la

condicién (iii), se tiene un homomorfismo de (R,+) en (S1,-) donde S? es el
grupo multiplicativo de nimeros complejos z = z + iy tales que 22 + ge=1,

El problema se traduce entonces en hallar el conjunto H de homomorfismos

de R en S! y caracterizar el subconjunto de homomorfismos continuos H..

Recordemos brevemente algunas propiedades del grupo S!. Dado z € C, se

define el mddulo de z como
|2] = Va2 4 42 siz=ua+1y.
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Gréficamente, S! estd representado en el plano por la circunferencia de radio
1. Puesto que |zw| = |z| |w]|, ST es un grupo con la operacién de multiplicacién
y elemento neutro 1 = 1 4 7 0.

Todo elemento z € S! es de la forma z = cos a+ isen a, para algin a € R.

Usaremos entonces la notacién

e'* = cos a + isen a. (2)
De las propiedades del seno y del coseno respecto de la suma de 4ngulos, se
sigue que la funcién exp(a) = e'“ satisface (1), y por lo tanto, exp : R — S? es

un homomorfismo de grupos.

Analicemos ahora los homomorfismos de R en R. Es ficil ver que (R, +) es
un grupo y que R es un Q-espacio vectorial. Si ¢ : R — R es un homomorfismo

de grupos, entonces

p veces pivecs:
d(pz) = $z+ - +2)=d(e)+ -+ ¢(z) = pé(x) (3)
oz) = </><q§w) = q¢($z> (4)

para todo p, ¢ € N. Luego
qS(B = i () para todo a €Q.
q q q

Es decir, ¢ es un homomorfismo de Q-espacios vectoriales. Lo que probaremos
ahora es que todo homomorfismo de R en R determina un homomorfismo de

R en 51, y que dos homomorfismos distintos no pueden determinar el mismo.

Teorema 1 Sea ¢ : R — R un homomorfismo de grupos. Entonces
$=expog: R St

también es homomorfismo. Ademds, <}3 =1 siysdlosip=0.

13




Prueba:

Puesto que ¢ y exp son homomorfismos, su composicién también lo es.
Ademis, si ¢ = 1 y ¢ # 0, entonces existe » € R tal que o(r)= 2 T, para
algiin m € Z, m # 0. Ahora

T 1
¢(Zr_z = 2—7?/5(7‘):7?,
pero 7 # 2r k, para cualquier k € Z, luego @(#) # 1. La contradiccién resulta

de suponer que ¢ # 0.

Recordemos ahora la nocién de continuidad de una funcién:

Definicién 1.1 Sea f : X — Y una funcidn, y sea 9 € X. Entonces f es
continua en zo si y sélo si para toda sucesidn {zn | n € N} C X tal que

lim = z¢ se cumple que
n—oo

f(@0) = lim f(z,).
[ se dice continua si es continua en todo z € X.

Notemos que si ademds f : X — Y es un homomorfismo de grupos, entonces

para cualquier sucesién {z,, | n € N} C X se cumple que
Am f(zn) = Tm f((zn — 20) + z0) = Jim f(zn — @0) + f(z0)

para cualquier 2o € X. Dado que

lim z, = 2 si y sélo si lim z, —29=0
n—roo n—00
se sigue que
lim, f(z,)=f(zs) si y sélo si lim f(z, —z9)=0,
n—00 n—oo

es decir que f es continua en X si y sélo si f es continua en 0.

Del trabajo de A. Kurepa, [1], sabemos que todo homomorfismo continuo
de R en S es de la forma ¢(t) = exp(iat), para algin ¢ € R. Un resultado

andlogo se tiene para los homomorfismos continuos de R en R.:
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Teorema 2 51 & : R — R es un homomorfismo continuo, entonces eziste

b e R tal que ®(z) = bz, para todo z € X.

Prueba: Sea ¢ continua y sea ¢ € Q. Entonces ®(¢) = ¢ ®(1). Ademds, para
todo r € R, existe una sucesién {r,} C Q, tal que

lim 7, = r
n—00

Como @ es continua, resulta que

P(r) = lim ®(r;) = lmy 7 @(1) =09(1).

n—00

Poniendo b = ®(1), el teorema queda probado.

De este teorema y de los resultados de [1] es facil concluir que existe una
correspondencia biunivoca entre el conjunto ‘H. de homomorfismos continuos
de R en S!y el conjunto de homomorfismos continuos de R en R. Del teorema
1 solo podemos concluir que el conjunto de todos los homomorfismos de R en
R se puede incluir en el de todos los homomorfismos de R en S, aunque en
principio este tltimo conjunto podria ser mas grande.

Para darle mas rigurosidad a este comentario, introduciremos algunas no-

ciones sobre cardinalidad de conjuntos.

De manera intuitiva, el cardinal mide el tamano de un conjunto. Si un con-
junto A tiene 20 elementos, decimos que el cardinal de A es 20, y los denotamos
por |A| = 20.

Si Ay B son dos conjuntos arbitrarios, no necesariamente finitos, decimos
que |A| < |B| si existe una funcién f : A — B, inyectiva. A y B tienen el
mismo cardinal si existe f : A — B bivectiva, y |A| < |B| si existe f: A+~ B
inyectiva pero no existe ninguna f biyectiva.

Decimos que A es numerable si |A| = |N|,y que es no numerable si |N| < |A].



Ejemplos:
e Z y Q son conjuntos infinitos numerables,

e Ry P(R)={A C R} son conjuntos no numerables.

Todo espacio vectorial V' sobre un cuerpo K tiene una base, y dos bases de

V sobre K tienen el mismo cardinal. Se llama dimension de V sobre K y se

denota por dimkV al cardinal de una tal base.
Por ejemplo, dimQ(R) es no numerable, de lo contrario R serfa numerable.

Con esta nocién de cardinalidad, los resultados obtenidos hasta ahora se

resumen de la siguiente manera: sean

Hom(R,R) {f :R+— R | f homomorfismo de grupos}

Hom(R,R) = {f:Rw~— R| f homomorfismo continuo }.
Del teorema 1 concluimos que
|Hom(R, R)| < [H]|
y de los resultados de A. Kurepa y el teorema 2 obtenemos:
IR| = [Homo(R,R)| = [H.|.

Ademds, si B es una base de R sobre Q, dar un homomorfismo f e

Hom(R,R) es equivalente a dar una funcién f : B — R. Dado que [B]'="1R]:
|[Hom(R,R)| = |[{f: R~ R| f es funcién}|.

Ahora bien, para cualquier subconjunto A de R, se tiene la funcién carac-
teristica x4 : R — R, donde

(2) 1 siz€A,
) =
e 0 sizdA
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Luego, si P(X) = {A C X}, es facil ver que
PR)C{f:R~ R| f es funcién}
y entonces
|P(R)| < |Hom(R,R).

Sélo nos falta ver que |R| < |P(R)], y esto se prueba en el siguiente lema:
Lema 2.1 Sea X un conjunto arbitrario, X # (). Entonces | X| < |P(X)|.

Prueba:

Es claro que la funcién g : X — P(X), g(z) = {z} es inyectiva, y por lo
tanto | X| < |P(X)|. Supongamos por el absurdo que existe h : X — P(X)
biyectiva. Entonces, para cada A C X, existe ¢ € X tal que h(z) = A. Sean U

y V los siguientes subconjuntos de X:
U={z€ X |ze€h(z)}

V={zeX|z¢gh(z)}
Es ficil ver que UNV =0y UUV = X. Ademds debe existir v € V tal que
hin) =Y.
Siv € U, por definicién de U, v € h(v) = V, lo cual es imposible, y siv € V,
por definicién de V, v € V| que también es un absurdo. Luego el elemento v
no puede existir.

Concluimos finalmente que
|H| > |Hom(R,R)| > |P(R)| > |R| = |H,]|

Es decir que la gran mayorfa de los homomorfismos de R en 5! no son de la

forma ¢(z) = €%* sino m4s raros.

Culminamos este trabajo dando un ejemplo de un morfismo de R en S que

no proviene de un endomorfismo de R.:
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Consideremos a R como Q-espacio vectorial, y sea 8 = {z, | @ € I} una
base de R, podemos suponer que 1 € 3. Esto significa que si z € R, z se escribe

de manera tnica de la forma
rT=q+qaT1t+qzs+t -+ qu2zn

para ciertos q, 91,92, ,qn € Q7 YZT1,Z2,2n € ﬁ
Luego, si f es un morfismo de R en R,

f(z) = 1(9) flnz1) f(g222) -+ f(gn Tn).

Para un tal z definimos
f(z) = f(q)

es decir que f(z) = 1si 2 “no tiene parte racional”. Puesto que f es homomor-

fismo,

(H=0G) «bez,

1
luego basta definir a f en las fracciones del tipo —. En realidad bastard con

b

; . . 1 ; :
definir f en las fracciones del tipo —, con p un ndimero primo. Para ver que

esto puede dar una buena definicién de f, veremos primero el siguiente lema:

Lema 2.2 Sea p un nimero primo, y sean S y T los siguientes subconjuntos

de Q:
a
5 = {FIGEZ, m > 0}

i

{IIT,SEZ, p no divide a s}.
s
Entonces SNT=ZyQ=5+T.

a #
Prueba: Si — = -, entonces as = rp™. Luego p™/a y s/r, o lo que es lo
ik S

i 7
mlsmo,%EZy~€Z.
P S
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Que Q = S + T, significa que todo racional ¢ = % se puede escribir de la
formag=s+1t,s€ SyteT. Sea p™ la mayor potencia de p que divide a b.
Entonces b = k p™, (k,p) = (k,p™) = 1. Luego existen enteros u y v tales que

1=uk+vp™.

Multiplicando ambos miembros por ¢ = § obtenemos

au av au av
(IZF'F—];— FES,TET.

Fijemos entonces un nimero primo p, y consideremos {a, | n > 0} una

sucesién de ntimeros enteros tales que 0 < a,, < p, y definimos

1 - Qo + arp - Qp-1 Pm_l e ¢ pi
f(=;) = exp(2m = o= H exp(2ma;—).
p 2 1=0 p

i
yElLg= o T 3

a G

o) = f(=) = (f( :

pnl ( P'ln ))

No es dificil comprobar que, si

a T aq T
ok

pm 8 - p

S1
entonces s = s; y k = m. De aqui también se deduce que p™ divide a (a — ay).
Luego,sit € Z

a1+ (¢ — aq)

an

i exp(27rta—1).

pm

& a €
exp(ZWt]F) = exp(2mt

Resumiendo, para definir f elegimos un nimero primo p y una sucesién de
enteros {a, | n > 0} tales que 0 < a,, < p. Entonces, siguiendo con la misma

notacién de antes, si z € R,
T=q+qarit et o+ qrn Y
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a r
=" =
p 8
definimos :
£a) = 1(0) = £) = (F=)"

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que efectivamente f resulta
un homomorfismo y que f no es de la forma exp o¢, para ningiin homomorfismo

¢ : R — R, a menos que exista un M > 0 tal que a, = 0 para todon > M.
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