Nueva Definicién del Producto Vectorial

Por el Prof. Ing. Luis de Greiff Bravo.

El objeto de esta nota es hacer ver la ventaja que traeria el
reemplazar la definicién ordinaria de producto vectorial, por la
siguiente :

> > >
i J k
—_
(1) VIAV2 = X1 Y1 Zl ’
X, Y. Z,
donde se tiene,
> —-> —> >
(2) V, =iX, +jY, + kZ,,

> - > —>-
V. =iX, 4 jY, + kZ,,
como expresién de los vectores en una terna rectangular y directa.
-
Si el vector producto se designa por P, se tendra al desarro-
llar el determinante:
> o> - >
(3) P =iP, + jP, + kP, ,
con los siguientes valores para las componentes*
Px = le2 -_ ZIY2 ’
(4) Py =ZIX2—'XIZ2 ’
Pz = X1Y2 -_— Y1X2 .
Veamos las consecuencias de la definicién dada en 1):

i) Se tiene.

> > > >
(5) V1AV2 = V2AV1 9 )
puesto que el intercambio de dos filas cambia el signo del deter-
minante.

ii) El producto vectorial de dos vectores equipolentes es nu-
lo, pues en este caso las horizontales segunda y tercera del deter-
minante (1) quedan iguales. En simbolos:

- > '
(6) V1AV1 = 0 .
ili) El producto vectorial de dos vectores cuyos soportes sean
paralelos es nulo, puesto que segin la hipétesis es,
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> >

(7) V2 = mV1

de donde resulta que la tercera linea horizontal del determinante
tiene sus elementos proporcionales a los homélogos en la segunda
fila, y tal determinante es nulo.

iv) Se multiplica un escalar por un producto vectorial, mul-
tiplicando uno cualquiera de los dos factores por dicho escalar.

En efecto, se tiene:

> > > - —> —
(8) i i k 1 j k
> > _ > -
m(VlAV2) =1m Xl Y] Zl - le mYl mzl = mVlf\V-_»
X2 Y2 Z2 X2 Y2 Z2

Luego. . .,

v) De acuerdo con la definicién, y segtin (ii), se tiene:

> > > > >
(9) iAi=jAj=kAak=0
vi) Son consecuencia de la definicién las relaciones siguientes,
- > > A > > =
t10) 1A=k, JAk=l, kAl:].

- -
En efecto, las componentes de i son (1,0,0); las de j son

(0,1,0) . Al reemplazar tales componentes en el determinante (1),
se obtiene:

—y

[ R

> >
1

+
A= =k, etec.

S

—>

k
0
0

.+
vii) El vector producto P es normal al plano determinado por

— >
V] y Vz.

Digamos, antes de efectuar la demostracién, gue la defini-
cién (1) no hace referencia a la posicién absoluta de los vectores.

En otras palabras: el producto vectorial se define para vectores
equipolentes.

Para demostrar la proposicién enunciada al comienzo de este
ordinal, basta multiplicar escalarmente los dos lados de la rela-

>
cién (3) por V,. Se obtiene,

- >
12) P.V,= (X,Y.Z, —X,Y,Z,) + Y:Z,X;— .. .) 4+ ...=0.
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De manera analoga se comprueba la igualdad:

' >t
(13) P.V,=0.
Se concluye que P es normal al plano determinado por %l y _{7}2

3 + + 2’
En lo que sigue supondremos que los vectores V, y V. estan
aplicados al origen de coordenadas.

. - >
Moédulo de P. - Calcularemos en seguida el médulo de P que
designaremos por P.

Se tiene, segin (8):

-> >
(14) P.P=P:= (Y1Z:—Z,Y.)* + (Z:X: — X,Z,)*

+ (X,Y: — Y, X,)2
Ahora bien, se observa que cada paréntes:s contiene el area
de los paralelogramos que son proyeccién del para.elogramo cons-

) > >
truido con V, y V,.

Designando por S el area de este paralelogramo, viene a te-
nerse:

2= (S cos a)2+ (S cos b)2+4 (S cos ¢)z,
en consecuencia,

P2 = S2(cos*a 4 cos?b -+ cos?c),
de donde,

P—S|.

Propiedad distributiva. - Segin la definicion, se tiene:

> > —>
1 ) k
—»> > >
ViA(Vs 4+ Vi) = X, Y, Z —

Xo+Xs Yo+ Yy Zo+ Zs

-~ > > . -> > >
i j k i i k
X, Y, 7 + X, Y, Z
X2 Y2 Zg Xs YS ZS
lo que demuestra la igualdad:
> > > > > >
(16) Via(Ve + V3) = VAV, + V1AV,
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Vamos a demostrar ahora, basandonos en la tltima relacién,

e
la proposicién siguiente: dados dos vectores V,, V, que supone-
mos aplicado a un punto A, (Figura 1), se traza en el plano que

> . >
determinan los dos vectores, la normal a—a’' a V, ysies V'

+ .
el vector que resulta al proyectar V, segiin a—a’, se tiene:

> > —> >
(]7) V1AV2 — VlAV'z .
En efecto, atendiendo a la Figura, puede escribirse:

> > >
Vo=V 4 Vi,
de donde,

Ahora bien,

> > —

ViAV; =0,
por tratarse de dos vectores cuyos soportes son paralelos, luego
queda demostrada la relacién (17).

Orientacion del vector producto. - Para determinar, en la ter-
na de ejes directos, la orientacién o sentido que corresponde al
vector P, segtin la definicion dada en (1), bastari disponer los

> o> .
factores V,, V';, segin los ejes de x e y respectivamente. Se
tendra entonces,

> ->
Vi= (X4,0,0), V2= (0,Y,0),
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con lo que al sustituir en (1), resulta:
> >
P = kX,Y,

. . -+ .
y puesto que X,Y, son positivos, se concluye que P sigue la
orientacién positiva del eje z.

La definicién de producto vectorial dada por la relacion (1),
es susceptible de generalizacién al espacio afin n-dimensional R..
Bastara escribir:

-> -> -
€ €s °e €5
[
P= X1, X1, -0 X1y

. - . . . . e e .

Xln—l in_l e o Xnn—_l

> > - L . '
donde ej,e.,...,e, son los vectores unitarios correspondientes.
Si los vectores que forman las filas segunda, ...,n-ésima son

. - ) : +
linealmente dependientes, el vector P seri nulo.

La definicién contenida en la relacién (1) supone una terna
cartesiana. Queda por investigar en qué forma deberia modifi-
carse la definicién si se tratare de una terna rectilinea cualesquie-

ra, labor que sugiero emprender a algiin estudioso del Calculo
Vectorial.

Oh pueblos nuestros! Oh pueblos nuestros! Juntaos en la esperanza y
en el trabajo y en la paz. No busquéis las tinieblas, no persigdis el caos y
no reguéis con sangre vuestra tierra feraz.

Rubén Dario
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