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El objeto de este articulo es mostrar como, a partir del concepto de nimero real,
podemos tender las bases de la geometria euclidea plana.

Comenzaremos entonces aceptando sin demostraciéon las propiedades basicas de
los nimeros reales, y a partir de ellas demostraremos los axiomas de la geometria
euclidea plana.

Es importante hacer notar que la palabra axioma no significa verdad indemostra-
ble, sino punto de partida. En nuestro caso entonces, los axiomas seran los nimeros
reales; los teoremas que de ellos se desprenden seran los que conocemos como axio-
mas de las geometria euclidea plana.

En esta forma toda la geometria euclidea plana estaria fundamentada en el con-
cepto de nimero real.

El conjunto de los nimeros reales (R) es un cuerpo ordenado y completo. Con
esto se quiere decir que tiene dos leyes de composicion interna que hacen de él un
cuerpo, que posee una relacion de orden total y por ultimo que es completo, es de-
cir, gue todo subconjunto de ® no vacio y acotado superiormente, tiene un extremo
superior o sup. Este cuerpo ordenado y completo constituira para nosotros el punto
de partida.

El Conjunto ®% = [(x,y); x ER; y € R || tal que (x,y) = (x’,y’) sii x =x’
y = y’ puede dotarse de una estructura de espacio vectorial sobre ® y dicha estruc-
tura es una consecuencia de las propiedades de & .

En este conjunto R? puede introducirse ademas el concepto de norma que es una
especie de generalizacion del concepto de valor absoluto conocido en los nimeros
reales

Y : X si x =0 S
El lector recordara que Ix| = . es la definicion de valor abso-
-xsix <O
luto; fécilmente se puede ver que coincide conesta: Ix| = /x?
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Definimos norma de un vector P = (x,y) € & como Pl = /x> + y?

La norma posee cuatro propiedades fundamentales a saber:

1. Ipll = o siysolosi P = 0

2. lpll = I-pPl

3. P, + P, I < P I+ IP, Il , desigualdad triangular
4. laPl = lallPl a € & , P € &

Estas propiedades son una consecuencia de las propiedades de los nimeros reales.
(El lector puede tratar de verificarlas). Haciendo uso de la definicion de norma de
un vector se introduce el concepto de distancia entre dos vectores de R? asi:
d(P,,P,) = IP, =P, conP,,P, en®?; la distancia cumple las propiedades
siguientes:

1. d{P;,P;) = © siiysolosi P, = Py Py, P, en R?
2. d(P,,P,) = d(P,,P,); P,,P, en &
3. d(P,,P,) < d(P,,P;) +d(P;,P,) paratodoP, en ] .

Estas propiedades son consecuencia inmediata de la definicion de norma de un
vector y seran importantes para lo que nos proponemos. El conjunto ®? con la es-
tructura de espacio vectorial sobre & y con la distancia definida en él constituira
nuestro ‘‘espacio’’ geométrico.

A continuacion enunciaremos los axiomas de la geometria euclidea plana que nos
hemos propuesto demostrar en base a las propiedades de los niUmeros reales y las
propiedades de ®* antes mencionadas.

Los axiomas de la geometria euclidea plana se dividen en cinco grupos asi:

I. Axiomas de Incidencia:

A—1. Por dos puntos del plano pasa una linea recta y s6lo una.
A—2. Una linea recta contiene al menos dos puntos.
A—3. Existen al menos tres puntos del plano que no se hallan sobre una recta.

il Axiomas de Orden:

A—4. De cada tres puntos que se hallan en una linea recta hay uno que se
encuentra entre los otros dos.

A—5. Si A, B son puntos de una linea recta, existe al menos un punto C sobre
la recta tal que B se halla entre Ay C.

A—6. Una linea recta divide el plano en dos semiplanos. (Es decir en dos sub-
conjuntos del plano cuyos puntos no estan en la recta; ademas no tienen puntos co-
munes y se caracterizan porque, dados dos puntos de uno de ellos, el segmento que
los une esta contenido en dicho semiplano, y, dados dos puntos pertenecientes a
a semiplanos distintos, el segmento que los une debe cortar la recta).
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ill. Axiomas de Movimiento:

A—7. Un movimiento transforma recta en rectas.

A—8. Dos movimientos efectuados sucesivamente son equivalentes a un solo
movimiento.

A-9. Sean P,, P, dos puntos del plano: |, |, dos semirectas que partende
P,. P, respectivamente, y S,, S, dos semiplanos limitados por las rectas L, L, ob-

tenidas por prolongacion de I, |, respectivamente. Existe un Gnico movimiento
que lleva P, sobre P,, |, sobre I, y S, sobre Sy

iV. Axiomas de Continuidad:

A—10. SeanP,, P,, ... P, - ..puntos de una linea recta de modo que P, es-
td a la derechade P, ; parak = 2, 3 ...y todos a la izquierda de un punto A so-
bre la recta; existe un punto B de la recta a la derecha de todos los P, tal que, para
cualquier punto C de la recta que esté a la izquierda de B, existe un P que esta a
la derecha de C.

V. Axioma del Paralelismo:

A—11. Un punto exterior a una recta pertenece a una Unica paralela a dicha
recta.

Es necesario, antes de intentar cualquier demostracion, definir claramente, en
términos de los nimeros reales, que son nuestros axiomas, los conceptos de: plano,
punto, recta, segmento, estar en, estar entre dos puntos, estar a la derecha de, estar
a la izquierda de, semiplano, semirecta, movimiento, llevar sobre, paralelismo . . .
etc.

Quizés la posibilidad de demostrar los once axiomas anteriores radique en el he-
cho de que, a partir de las propiedades de & y ®* , podamos definir los conceptos
antes mencionados.

Vamos a entender como ‘‘plano’ el conjunto ®? con las propiedades que hemos
sefialado. Como puntos del plano, los elementos de R®?.

Nos ocuparemos ahora de definir //nea recta. El lector recordara que un subespa-
cio vectorial de ®* de dimensiéon uno se define como el conjuntoV = [ P € ]?;
P=tv;tE R | donde v es un vector de ®&* diferente del vector 0. Definimos
linea recta asi:

Sea V un subespacio de & de dimension uno y sea P, un vector de &*; defini-
mos linea recta que pasa por P, y tiene como subespacio asociado a V al conjunto

L =V+P,estoes: L = [P E &P = Py AT ER [

La linea recta es pues para nosotros un subconjunto de ®?* determinado por una
ecuacion vectorial.

65




Definimos ahora paralelismo entre vectores.

Sean P,, P, vectores de ®?; decimos que P, es paralelo a P, siexiste un real no
nuloatalqueP = a.P,. Esdenotarque i s [[PG &P =P, +tv;tER]
=[|PERP=P, + tv’; t € R || cuando vy v son paralelos y no nulos.

La ecuacion vectorial que nos sirvié para definir la linea recta, la podemos cam-
biar por dos ecuaciones entre nimeros reales asf:

Sea v = (a,b) un vectorde ®&* no nulo.

SeaP, = (x,,¥Yo) € &*. El vector v genera el subespacio V de dimension 1
que esté asociado a la recta que pasa por P,; entonces L = [ (xy) € ®R?;
(xy) = (xqyo) t(ta,th); t€E R]. L=[(xy) ER?*; x =x, +ta; y=y, +

b ;. 1t EMR P

Todo vector de &% que esté en la recta debe cumplir para algin t las ecuaciones:
X—Xg, = ta (1)

Multiplicando ambos miembros de (1) y de (2) por b y a respectivamente, e igua-
lando se tiene que:

b(x —xgo) = aly —y,) : (3)

o sea para todo vector P = (x,y) de L sus coordenadas deben cumplir la ecuaciéon

(3).

Si a ¥ 0 entonces (3) la escribimos asi:

b ay, — bx
a a

Al nimero b/a se le llama pendiente de la recta.

Reciprocamente si (x,,y,) € &? es tal que

b ay, — bx
Y1 = —x, + — 0
a a
X, = X, + ta X, — X
entonces (x, ,y,) € L, puesto que{ . . para t = el
Vab = Yoi LB 2

La ecuacion (3) se llama la ecuacion cartesiana de la linea recta.
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Otra observacion importante:

Seal = [PER*;P=P +twcontER|v#0
SiP, ELentonces L=|PER; P=P, +tr; tER] =

en efecto:

si P € L,P=P,+ toparaalgn t € & como P, € L entoncesP, = P, + t,v
paraalgint, € & ,oseaP, = P, + (-t,)v. Luego P = P, +(—t,)v+tv, 0 sea
P = P, +({t—1t,)v. AsiqueP esunelemento de H. El reciproco es analogo.

Vamos ahora a definir el concepto de movimiento, que juega un papel importan-
te dentro de la geometria.

El lector recordaréd que una transformacion lineal de & en &2 es una funcién
T: @ > & tal que T(aP; +pP,) = aT(P,) +BT(P,)conP , P, en &’ y a, §
en & ; y una traslacion de 6{2 en (Rz es una funcnon Tyt ﬁz «?; T (A) = A+P
con A € @2 ,P € ®*. Ahora, una transformacion Imeal T, de 6{2 en 6{2 se dice
que es una isometriasi IP, —P, Il = IT(P,)-T(P,)lpara todo P, ,P, en ®°.
Consideremos el conjunto de todas las transformaciones lineales de &% en ®?
que son isometrias y aplicaciones biunivocas, las cuales tienen una de las represen-

taciones matriciales siguientes:
Cosf@ —Send Cos 0 Sen 0
A= o B =
Sen 0 Cos 0 Senf —Cos0
talque Al = AT
B-l — BT
Las traslaciones son funciones biunivocas como el lector puede comprobarlo.

Entenderemos por movimiento la composicion de una traslacion y una aplica-
cacion lineal biunivoca que sea isometria, asi:

T T

T, T seréd entonces lo que entenderemos por movimiento.

T oT(P) = T, (T(P)) = T(P)+ k dondeP € ®?, K € & ; notaremos la
funcion T, T como Hi :
k

Es importante notar que H;_ = T, cuando | representa la aplicacion lineal idén-
. .
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ticay HY = T cuando T, es la aplicacion idéntica de ®* en R.
o
3 , 8 TR e g =
Como Ty T, son biunivocas entonces ol = H.rk es también una aplicacion

5 > 2
biunivocade ®2% en R.

Pasaremos ahora a dar las pruebas de los once axiomas. Los conceptos que vaya-
mos a necesitar en cada prueba, los definiremos con anticipacion.

A—1 dice: Sean P, P, dos vectores de ®?2; entonces existe una Unica linea
recta L tal queP, , P, pertenecen 1 | e S ).

Existencia: SeaL = [P €R*;P = P, + t.(P,—P,);t ER].

EsclaroqueP; € L vy P € L para verlo, basta tomar t = oyt = 1, respec-
tivamente. _ _

Unicidad: Sea L* = [P € W P = P +1pit € R] v+ 0, otra linea recta
que contiene a P1 y P, , .

Veamos que L L...En efecto Como P;. P2 (P # P ) pertenecen a L’
entonces P, — P, = (t2 1) vy t2 t, # 0,0 sea que v es paraleloa Rar=Ea
luego L' = [[Pea2 = {1 +t(P2—P)tem]

Hab{amos visto atras que si P, € L’ entonces,
= [PER; P=P.+t(P,—P )it E Q]
Luego L = L'

A—2dice: SeaL = [P € R%;P =P, +tw; t ER], v # 0, una linea rec-
ta; entonces L contiene al menos dos puntos (en realidad infinitos).

En efecto: Po y Pg + v son dos vectores que pertenecen al.

A—-3 dice: Exusten aI menos tres puntos del plano que no se hallan sobre una
recta.

En efecto: Sean P, = (o,1) , P, = (1,0 , P; = (1,1)

Si existiera algunarectaL= [P € R*;P=P,+tv, t €ER | v # 0,con P,
P,, P; en L, podriamos escribir L asi:

= |PER?* P =P, +1P,—P,); t €ER]

como P; € L, entonces P, = P, +t, (P, —P,) paraalgin t, luego (1,1) = (o,1)
+t,(—1,1;0sea 1 = —-t, y1 =1t +10seat, ==1yt;, =o; imposible.

Definiremos ahora el concepto “estar entre'’
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SeanP,, P,, P, tres puntos de una linea recta L. (Ver figura 1). Decimos que P,
esta entre P, y P; oPyy P,

P, = tP;+ (1—1) P, paraalgin o< t < 1

FIGURA-I

A—4 dice: Sean P, . P,, P5 tres puntos distintos de una linea recta L; entonces
alguno de ellos estara entre los otros dos. En efecto -

L=[P€RP=P, +alp, -—P) aEﬁ]]puestoqueson P1: P, de L.
ComoP, € L, entonces !

P> = P} twalP;—P) para al‘g.;l]n a € ﬁ;

P e )P . - Lty
Comol‘Pl', Pé, R §oh‘ijistintos‘,‘supongamo's qué o' o R A
Se presentan tres pd'éibilidades;
1.0 < a< 1 enestecasoP, estaraentreP, y P,

2. a > 1 entonces de (5) sacamos que:

1 1 . 1 ' :
P; = = P, +(d ._E) P, ,ycomo o <.?< 1 tenemos que P, esté en-
treP; y P,

3.Sia<o entonces de (5)
(@ —a)P; = P, + (—a)Py,

O sea
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(—a)
entonces o < t< 1 yl-t= i ; luego P, estara

Sikgge i
entreP, y Py .

Una de las tres posibilidades tiene entonces que darse.

A-5 dice: Sean P, P, dos puntos distintos de una recta L. Existe al menos un
punto P, de la recta tal que P, estaentre P, y P5. En efecto:

L=[PER;P="P +alP,—P)), a€ER]
L=|PER,P=aP,+(1-a)P,,a€ el
Para a > 1 porejemplo a = 2, tenemos:

P, = 2P, +(1-2)P; = 2P, + (=1)P,;

entonces ¢
= 1
P.‘,—7P3-i---2—P1 , ‘Osea
==l 1 e
P2——2-P3+(1——2-)P1 y o 7 ¢

luego P, estaraentre P, y P; como queriamos.

A-6 Una linea recta L divide el plano en dos semiplanos. Tenemos entonces
que caracterizar los semiplanos y ver que cumplen las condiciones mencionadas en
el “axioma’. Sea v = (a,b) € & no nulo, esto es, a y b no son ceros simultanea-
mente; no perdemos generalidad si suponemos a # o.

SeaP, = (x,,y,)y seaL=|[P € ®R*; P =P,+tv; t € ]&; y habiamos
visto que

L=[(x,y) ER;y=mx+d]

b ay.—bx
donde m = = . d = —o—a—o' {enelcasoenque a # o).

Si a = o entonces b # o y la ecuacion cartesiana de la recta L seria x = x, 0
sea L = [(x,y) € ®2; x = x|

Usaremos el caso a ¥ o por ser “‘mas’’ general.

Definimos los semiplanos determinados por L en la siguiente forma (ver figura
No. 2).
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FIGURA 2
E, = [ xy) ERY; v> mx+d]
E, = [(xy) ER; y<mx+d]
Dado un punto (x,y) € ®” arbitrario, si y # mx +d, entonces segin la pro-
piedad de la tricotomia de los nimeros reales se tiene : y > mx+doy < mx+d
esto es, si (x,y) esun puntode ®% que no estd en L entonces (x YIRERETHO
(x,y) € E,. Esto demuestra qbe L divide el plano en dos semiplanos.
Definimos segmento entre dos puntos Py, Poi asf:
Seg (P,,P,) = [PER*; P=1tP, +(1-t)P,;0<t< 1]
Veamos ahora que si P, P, pertenecen al semiplano E, (0o E,) entonces
Seg (P;,P,) C E;* (o E,)

Py = eyl €5E4 y, > mx, +d

Sean Entonces:
P o= DAY €SB Y, > mx, +d

Sea P € seg (P,,P,), o sea P = tP; + (1 — t)P, para algin t € K, tal que
@ L

=k = o, oty ) LT -, (1 — 1)y, ]
= alitadet (01 =8, oty (T —tly, ]

X =Lt ixs
O sea

y = ty; +(1 -1y,
Veamosque P € E; osea y > mx +d
En efecto: la desigualdad

ty, + (1 -ty, > m[tx; +(1 -t)x,]+d,
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es equivalente a
ty, +(1—ty, > mtx; + m(1 —thx, + {1 —tid + td ,

que es cierta puesto que ty, > tmx,; +td,yaquet > o,y (1 —ty, > (1-t)mx,
+(1—t)d,yaque(1—t) > o. Osea P €E E, .

Un subconjunto de ®* con la propiedad anterior de E, se llama convexo. Anélo-
gamente podemos demostrar que E, es convexo.

SeaP;, = (x,;,v,) € E; y P, = (x,,y,) € E,.
Veamos que el seg (P,,P,) N L # ¢

Hallemos un P de seg(P,,P,) N L (si ese punto existe, el segmento corta la rec-
ta).

P=1tP, +(1-1tP, paraalgin o < t < 1

o sea
P = Axyli= (tx,, ty )b [ —thx 0 (1 1)y, (3)
ademas
y = mx+d (4)
x =

g U0 —t)x,
Yy =ity il —t)y,
Encontramos que las ecuaciones (3) y (4) se cumplen para

y, —(mx, + d)
t = , Yy estalque o < t < 1
ly, —mx,) — {y, — mx,)

puesto que:
y, > mx; +d gyl =IPREE, vy
ya que
Y, < mx, +d (x,.¥2) = P, € E,

A-7 dicequesiL=V +P,conV=[P € R*;P=tv, t ERJyv#0(V sub-
espacio vectorial de &% de dimension uno) entonces H:Ir- (L) = L' es otra linea
K

recta . En efecto:

Sea L = V + P, una linea recta que pasa por P, y tiene como subespacio aso-
ciado a V.
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Sea HI_k un movimiento (aplicacion biunivoca de ]2 en 62 ). entonces
HR(V TP) = T, TIVHP,) = T, (T(V +P,))

= T (T(V)+ T(P,)) = T(V) +T(P,) +K .

Como T es una aplicacion lineal biunivoca, entonces T(V) es un subespacio vec-
torial de dimension uno ya que V lo es;siv # 0 genera a V, entonces T(v) # Oy
y genera a T(V). Luego

H}k(u =L =[PERP=TP)+K+t.Tw); t € ],

qQue es una linea recta que pasa por el punto T(P,) + K .

A—8 dice que 2 movimientos ejecutados sucesivamente equivalen a un solo mo-
vimiento. Esto lo interpretamos asi:

La composicion (en el sentido de composicion de funciones) de dos movimientos
es equivalente a un solo movimiento. En efecto:

T T e
Sean H_' , H_? dos movimientos :
L i

entonces

B T v i
HT; o HT:(X) HT: (T,(X) +P) = T, (T,(X)+P)+ K

TloT2

= T,0T,(X)+T,(P)+K = H (X)

T (P +k

donde T, , T, son aplicaciones lineales de ®* en ®&? biunivocas e isometrias.

. T T T,0T
Tp y T, son traslaciones ; entonces H_ 1o H .2 = H_1 2
Tk To Tr (P +k

Notese que T, oT, es obviamente lineal biunivoca e isometria ya que T, T,lo
sony T. es una traslacion.
14 T4(P)+k

A—9 Establecemos ahora lo que vamos a entender por semirecta que parte de un
punto. Llamamos una semirecta que parte de P, a cualquiera de los siguientes dos
conjuntos

=[P € K, P = Pyt tvi;t o]
=[PERP=P,+tv;t< o]

vER? yv#0.
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Ambos conjuntos son subconjuntos de la recta
L=[]P682;P=Po+w;te(ﬂll

Notemos que si en |, tomamos v’ = —v entonces podemos escribir
I, = [PER;P =P, +1t'V ;t' = o]

es decir el nimero real t lo podemos tomar mayor O igual 2 o cuando gueremos ca-
racterizar las semirectas. El lector podra verificar que las semirectas son convexas.

Sean

= _[ip- € P

=[PER:;P=P,+1tr, ;t

h

P,+to, ;t=o]
= o]

I,
dos semirectas que parten de P, y P, respectivamente.
Sean
v, = la;,by) ; Py = (x5,y;)
v, = (3,,b,) ; Py = (x3,Y))
talesque v, # 0 # v, y v, Il = llo,l

I, esté contenida en una recta L, que determina dos semiplanos; sea uno de ellos
E
25

Anélogamente |, estd contenida en una recta L,; sea E, uno de los semiplanos
determinados por ella.

Vamos a demostrar que existe un Gnico movimiento que aplica P, en P,, |, en
ILyE,enE,.
Dicho movimiento, segin habiamos definido anteriormente, debe ser de la for-
T 5 A o 5 , <0 -
ma HTk con T lineal biunivoca e isometria y T, una traslacion. Primero notamos
T
que HTk(Pl) = P, (eso es lo que queremos); o sea T(P,) +k = P,; o sea

k =P, —T(P;) luego T, = T
cion lineal T.

(P (Py))’ Esta entonces por determinar la aplica-

Habiamos dicho anteriormente que las Gnicas aplicaciones lineales de &% en
®?, biunivocas e isométricas son las que tienen una de las representaciones matri-
ciales:

Cos@ - Send : -/ Cos 0 Sen 0
A = o B. =
Sen 0 Cos 0 Senf — Cos 0
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o sea que T debe tener como matriz asociada una de las dos anteriores.
Supongamos que T tiene como matriz asociada la matriz A; llamemos T = 1A

Un simple calculo nos muestra que para

a,a, + b.b a,b, —a,b
Cos O = 15 ;2 y Sen0=—————122+§1
a1+b1 a) b1

Talvy) = v, | entonces:

Sea PE€1,, 0seaP = P, +tv, paraalgn t > o

X :
entonces H_A (P) = T,(P)+ P, —T_(P,)
o, TA(Py) A 2 alty

= (P Ph )P = TalPyt+tv, —P,) + P,
=t T o) =P, = Pohetay,
que es un elemento de |, .
T
Hasta ahora HTA transforma P, en P, y |, en I,. En el caso en que
Py-Ta (P)
22U

T tenga como matriz asociada la matriz B, llamamos T = Tg v en este caso
Tg(v,) = v, paralos valores

a,a, —b,b b,a, + a;b
152 L2
Cosf = 712 Senl = 1—i_;2_2_
aj 3 a] + b
. s
Y analogamente H_ transformaP, enP, y |, enl, .
P2-Tg(Py)

Segln lo anterior es facil ver que entonces

T g T ; .
HTA 6 HTB transforman L, en L,; ahora bien, se puede
Pa-Ta(Py) Pa-Tg(Py)
TA . 5
demostrar que H (E;) es alguno de los dos semiplanos determinados por
P,y-Tr(P;)
2-'glF1
L,, pues el movimiento es aplicacion biunivoca. Si es E,, hemos terminado y el mo-
T
vimiento que deciamos que existe es HTA . Si no es asi, afirmamos que
Py-Ta(P,)
2-'alf
e Tz, :
el movimiento sera HT . En efecto:
PorTip(By))

Sea (x,y) = P un elemento de un semiplano de L,. Demostraremos que si
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T . . i ,
e (P) esta en un semiplano L, , entonces H = (P) estara en el 0-
T T
Py-Ta(Py) Py-Tg(Py)

tro semiplanode L, Yy reciprocamente.

Los semiplanos determinados por L, son:

b, a — b, x
E,; = [{xy) € R?; y >;— x + _2!2_3__2__2.]] , tomando a, # o
2 2
b a,y, — byx,
Ezzzﬂ.(X,Y)e6{2;Y<—2-X+ 228 ]],tomandoa2=/=o
a, 2

(El caso en que a, = o implicab # oy lo dejamos para el lector, por ser mas
q 2 i

sencillo).

-
Si HTA (P) € E,, entonces To(P—P)) +P,EE,; yun célculo tedioso
Po-Ta(Py)
nos dice que esto es equivalente a

a5 b,
az (V—Yl) > a2 (x_xl)r

] T
y esto a su vez es equivalente a que H g (P) € E,,
TP,-Tg(Py)

Un procedimiento analogo mostrara que

T
H (P)EE;,
pz'TA(Pl)

es equivalente a que

s

H :
TPy Tg(Py)

(P) € E,,

como queriamos probar.

Veamos ahora que el movimiento es Gnico. En efecto, si existe un

s ¥
HTP -S(Py) HTP T(P
2-S(Py 2-T(Py)

(cuan.do Ll 0.1 = T dseganzel caso), entonces, al aplicar las funciones
anteriores al vector 0, concluimos que coinciden en P,, o sea T(P;) = S(P,), esto
es:

TPZ-T(PI) = TPZ-S(PI) =R

entonces
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HoperS: = TpoT

Multiplicando por la inversa de T, que es T ;, a ambos lados de la igualdad,
encontramos que S = T

Luego H¥ es Unico.
Py-T(Py)

A—10. Definiremos ahora lo que vamos a entender por “estar a la derecha de”’
Sea L = [PER;P=P,+tv; tER] v#0

Supongamos que ¥ = (a,b) #* 0 estalque a # o

Sean P, = (x;,y;), P, = (x,,y,) dos puntos de L. Decimos que P, estd a la

derecha de P, sii x, > x, .
Sia = odecimos gue P, estdaladerechadeP, sii y, > vy, .
Antes de demostrar el axioma probaremos unos lemas preliminares:
Lema 1. SeanP,, P,, ....P,, puntos de unarecta
L=fPe’;P=P,+tv; tER] v=(ab) con a # o
tales que P,, , esta a la derecha de P, para todo J; P, = (x,y,) para todo J.
Siy; <y, entoncesy, < vy,,, paratodoK.

En efecto:
Si existiera un J tal que y; = vy, ., , podriamos escribir:
L=[PeR;P="P +tlP,,—P);tER].
Como P, € L tenemos que:
Py = (x3,¥5) = (xy,yy) F X, 0= %5, v50— V)
o sea
(Xp—%3 ,¥2—Y1) = WXy 1 =%, Vyea—Ys).
Ahora t # o pues x, > X;

Si t > o, entonces

o < yz_.y‘l = t(YJ+1—yJ) < o " impOSible.
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Si t < o, entonces

0 < x,—x; = tlx;,;—x;) < o, imposible.
Luego debemos concluir que y, < Y« .1 Paratodo K.
Lema 2. Si y, > y, entonces y, > vy, , paratodoJ.
Su demostracion es analoga a la anterior.

Lema 3. Siy, = y, entoncesy,. = y,,, para todo K y entonces y, = y,
para todo J, K. La demostracion es analoga a las anteriores.

Advertencia: En las demostraciones anteriores hemos usado en la hipotesis los
elementos y,, y, que son las segundas coordenadas de los puntos P, , P, respectiva-

mente. Hubieramos podido hacer lo mismo si escogemos v,,y;,,; de los puntos
P, , P,,, respectivamente.

iz
Ahora demostraremos el axioma.
SeaL=[PER;P=P,+tr;tER| v = (c;,c,) , v#0,
supongamos que ¢, # o (el caso ¢, = o es més sencillo y lo dejamos al lector).

Sean P,,P,,... P, ... puntosde L tales que P, , estd a la derecha de P, para
todo J. :

Llamamos P, = (x,,y,) para todo J.

Sea A = (a;,a,) € L, tal que A estd a la derecha de P, para todo J. O sea
a, > x, para todo J, o sea a, escota superior de x,, x,, ... X, ...Segin la com-

pletez dfe los nimeros reales, existe un b, tal que b, es el extremo superior de di-
cho conjunto.

Se presentan tres casos:

1.y, <y,, segin el Lema 1 tendremos que y, < a, para todo J. Esto es, el

conjunto y,, y,,...Y, ...estd acotado superiormente y entonces tiene un sup.;
llamémoslo b,.

2. vy = Yo; segin el Lema 3, y, = @, paratodo Jy por consiguiente Ml < - Yy

es también acotado superiormente y tiene un sup.; llamémosio by = @, .

3. ¥, > v, segun el Lema 2, y, > a, para todo J. Luego Nai s Vipy, <o - OStE
acotado inferiormente y en ese caso tiene un inf.; llamémoslo by .

Para el pri =
primer caso el punto buscado es B (bllbz)- Para el segundo caso el
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punto buscado es B’ = (b, ,b;). Para el tercer caso el punto buscado es B" = (b, ,b).

Consideremos el primer caso (el segundo es sencillo y el tercero analogo al prime-
ro, y los dejamos al lector).

Veamos que (b, ,b,) = B € L. Larecta L la podemos representar asi:

L=[(xy €K, y=mx+d]

02 clyo = C2Xo
m = — : d P ——
€1 ' G

Si B € L, entonces B pertenece a algin semiplano determinado por L. O sea
que se presentan dos posibilidades:

1. b, > mb; +d 2 y, para todo K; la igualdad se tiene si
by, ‘Gl .ee Xk

Luego b, no seria la minima cota superior de y,, ...y, ...como se habia su-
2 1 n
puesto.

2. b, < mb, +d
Sea el vector v = (c,,c,).
Como P, y P, estan en L, entonces
P, —P, = (x, —%;,Y,—V,) esparaleloa v.
Luego

Xp =%y, ¥, —yy) = tley,c,)

0 sea que
c YotV
m=— = + o
1 Xg =X%3
b, —d
Pues bien: el punto x, = m‘ es tal que (x,,b,) € L.

Afirmamos que el punto (b,, mb, + d) estd a la derecha de (x,,b,), o sea que
Xor < by .

Si x, = b, indicaria que B = (b,,b,) € L y hemos supuesto que no esta.

o

Si x, > b, o sea si (x,,b,) esta a la derecha de (b, , mb, +d), puesto que
y; < v,, el lema 1 nos dice que b, > mb, + d contra lo que hemos supuesto de
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vy

b, < mb, +d. Concluimos entonces que x, < b,. Como b, es el sup. de

Xy, Xp ... Xp - .. €NTONCES existe un x,, tal que x, > X, esto es (% ¥in) estd a la
derecha de (xo,b ) y el lema 1 nos d;ce otra vez que y, > b, contra la hipotesis
de que b, es el Sup. dey,,Y,....deesta contradiccion concluumos que

(b,,b,) € L como queriamos.

Nota: decimos que A, est4 a la izquierda de B (A, B puntos de una recta L) sii
B est4 a la derecha de A.

Ahora: seaC = (x,y) un punto a la izquierdade B = (b, ,b,), estoesx < b,;
se sigue del hechode que b, = Sup [x;,...x, .. .] que existe en x, tal que
x < x, . Luego el punto C esté a la izquierdade P, = (x,,y,).

A—11 (Decimos que dos rectas L y L' se dicen paralelas sii tienen el mismo
subespacio vectorial asociado).

SealL = [PER*; P=P,+tv;t€ER] v+#0

SeaP, € ®* tal que P, € L.

Existencia:

Sea L' =|[PER*;P=P,+tw,tER] v#0
esclaroqueP, € L' y L’ paralelaalL.

Unicidad:

Seal” = [PER*;P=P,+1t0;t € R]
talqueP, € L ,oseaqueP, = P, +1t,0 paraalgin t, € &

at’ v
Sea P € L"” , entonces P = Bortav=npP, — t. v+ ity

=P, +(t—1t)v .Luego P € L’
boFE T E e

SeaP € L' ;entonces P = P, +tv paraalgin t € &

O sea
P=P,+tv+to=P,+(t;+t)v ; 0o sea P E L"

De a. y b. concluimosque L' = L"” como queriamos.
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