_ SOBRE ALGUNAS APLICACIONES DE LAS
FUNCIONES DE FORMA EN EL ANALISIS
DE ESTRUCTURAS

Por: Tomds Castrillén O.

Profesor Depto. de Ingenieria Civil

I. INTRODUCCION

En el presente trabajo se definen, en primer término, las funciones de
forma, se ilustra la manera de obtener las deformadas de vigas simples
en funcién de ellas y se deducen algunas de las mas utilizadas.

Seguidamente y como aplicacién, se deduce la matriz de rigidez de
una barra prisméatica actuando en el plano y sin considerar deformaciones
axiales, mediante el uso de las funciones de forma. ;

También se define la matriz de masa generalizada y se la obtiene
aplicando las funciones de forma.

El objetivo principal es familiarizar al lector con algunos de los méto-
dos y procedimientos modernos, empleados en el anlisis de estructuras.

II. OBTENCION DE LAS FUNCIONES DE FORMA

: 1 i 2 Se trata de estudiar la de-

( 7 formacién de una viga pris-

s X Ef : matica (Fig. 1) con los cuatro

— . s  grados de libertad ilustrados

a saber: desplazamientos (1 ¥

L 2) y giros (3 y 4). La defle-

xi6n de un punto cualquiera

(sin incluir el efecto de car-

gas aplicadas en el Tramo)
Fi6. | esta dada por |

Yaa = E‘I’i x) di (l)

1

Siendo: ¥i(x) = funcién de forma (correspondiente a cada grado de li-
bertad)

qi = Coordenada generalizada (no restringida); las ccordenadas en
estos sistemas son independientes entre si. (Ref. 3
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Dicho de otro modo, puede obtenerse la elastica mediante la superpo-
sicién de las elasticas ilustradas en las figuras 2, 3, 4 y 5 (las que corres-
ponden a giros y desplazamientos unitarios) multiplicadas por los valo-
res reales de tales desplazamientos.

A

_: Y ¥ , Y2 -
' 6
| N e A
= S
X \ X

FIG.2 Caso | FI1G.3 Caso 2
Elastica debida a deformacién uni- Elastica debida a deformacién uni-
taria correspondiente al grado de taria correspondiente al grado de
libertad 1. libertad 2.

En estas figuras estan definidas implicitamente las funciones de forma.

Y ¥a(x)
%t '

AR,
Yo (X)
FIG 4-Caso 3 FIG.5 - Caso 4
Elastica debida a deformacién uni- Elastica debida a deformacién uni-
taria correspondiente al grado de taria correspondiente al grado de
libertad 3. libertad 4.

En las figuras 2a, 3a, 4a y 5a se indican las fuerzas necesarias para
producir las elasticas de las figuras 2, 3, 4 y 5 respectivamente.

6EIl /. '/‘/q"(X)

v {‘/1 . \E)GE'

12E| :
L3 L% Reacciones necesarias para produ-
cir ¥y
4]
L3
FiG. 2a
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% T 4

L3 Reacciones necesarias para produ-

cir \112
12E1
= |

FIG. 3a
Y3 (X)
%Y_[/\ \
48 (g S
&. /7T Reacciones necesarias para produ-

SEl T cir ;3
2 GE!
iy s

FIG 4a

/ ;
= r JE
4 3 L Reacciones necesarias para produ-
6El cir ¥y
6E| ‘ Ya(x) (2
L2

FI1G.5a

Mediante la aplicacion de las formulas elementales de la Resistencia
de Materiales (Ref. 1), se obtienen en seguida, las funciones de forma co-
rrespondientes a los grados de libertad definidos en la figura 1.

Caso 1. (Figs. 2 y 2a.). Superponiendo los casos que se ilustran en
las figuras 2b y 2c.
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Para el caso de la figura 2b
(L —x)*(2L + x)

V=
6 EI
Para el caso de la figura 2c
ML —ux)2
NV e
2 EI

Siendo: E = Modulo de Elasticidad del Material
I = Momento de Inercia de la Secciéon transversal.
Entonces la elastica para el caso 1 sera:
(Tomando la Y positiva hacia arriba)
PL—x)2@QL+42x) M(L—=x)2

6 EI 2 EI
12 EI 6 EI
Reemplazando P = y M=
16y L2
Se obtiene: ¥ = ¥; =1—3(x/L)2 4 2(x/L)3 (2)

Caso 2. (Figs. 3 y 3a) Superponiendo los casos ilustrados en las fi-

guras 3b y 3c
i
_12E1 . . BE]
TP' L3 a 4\ gLe
\

F16. 3b #i6. 3¢
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Para el de la figura 3b

202
Y = — (BL—ux)
L3

Para el de la figura 3c

0

3x2

o

Superponiendo:: .
Y = ¥.=3(x/L)2—2(x/L)3 (3)

Caso 3. (Figs. 4 y 4a) Se superponen ahora las vigas que se mues-
tran en las figuras 4b y 4c.

AN
. 4E| A
M=z —— o i-E'
L M= T
FiG. 4b FiG. 4c
Para la figura 4b
Mzx
Y. = L—=x) 2L—1x)
6 LEI
Para el de la figura 4c
M! Lax a2
Yo —F— 1 — )
12 EI L2
Superponiendo y reemplazando:
4 EI 2 EI
M = y N_[1 = —
L
Queda:
Y= t:=x(1—=x/L)2 (4)
Caso 4: (Figs. 5 y 5a). Se superponen los casos que se ilustran en

las figuras 5b y dc.
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FIG. 5b FiG. 5¢c
Para el de la figura 5b
y = —2x(L —x) (L 4 x)/3L2
Para el de la figura 5¢
1 = (L—x) QL4+ 2x)
Vo= .=
3 L2
Superponiendo
Y =W, = (22 (ac)l—.1) (5)

En forma aniloga pueden hacerse las deducciones para el caso en

que EI = f (x).

Notar que ¥; y ¥. no tienen dimensiones Yy ¥3 y w4 tienen como di-

mensién Longitud (Anexo III).

III. DEDUCCION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

Se parte de la expresién que da la Energia Interna de deformacién

de una viga, considerando Uinicamente la debida a la flexién (Ref. 2). Es-
ta es:

TS T T - =% e =i 2

mediante las funciones de forma, asi-

o L
U = — | EI[d%y)/dx?)]dx (6)
: I L
Ontle—s EI (Y")? dx (6a)
2,) 0

Es posible, segin la ecuacién (1,), expresar la deformada de una viga

Y(x) = 3 ¥(x)q; N
i
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De donde::

Y(z) = ?‘1'1” (x) s (8)

y [Y'@1 = [3¥ (=) (9)
J

Siendo
Y"(x) = (d?%)/(dx?)
La que puede ponerse:

[Y7 @)1 = 3 [% @) Pa? + 329 () ¥ (x) qg, (10)
} i(i=£j)

Entonces la expresién para la Energia quedara:

L
U= -—5' EITS (%" (x))* qy+23%” (x) ¥ (x)qiq;]dx (11)
2 0 j ij(iz£j)

Segiun el Teorema de Castigliano (Ref 3)

Q = — (12)
aq,

Siendo Q; = fuerza generalizada correspondiente al desplazamiento qi
Asi mismo, y por la definicién de rigidez (Ref. 3)

Q = 3 kg (13)
1 (

Entonces derivando la (11) respecto a q:

au TS
—— EI (23 ¥ (x) ¥y (x)q;)dx
aq; 2,]0 i

L
= S ; EI 39/ (xx) ¥ (x) qs dx
j

Debe tenerse en cuenta que qi5~q; y que ademas son independiéntes,
pues el sistema de coordenadas es no restringido. (Ref. 3).

Finalmente:

ou L
Q=—=|" EHyw@ w@yd =3k
9qi 0 J j
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se concluye pues gue

Ky = S Elv”(x) ¥ (x) dx (14)
0

En el anexo I se deducen a partir de esta expresién todos los térmi-

nos de la matriz de rigidez para la viga ilustrada en la figura 1. Cuande
EIx =f(x) la deduccén es aniloga.

IV. DEDUCCION DE LA MATRIZ DE MASA GENERALIZADA

Se trata de obtener una ex-
presion para la energia cinéti-
ca, para un elemento estruc-
tural como el de la figura 6,
en términos de las funciones
de forma; se harid la deduc-

cién para un sistema de co-
: ordenadas generalizadas (sin
de longitud restricciones). La deduccién
para el caso de coordenadas
restringidas es analoga, y s6-
lo es preciso tener en cuenta,

8 m (%)= masa por unidad

[ la relaciéon que existe entre

40

i & los dos sistemas para obtener
la expresion de la energia en
uno u otro sistema de coorde-

e nadas (Ref. 3).

Segun (1) Y(x) = 3 wq;
j

En donde ¥; — funcién de forma

q; = coordenada generalizada

Derivando respecto al tiempo
Y(z) = 3¥q; (15)
Y@ = swa = w1 g (16)

Entonces la energia cinética sers: [Suponiendo que m = m(x)]

1 (‘L .
T=— m (2) [V (x) ]2 dx
& 0
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B =

(OO

iy s
j m(x) (3 3%k V. qkqu)de
0 kL

) &

1 N 2
— =SSR m(x) Pk (x) ¥ (x)dx
9 kL 0

‘L
Llamando mxL = j 2 m (x) ¥x () Y (x)dx

(19)
1 "
Queda T = —3 3 Mk. gk qr
2k L
esta expresion puede ponerse asi:
T = Y% [p]*[m] [4] (20)

Siendo [mi] = Matriz de masa generalizada

[;:1] — vector de velocidades

[él]T — transpuesta del vector de velocidades.
En el anexo II se deduce la matriz de masa generalizada partiendo
de la expresién (19)

V. CONCLUSIONES

Mediante la utilizacién de las funciones de forma, se obtiene una for-

mulacién alterna de algunos de los métodos utilizados en el analisis de

estructuras. Su mayor aplicaciéon estad en el andlisis dinamico de estruc-
turas. (Refs. 3 y 4).
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ANEXO 1.

Formulacién de la Matriz de rigidez utilizando funciones de forma.

Partiendo de la ecuacién (14) se tendra sucesivamente: (Suponien-
El = cte.)

L
Ky = IOEI " (x) &” (x)dx

Reemplazando la ecuacion  (2)

36 EI L
K= (1— 2x/L)2dx = 12 EI/L3
L* .0

‘L
Koo =j EI ¥27 (x) ¥o”(x)dx
0

Reemplazando la ecuacion (3)

36EI (‘L
Ko = = (1— 2x/L)2dx = (12EI) /L3
4 0

L
Ks = LS‘ EI ¥3” (x) ¥5” (x)dx
0

Reemplazando la ecuacién  (4)

4EI ( L
Kss = el [4— (12x)/ (L) + (9x*)/(L?) ldx = (4EI) / (L)

y siguiendo asi:

451 (‘L
Ku=-— | [02)/(L) — (62)/(L) +1] de = @ED/L)
36KI L
Ko=—— | Q—2/L 4 &¥15de = — 1281/L3
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12EI (L

Kis = —

L3

(2 — Tx/L + 6x2/L2)dx = 6EI/L?
U
1281 (° L

Kl4:‘—_—

L% ¢

(6x® —5xL + L?)dz = BEI/L?

12EI (? L
Koz = (7Lx — 212 — 6x®)dx = —6EI/L?
L5 J 0 .

1281 (° L
g (5L — L? — 6x?) dac = — 6EI/L2

_Lso

36EI (° L
Ksy = ——

L*

(x? — Lx 4 2L?/9)dx = 2EI/L

Quedando por ultimo

6 + L6 3L 3L
T 2B | 6 6 =35 3L,
T Bl ==L, 202 L2
.~ 3L L? 22
ANEXO II

Obtencién de la matriz de masa utilizando funciOnes de forma.

Partiendo de la ecuacién (19) se tendra sucesivamente (Suponien-
do m(x) = cte.):

L
M = m ¥ (x)dx
tJ 0

Reeinplazando la (2)

L
m; = m J (1 — 6x2/L2 + 4x*/L3 + 9xt/L* — 12x% /L8 4 4x8/L%) dx
0
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156
— —— mL
420

P L
my — m ¥o? (x) dx
0
Reemplazando la (3)
L
My — M (9z*/L* — 12x°/L° - 4x®/L%) dx
0

156
— —— mL
420

y asi sucesivamente se obtiene

44

L
Mgy :y ] m () ¥s* (x) dx

L
= mj (x8/L# — 235 /13 4 x¢/L2) de = 4mL3/420
0

L
M2 — m f[) ¥ () ¥a(x)dx

L
= m f 3 (— 428/L° 4 1225 /15 — 9z* /L4 — 228 /L8 - 322/L%) dx

b
= — "ml
420
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N L
Mz =— M 0 ¥ (x) ¥3 (x) dx

(L
= m : [ (2x%) /L® — (7x®) /L* 4 (8x%) /L3 — (2x%) /L2

22mL2
— (2x?) /L +x]dx =

420

L
My — m jﬂ ¥, (x) ¥4 (x)dx

L '
= myo [(2x°)/Lf — (5z°) /L* + (3x*) /L + (%) /L# — (x*)/L]dx

13mL3

—
o s
—_— —

420

L
Mgy = M f R Y3 (x) ¥s(x)dx
t

L :
=m S £ [— 22°)/Lf + (7x°) /L* — (8x*) /L® + (3z°) /LP]dx

13ml 3

g —

420

L
Mgy =— M 5.0 \Ilg(x) \Iu(x)dz

L
="m 5 . [— (2x®)/L® 4+ (52°)/L# — (3x*) /L3]ldx

22m1?
420

—
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L
5 W3 (x) ¥su(x)dx

g

Il

8
S b G

J
m
&

3mL3

420

Al final se tendra que la matriz de masa es:

156 54 22L,
o mL | 54 156 13L,
ohr 220 13L 412
—13L 3 =991, —3L2
ANEXO III

[(x*)/L* — (32%) /L® + (3x*) /L2 —

(=%) /Ljdx

—13L

—22L

— 3L2
412

Variacién de las funciones de forma sobre la longitud de la viga

x Yo ¥y W3
61L 0.028 0.972 0.081 L.
2L 0.104 0.896 0.128 LL
0.3L 0.216 0.784 0.147 L.

" 04L- 0.352 0.648 0.144 L
05L 0.500 0.500 0.125 L,
C6 L 0.648 0.352 0.096 L
0.7L 0.784 0.216 0.063 L
0.8 L 0.896 0.104 0.032 L
09L 0.972 0.028 0.009 L,

L 1 0 0
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—0.009 L
—0.032 L
—0.063 L
—0.096 L
—0.125 L
—0.144 L,
—0.147 L
—0.128 L,
—0.081 L,

0
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