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Seccion de MatemAiticas

N. de la R. — El trabajo que publicamos a continuacin, reproduciéndole del
N® 41 de la Revista de la Academia Colombiana de Ciencias Exac-
tas, Fisico-Quimicas y Naturales, bien puede ser considerado
como un complemento al articulo, “Teorfa de Matrices (Expo-
sicién elemental)”, debido al mismo autor y publicads en el

N? 73 de la Revista “Dyna”

INVERSION DE MATRICES

por
Luis de Greiff Bravo
Decano de la Facultad

El siguiente estudio se inicia con una breve demostracion de un principio co-
nocido, en el cual se ha basado uno de los métodos utilizados para efectuar la
inversion de matrices.

Introduciendo el concepto de “anti-matriz” como producto diddico de un vector
columnar por un vector linea, el autor presenta un procedimiento que conduce,
mediante computos de fdcil ejecucidn, a la matriz inversa de una matriz dada,

Uno de los procedimientos utilizados para la obtencién de la matriz
inversa de una matriz dada, A, consiste en multiplicar esta sucesivamente, por
matrices Ei, Eo, ..., Ex que le reduzcan a la matriz idéntica, I. Si se efectan
las mismas operaciones sobre la matriz I, se tendrd, como resultado, la matriz
inversa de A, a saber, A7

Demostracién. — La hipétesis equivale en simbolos a la siguiente
relacién,

(1) Ex ... E2EEEA=1

Si se multiplica la matriz I por las Ei, en €]l mismo orden que se ha
seguido en (1), se tiene,

(2) EBi ..: BBEEI=X

Vamos a demostrar que se cumple la relacion,

(3) X = A"
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Con tal fin, multiplicamos los dos lados de (1), a la derecha, por A-,
para tener,

(4) Fx ... 21 A A'=1A!

El primer lado, en virtud de la ley asociativa, vale,

(5) Ex ... E2oE1 (AA!') =Ex ... E2E 1]

Por otra parte, el segundo lado de la misma ( 4) vale A-'. En con-
secuencia, ‘

(6) Ex ... B2 E1 I = A
como se aueria demostrar.
El procedimiento de inversién a que dan base las relaciones (1) y (6),

consiste en ir formando, paso a paso, la siguiente correspondencia, en la cual
el primer par es dado,

A; Ei A; E: E1 A 1
% T1
v I; El I, E2 El I, A-l

En la primera linea se tienen las matrices provenientes de A. En la
segunda linea se tienen las matrices provenientes de I. En el trabajo numérico
cada matriz y su correspondiente se hacen constar en una misma pagina.

En el andlisis que se presenta en seguida, utilizaremos matrices de orden
4, lo que en nada disminuye la generalidad. Sea lo primero definir las matri-
ces Ei, Es, ... Estas matrices son operadores (operadores matriciales) cuya
finalidad es ir transformando la matriz dada en la matriz idéntica, y, correla-
tivamente, la matriz idéntica, I, en la matriz inversa.

Distinguiremos los operadores que reducen a 1 los términos de la dia-
gonal principal. Son de la forma,

l/an 0 0 O 1 0 0 0
0 1 0 0. |0 1ae 0 o0 |.
(8) 0o o0 1 ol 0 0 1 o |5 et
Lt 0 0 0 1 0 0 0 1

0 sea, son matrices que se deducen de la matriz idéntica, mediante divisién de
uno solo de los términos (la unidad) de la diagonal principal, por el nd-

mero que figura en posicién homéloga en la matriz que se ha de trans-
formar. Asi, como primera operacién se tendra,
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1/an O 0 0 an a2 a1 ais
9) 0 1 0 0 az; ag2 a3 a4
0 0 1 0 as: ase ass ase
L 0 0 0 1 aq a2 a3 a
1 aiz/air ais/fann awu/an |

| 221 dz2 az3 azy

R E asz  ass  au

aa a42 ass as4

con resultados analogos para los otros casos. En la practica la operacién se
reduce a efectuar la multiplicacién de la horizontal i por el factor 1/ay. El
mismo factor opera sobre las matrices provenientes de I.

Otros operadores matriciales tienen por objeto producir ceros en cada
una de las columnas de la matriz proveniente de A, a excepcién del término
correspondiente a la diagonal principal que, por la opsracién precedente se
supone haber sido reducido a la unidad.

Para aclarar la explicacién anterior, supongamos tener la matriz,

b b2 bis bis
be; be2 bas bas

1 B =
(10) b’s1 b’s2 1 b’s4
b1 bi2 bia b4

Queremos lograr ceros, en la tercera columna de esta matriz. Con tal fin con-
sideramos la siguiente:

1 0 —bus 0
— 10 1 — bos 0
(11) B =10 0 1 0
0 0 —bas 1
Esta matriz se ‘descompone asi,
0 0 " —bis 0
— 0 0 — bas 0
(12) Ezs =1+ 0 0 0 0
0 0 —bas 0
teniéndose,
0 0 — b1z 0
_ 0 0 — bo3 0 B
Es X B=1B + 0 0 0 0 X
0 0 —bys 0
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— bis
=B+ | 323 [b:n; bs: ; 1 b34]
— bas

El segundo término —producto diddico— es la amtimatriz o anulante
correspondiente a la columna N9 3. Adicionédndole a B se obtienz el resultado
que se busca. El operador es ahora el vector-columnar €l cual se aplica corre-
lativamente a la linea correspondiente —tercera en este caso—, de la matriz
proveniente de A y la matriz proveniente de I.

Como complemento de lo anterior se presenta en seguida un ejemplo nu-
mérico. Para eliminar posibles errores de cémputo, sz ha introducido una
cclumna, bajo la designacién “k”, la cual tue utilizada por Gauss en la solu-
cién de sistemas lineales por eliminacion. Los nameros escritos bajo "k” son
los opuestos de la suma algébrica de todos los elementos que constituyen la
horizontal correspondiente en la matriz. La comprobacién permanente de las
operaciones consiste en sumar las horizontales a medida que aparecen, para
constatar que tales sumas son iguales a cero

k
| 2.5700 — 1.4900 31400 0 1—4.2200 =
A — 1.7500 —3.1800 — 2.5000 1.8700 | —4.3000
—22900 —2.8000  3.0800 24800 |—0.4700
) 1.5700 21900 27800 [—6.5400
I 1 0 0o . 0 |—1 -
[ 0 1 0 0 —1
0 0 1 0 —1
L 0 0 0 1 —1

1.0000 —0.5798 1.2218 0.0000 [— 1.6420 <=

1.7500 3.1800 —2.5000 1.8700 |—4.3000
—2.2900 —2.8000 3.0800 2.4800 | —0.4700

0.0000 1.5700 2.1900 2.7800 | —6.5400

0.3891 0 0 0 ]—0.3891 «e=
0 1 0 0 — 1.0000
0 0 1 0 — 1.0000
) 0 0 1 _|—1.0000

~ Obs. Las flechas indican las horizontales que han sido afectadas por la
primera operacion. En la prictica basta sobreponer las nuevas lineas, a las

primeras matrices, suprimiendo asi repeticiones inutiles, que no obstantz he-
mos hecho constar aqui para mayor claridad.
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Se ha reiniciado el ciclo de operaciones. A saber: reduccién a la unidad
del elemento diagonal y formacién de las Antimatrices correspondientes a la

segunda columna.

k
- 0 0.5807 0.2585 |— 1.8392
0 1 —1.1057 0.4458 | —0.3401
0 0 1.3139 43201 |—5.6340 =
0 0 3.9259 2.0801 |— 6.0060
- 0.2950 0.1382 . 0 0 T—0.4332
—0.1623 0.2384 0 0 —0.0761
0.2211 0.9840 1 0 —22051 =
| 02548 —0.3743 0 1 |— 0.8805
m 1 0 0.5807 0.2585 1— 1.8392
0 1 —1.1057 0.4458 |— 0.3401
0 0 1 32880 [— 4.2880 <=
0 0 39259 20801 |—6.0060
[ 02950 0.1382 0 0 T—0.4332
—0.1623 0.2384 0 0 —0.0761
0.1683 0.7489 0.7611 0 —1.6783 <=
0.2548 —0.3743 0 1 |—0.8805
] k
I o 0 — 05807 —19093 ] 24900
0 0 1.1057 3.6355 |—4.7412
0 0 0 0 0
0 0 —39259 — 129084 | 16.8343
- —0.0977 —04349 —0.4420 0 T 09746
0.1861 0.8281 0.8415 0 —1.8557
0 0 0 0 0
| ——0.6607 —29401 —29880 0 6.5888
1 1 0 0 — 1.6508 ]— 0.6508
0 1 0 40813 |—5.0813
0 0 1 32880 | —4.2880
0 0 0 —10.8283 | 10.8283 =—>
0.1973 —0.2967 —0.4420 0 T 05414
0.0238 1.0665 0.8415 0 — 19318
0.1683 0.7489 0.7611 0 — 16783
_ —04059 —3.3144 —2.9880 1 - —5.7083 =

-
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k
-1 0 0 — 1.6508 ]—0.6508
0 1 0 40813 |—5.0813
0 0 1 3.2880 [—4.2880
| ) 0 0 1 —1
[ 01973 —0.2967 —0.4420 0 0.5414
0.0238 1.0665  0.8415 0 —1.9318
0.1683 0.7489 07611 0 —1.6783
0.0375 0.3061 0.2759 —0.0923 |—0.5272
0 0 0 1.6508 ]— 1.6508
0 0 0 —4.0813 40813
0 0 0 —3.2880 3.2880
0 0 0 0 1 o
0.0619 0.5053 04555 —0.1524 T—0.8703
—0.1530 —1.2493 —1.1260 0.3767 2.1517
—0.1233 —1.0065 —0.9072 0.3035 1.7334
0 0 0 0 |1 o
Ck
T 0 0 0 T—1
[ — 0 1 0 0 —1
0 0 1 0 —1
0 0 0 1 i—1
0.2592 0.2086 00135 —0.1524 T—0.3289
Al — | —0.1292 —-0.1828 —0.2845 0.3767 0.2199
0.0450 --0.2576 —0.1461 0.3035 0.0551
0.0375 03061 . 02759 —0.0923 |—0.5272




