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LOS TRES PROBLEMAS CLASICOS

La CUADRATURA DEL CIRCULO
LA DupLICACION DEL CUBO Y

LA TRISECCION DEL ANGULO

Sr. Ivan Obregén S.
Alumno de 6° Afo de Ingenieria Civil

INTRODUCCION

Hay en la historia de las Matematicas mas de un ejemplo: de cuestiones
que han desafiado el ingenio de los estudiosos durante siglos sin dar con su
solucién. Algunas de estas —como el famoso “Gltimo teorema de Fermat”—
todavia en nuestros dias esperan la soluci6n. "

Sinembargo tal vez ningunas tan famosas como los tres problemas gzo-
métricos propuestos por los griegos desde el siglo V A. C,, cuya resolucién
(o mejor la demostracién de su imposibilidad) hubo de esperar casi 23 siglos:
La cuadratura del circulo, la duplicacion del cubo y la triseccién del angulo.

Ya desde el instante en que fueron propuestos, los gedmetras griegos
idearon construcciones ingeniosisimas para resolverlos, pero ninguna que lle-
nara la condicién exigida a saber: una construccién con regla y compds. Esta
condicién implica que las infinitas lineas que es posible imaginar sélo dos
podrin emplearse en las construcciones: la linea recta y la circunferencia.
Tal condicién parece un poco arbitraria, ya que en esencia el circulo es sélo
una de las secciones cénicas, y por lo tanto tan legitimo debiera ser su uso
como, al menos, el de cualquiera otra cénica (parabola o hipérbola por ejem-
plo) con las cuales, como veremos, si son resolubles dos de los anteriores
problemas.

Fué Wantzel en 1837 quien demostré que “la condicién necesaria y
suficiente para que una construccién geométrica pueda realizarse con regla
y compis es que la incgnita expresada analiticamente se deduzca de los datos
mediante operaciones racionales (suma, resta, multiplicacién, divisién) y un
numero finito de raices cwadradas”.
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En general cumplen esta condicién las raices de ecuaciones de primero
o segundo grado.

Para saber si una construccién es posible con regla y comp?is ba.stafa en-
tonces plantear la ecuacién algebraica que la r?suelve y ver si la 1f1cogn11ta
puede expresarse por operaciones racionales y raices f:uadradas a partir dfe 0s
coeficientes y si éstos a su vez se obtienen de la misma manera a partir de

los datos del problema.

Expresamos en forma analitica y con la notacién modernal (desde lusgo
desconocida para los griegos) los tres problemas clasicos:

El problema de la cuadratura del circulo puede enunciarse: “dado el ra-
dio # de un circulo hallar al lado del cuadrado equivalente™.

Se reduce a la ecuacibn:

x2 = qra? (1)

El problema de la duplicacién del cubo, que se enuncia: “dado un cubo
de lado a hallar el lado de otro cubo de doble volumen”, da lugar a la
ecuacién:

x? = 2a® (2)

En cuanto a la triseccién o divisién de un angulo en tres partes iguales,

: : a
si llamamos q el angulo 2 trisecar y a = tga ; X = tg— s¢ tendra:

3
x¥*—3ax>—3x+a=0 (3)

(La tangente puede construirse ficilmente a partir del 4ngulo dado y re-
ciprocamente). :

Inmediatamente se ve que las ecuaciones de tercer grado (2) y (3) que
implican en general el uso de raices cibicas son imposibles de resolver con
regla y compas.

En cuanto a la ecuacién (1), por ser de segundo grado, ella seria resolu-
ble siempre que el coeficiente 7+ pudiera expresarse por medio de operacio-

nes racionales y raices cuadradas, con lo cual el problema se transforma en
la construccién de ar. ’

La imposibilidad de esta construccién sélo fue puesta en evidencia 45
afios mas tarde (en 1887) al demostrar Lindemann la trascendencia de o«
(nimero trascendente es aquel que no puede ser raiz de ninguna ecuacién
algebraica con coeficientes racionales), con lo cual quedé dicha la dltima
palabra sobre estos problemas, quedando asi satisfecha la curiosidad de to-
dos los matemiticos que se habian ocupado de la cuestién.

No deja de ser interesante observar la constancia admirable de estos
hombres en la bisqueda de la solucién de un problema que desde el punto
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de vista practico carece de interés (se pueden dar soluciones suficientemente
aproximadas para cualquier objetivo practico), en contraposicién con la ac-
titud de quienes condenan como initil toda especulacién matemitica.

En el presente trabajo he intentado presentar los origenes histéricos de
estos problemas, junto con una recopilacién de las diversas solucionés dadas
a ellos en diversas épocas. _

LA CUADRATURA DEL CIRCULO

El problema naci6 probablemente de la necesidad de calcular el 4rea
de un circulo. Obsérvese que lograda la cuadratura queda lograda también
la rectificacién de la circunferencia —y viceversa— ya que el 4rea puede
siempre construirse como un rectangulo cuyos lados sean el radio y la semi-
circunferencia.

El primero en ocuparse de la cuestién parece haber sido el filésofo
Anaxagoras. Poteriormente Hipdcrates de Chios traté en vano de hallar la
solucién. Parece probable que Hipécrates creyera el problema muy factible
en vista de que hallé otras figuras curvilineas estas si de 4rea conmensurable
y por tanto cuadrables con regla y compés. Tales son las célebres linnlas de
Hipécrates. '

Las primeras son bastante conocidas: las linulas determinadas por los
tres semi-circulos construidos sobre los lados de un tridngulo ractingulo equi-
valen al tridngulo mismo. El caso mis sencillo se obtiene cuando el tridngulo
es isoceles pues entonces cada lanula equivale al triangulo is6celes mitad del
original.

Una segunda linula cuadrable la obtiene HipGcrates asi (Fig. 1):
En el trapecio ABCD:
AB=BC=CD =a ; AD =a\/3
sobre AD construye un arco semejante a AB , BC etc.

irea ABN  AB* 1

drea ADM AD? 3
linula ABCDMA = trapecio ABCD

En forma semejante determina Hipdcrates una tercera linula cuadrable:
Por medio de construcciones que sélo dependen de ecuaciones de 2° grado y
por lo tanto posibles con regla y compas, logra constituir un trapecio tal que
(Fig. 2):

3
AB=BC=CD AE=AB |_
' 2
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(E : interseccién de las diagonales)
trapecio que inscribe en un circulo.

Haciendo pasar otro circulo por los puntos AED, (Fig. 2), se obtiene la
lanula ABCDEA equivalente al pentigono ABCDE.

En efecto los arcos AB, AE son semejantes por corresponder ambos al
mismo angulo 2. Por lo tanto los segmentos AB, AE son semejantes

area segm. AB AB* 2

drea segm. AE AF? 3
3.4rea segm. AB = 2.4rea segm. AE

y el 4rea del pentigono no variard al restarle dos segmentos iguales a AE y
sumarle tres iguales a AB.

SOLUCION POR MEDIO DE LA CUADRATRIZ

La solucién por medio de esta curva la obtuvo Dinéstrato; posterior-
mente Hippias la utiliz6 para trisectar el 4ngulo como veremos luego.

~ La curva se define asi (Fig. 3): AB gira con velocidad uniforme hasta
llegar a AD, mientras BC se translada en el mismo tiempo hasta coincidir
con AD.

El punto de intercesién M genera la curva.

Dinéstrato demostré que el radio AB es media proporcional entre el
intercepto AN y la longitud del arco BD, ed. AB? -= AN . BD.

La demostracién era de carécter geométrico y por reduccién al absurdo.
Por los métodos modernos podemos comprobarlo hallando la ecuacién
de la curva:
Igualando los tiempos para una posicién cualquiera:
X
g~ —
a =<y y

a /2
v

Cuando AB haya girado todo el cuadrante: T

|

W
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x
tg=! —
a—y y
Dividiendo: =
a T
2
X . y Ty
'. _:tg-— I_-——' = ot —
¥ 2 a 2a
Ty
s X="y'gOt —
2a

Haciendo y = O obtendremos el intercepto AN = X, ; éste resulta in-
determinada pero la indeterminacién puede resolverse facilmente:

lim y 2a ra ‘
Xo = = por tanto: Xo . — == &~
y-m——r-ﬂ wy ar 2.
tg —
2a

o AB? = AN . arco BD

Conocido AN = x, una sencilla construccién permite entonces €ons-
truir el segmento OP = arco BD (Fig. 4),

(levantando por M una perpendicular a NM).

El tridingulo MOP resulta equivalente al cuadrante del circulo de radio a

Soluciones aproximadas

Es interesante consignar aqui la siguiente solucién aproximada, basada

en que 7 ~ /2 4+ /3 (Fig. 5).

Ella implica sélo un error de un 1% —menor que los inevitables errores
de dibujo— y por lo tanto esta cuadratura desde el punto de vista practico,
puede considerarse exacta.

Mas aproximada aun es la rectificacion siguiente —Fig. SA— debida a
Kochansky que tiene la particularidad de utilizar una sola abertura de compas.

AO=AF =FC=AC=DH=HI=IE =R

BE = media circunferencia
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Exactamente se obtiene:

40
BE=R |— —2\/3 =3.14154 R
3

LA DUPLICACION DEL-CUBO

Existen varias leyendas acerca del origen de este problema: Segtin una,
consultado el oraculo de Apolo residente en Delos, sobre qué deberia hacerse
para aplacar a los dioses con motivo de una terrible peste que azotaba las ciu-
dades griegas, aquel ordené construir un ara doble de la existente en el tem-
plo. Los habitantes creyeron cumplir el mandato duplicando los lados, mas
como la peste no cedia, volvieron a consultar al oriculo quien les hizo ver
que no habian cumplido lo mandado~El Problema fue entonces propuesto
a Plat6n, quien empez6 a buscar la solucién.

Otra leyenda narra que mientras se construia el sepulcro de Glauco
hijo del rey de Creta Minos, éste al observar que la tumba sélo media 100
pies por cada lado exclamé: “Es un espacio muy pequefio para un rey; du-
plicadlo haciéndolo de 200 pies de lado”, en lo cual evidentemente se equi- -
vocaba ya que al duplicar su lado el cubo se octuplica. ‘

Las soluciones a la cuestién son muy abundantes, mis siempre sin cum-
plir la condicién de ser “con regla y compas”.

HipGcrates di6 el primer paso transformando el problema a la Geome-
tria plana, a saber: Dados dos segmentos a y b construir entre ellos dos me-

a X y
dias proporcionales. En efecto si se cumple: — == — = —
x y b
se tendra: x* = ay
xy == ab y multiplicindolas: x* = a%b
y haciendo b = 2a (o en general na) : x® = 2a% (6 x® = na?)

Un discipulo de Platén, Arquitas de Tarento, hall6 la primera solucién,
bastante ingeniosa, que hace uso de una construccién espacial (Fig. 6):

En un plano P se construye una circunferencia de didmetro OA = b
(el mayor de los segmentos) y la cuerda OB = a.

Consideremos el cilindro cuya base es dicha circunferencia; el cono en-
gendrado al hacer rotar OB alrededor de OA y el toro resultante de hacer
girar un circulo de didmetro OA situado en el plano perpendicular a P al-
rededor de una normal en O.
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Estas tres superficies tienen un punto comin M. Las dos medias busca-
das son OM y OM’ —su proyeccién sobre el plano P—.

Demostracion:

Por estar M sobre el cilindro, M’ cae en la circunferencia de didmetro OA
» 7”7 el toro: OA’=0A =D
» 7 » el cono, el plano trazado por B perpendicular a OA cor-
tars a OM en N tal que ON = OB = a. Este mismo plano corta a OM’
en N’ y a la circunferencia en B’ (se sigue que NN’ es perpendicular al
plano P).

En la circunferencia BNB’ : NN’ = BN’ . N’B
pero en la circunferencia OBA : BN’ . N’'B = ON’ . N'M’

NN’ = ON’ . N'M’ y por tanto el angulo ONM’ es recto.

En los tridngulos rectingulos semejantes ONM’ , OMM’ , OMA’ :
ON oM’ oM a oM’ OM

oM’ OM OA’ oM’ OM b

Menecmo que conocia las secciones cénicas y sus propiedades (que ex-
presamos hoy por medio de sus coordenadas cartesianas), hallé la solucién
por medio de la interseccién de dos parabolas o una parabola y una hipérbola.

a X y
En efecto si (Fig. 7): — = — = —
X y b

setendra: x*>=ay ; y*=bx ; xy=ab

Dibujadas estas tres curvas, deben tener un punto comin cuya abcisa x
es la solucién buscada.

Muchos afios més tarde, en el siglo XVII, Descartes observé que la
solucién puede también obtenerse mediante una sola de las anteriores cur-
vas y un circulo cuya ecuacién resulta de sumar las de las dos parabolas;

x? 4 y* =ay + bx

La siguiente solucién mecanica se atribuye a Platén (Fig. 8):

Sobre un 4ngulo recto coléquense los segmentos a y b y dispénganse
dos escuadras como indica la figura.
En los tres tridngulos rectingulos semejantes que se forman resulta’
a X y
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Y
xasq'
y2abx
T Xy=qp
! :
b —
X
®e+ y2say t bx

FIG.7 FIG . 8
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Eratéstenes invent6 el aparato que Pappus 1lamé mesolabio, y que per-
mite resolver el problema de las dos medias (Fig. 9):

Son tres marcos rectangulares iguales que deslizan, el primero sobre el
segundo y éste sobre el tercero.

Disponiendo el aparato de tal manera que los extremos visibles de las
diagonales queden en linea recta, se tiene en la doble serie de tridngulos se-
mejantes:

a X y X y b‘
h j k h j k
a X y

y dividiendo: — = — = —
X y b

Solucién por medio de una regla graduada

Si se permite el uso de una regla graduada (por ejemplo una escala or-
dinaria de dibujo) la solucién puede obtenerse en la siguients forma (Fig. 10):

~ Sea el triangulo rectangulo POA cuya hipotenusa AP y cateto OA,
valen respectivamente b/2 y a/2 (siendo a y b los dos segmentos entre
los cuales van a insertarse las dos medias proporcionales.

Setoma AA’=2a y AR / AP

Haciendo girar la regla alrededor de P, hasta que se observe que el seg-
mento RM, interceptado entre la recta AR y la prolongacién de OA sea
igual a AP, se obtendrdn las dos medias, que seran los segmentos PR y AM.

AN AM 22 2y
En efecto: = — = — (1)
PR RM X b

En los tridngulos rectingulos POA y POM :

AP —OA?=MP2—OM> .. OM?— OA?= MP? — AP®
(OM — OA) (OM 4 OA) = (MP — AP) (MP + AP)
X y + a

y(y + a) = x(x + b) —_ =
y x+ b

(2)

y + a a y
La (1) puede escribirse: = =

b + x X b
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a X y

que combinada con la (2) da: — = — = —
X y b

Solucién por medio de la Concoide de Nicomedes

El geémetra griego Nicomedes resolvié el problema de la duplicacion
por medio de una curva ideada por él y definida como sigue (Fig. 11):

Dado un punto P (polo) y una recta fija (base) HH’ se traza una recta va-
riable por P y a partir de su interseccién con la base se toma un segmento
AB de longitud constante. La curva es el lugar geomérrico del punto B.

La concoide puede trazarse cOn un movimiento continuo por medio del
aparato mostrado en la figura.

La solucién se basa en la misma construccién indicada en la fig. 10.
El punto M, (Fig. 10A), se encuentra en la interseccion de la recta OA pro-
longada con la concoide de polo P, base AR y longitud constante AP = b/2.

Volveremos a encontrar esta curva mas adelante al hablar de la tri-
seccion del angulo. En efecto Viete (1540-1603) demostré que todos los
problemas de tercer grado pueden resolverse con ayuda de la concoide.

Solucién por medio de la Cisoide de Diocles

Esta curva se definz asi: dado un circulo de radio r (fig. 12), se traza
por ¢l punto O una secante variable ON, y se toma sobre ella a partir de O
un segmento OA =— MN.

La curva es el lugar geométrico del punto A.

Su ecuacién puede obtenerse facilmente en los ejes indicados y es:

Consideremos ¢l punto de interseccion Q de la curva, con la recta que in-
tercepta sobre los ejes distancias 2r y 2ar.

X ¥
La ecuacién de esta rectaes: — - —— = 1
2r 2nr
y 2r — x
0 sea: =
2nr 2r

y multiplicando por la ecuacién de la cisoide: y* = nx*
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Para ene-plicar el cubo de lado a bastars entonces construir una cuarta
proporcional a X, Y, a (siendo X, Y las coordenadas del punto Q).

Solucién aproximada con regla y compas

La construccién indicada en la figura 13 resuelve el problema de la du-
plicacién con una notable aproximacién.

Equivale a tomar /2 = V3 — V2 = 1.2593
(el valor exacto es 1.2599).

El error cometido es entonces menor de un medio por mil, y muy in-
ferior a los errores de dibujo.

LA TRISECCION DEL ANGULO

El problema de la triseccién o divisién de un angulo en tres partes igua-
les, parece haber surgido como complemento de su divisién en:dos, cuatro, -
ocho. .. partes (éstas si posibles con regla y compis), y gozo de gran po-
pularidad entre los griegos simultineamente con la duplicacién del cubo. '

Hippias logré la triseccién por medio de la misma cuadratriz (Fig. 14):

Por la misma definicién de la curva los 4ngulos EAB son proporcionales
a los segmentos BF, ya que para un mismo tiempo

a BF 3

Si BAE es el dngulo que se ha de trisectar, bastard tomar BH = BF/3
y BAI sera la solucién.

Por el mismo procedimiento podria obtenerse la divisién en un niimero
cualquiera n de partes iguales. ‘

Obsérvese que el problema siempre puede reducirse a la triseccién de
un angulo agudo, ya que si fuera obtuso se descompondria en uno recto (tri-
secable inmediatamente) y uno agudo.

Solucion por medio de la concoide de Nicomedes

La concoide consta en realidad de dos ramas; la primera de ellas en-
gendrada tal como se explic6 atris (fig. 11) y la segunda en forma semejante,
pero tomando el segmento constante AB desde A hacia P (Fig. 15).
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Sea AOB el angulo que se ha de trisecar. Tracemos un circulo de cen-
tro O y radio arbitrario. Si se encuentra un punto X, tal que CX = OC=0A
quedara resuelto el problema ya que:

4ng. AOB = a = B + ¢ (en el triangulo AOX)
y B = 2¢ (en el triangulo OCX)
Jooa=3¢
El punto X se encontraré en la interseccién del circulo con la segunda
rama de la concoide de polo A, base OB y distancia constante OA = 1.

Obsérvese como la so™cién puede obtenerse con basz en la antensior
construccién, con ayuda de la regla graduada y sin necesidad de la concoide.
Bastaria hacer girar la regla alrededor de A hasta que se observe que la
longitud CX es igual al radio .

Otra variacién de la construccion con la concoide es como sigue (Fig. 16):
Sea OPR el 4angulo a trisectar.

SoBre la normal 2 OR en R se determina el punto M tal que MT = 2. PR.
(M se encuentra sobre la concoide de polo P, base OR y distancia constante
2PR).

Siendo S el punto medio de MT:

SR = SM = ST = PR
". 4ang. RPS = 4ang. PSR = 2.4ng. SMR pero ang. OPT = ang. SMR
*. 4ng. OPT = 145 . 4ng. OPR

Solucion por medio del caracol de Pascal

Si se tiene un circulo de radio r, y por un punto A sobre él se traza
una secante variable, tomando sobre esta a partir del punto de interseccién

una distancia MP constante e igual a d , el lugar geométrico del punto P
es la curva llamada caracol de Pascal.

Existen varios tipos segipn la magnitud de d. Una de estas curvas con
d = r —radio del circulo— permite resolver el problema de la triseccién.

Sea AOB el angulo que se va a trisectar (Fig. 17); la prolongacién de
BO corta la curva en C; el dngulo ACB es la solucién.

En efecto: DC =0D =1
ang. ADO=2.4ng. DCO ..  4ng. OAD = 2. 4ng. DCO
pero ang. BOA = 4ang. DCO + 4ng. OAD = 3 . 4ng. OCD.
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Esta construccién tiene la ventaja de que basta una sola curva para tri-
sectar cualquier angulo, mientras que con la concoide es necesario construir

una curva diferente para cada éngulo.

Solucién por medio de una hipérbola equilatera

Ya desde el siglo IV A.C. Pappus habia anotado la posibilid.ad de resc?l-
ver el problema de la triseccién por medio de una hipérbola equilatera (Fig.
18).

En efecto, dado el segmento AC = 3/, puede demostrarse que el lugar
de los puntos M, tales que MA y MC hagan con la base AC angulos 2a y
« es una hipérbola equilatera de focos A y B.

(CB = /). Trazada esta curva bastard construir sobre AC el arco capaz
del angulo 77 — ¢. Si M es la interseccion se tendra: 4ng. ACM = ¢/3.

Demostremos que efectivamente el lugar de M es la hipérbola descrita:

En Fig. 19 prolonguemos CB =/ ; tracemos MN tal que ang. CMN = a
y bajemos la perpendicular MH.

se tiene: MB® = MA? + AB® — 2AB. AM . cos 2a
por otra parte: AC = 3/ = 2AH + NC
" — 2AM cos 2¢ + AM
2. AM cos 20 = 3/ — AM
por tanto: MB* = (4/)* — 4/ (3] — AM) + AM? = 4 — 4/AM + AM?
.. MB? = (2 — AM)*®
.. MB —MA =2/

y el punto M estara sobre una hipérbola de focos A y B y eje mayor 2/.

Solucion por medio de la trisectriz

Damos por altimo la solucién mediante esta curva inventada al pare-
cer simultdneamente por MacLaurin y por el profesor suramericano Mariano
Beraun, en el siglo pasado, curva que sus autores llaman trisectriz (Fig. 20).

Sea un circulo de radio r y centro A; tracemos por O una secante Vva-

riable que haga un 4ngulo a con el eje x (que tomamos sobre la linea OA)
y por A el radio AD que haga un 4ngulo BAD = 3aq.

El lugar del punto de interseccién P cuando ¢ varfa de O a 60° genera
la cutva.
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Si suponemos ésta trazada, bastari construir el angulo BAD que se
desea triséctar y unir con O el punto de interseccién P.

=

D

M.
FIG _ 19 FIG .20

La ecuacién cartesiana de la curva en los ejes indicados. se obtiene eli-
minando q entre las ecuaciones: y = x tga ; y = (x — r) tg 3

3 t8a — tg° a
Puesto que: tg 3q =
1 —3tg?a
y y?
—_ 3 —
y X x>
se tendra: =
X —r 3y?
1 — —
x2
- x?(3r — 2x)
que simplificada 'queda: y* = :
r + 2x
Conclusion

Ya escrito este trabajo, he conocido otras soluciones exactas o aproxi-
madas, de los tres problemas. Sinembargo las aqui consignadas son una buena
muestra de las mas interesantes, sin pretender por supuesto agotar el tema,
empefio en el cual me haria interminable.



