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INICTACION AL ESTUDIO
DE FORMAS CUADRATICAS

Por: Luis de Greiff Bravo
Profesor de la Facultad

La teoria de las formas cuadraticas de dos y tres variables es
de fundamental importancia en Geometria Analitica. El siguiente
estudio al respecto, de cardcter elemental, estara precedido por al-
gunos conceptos relativos a la teoria de determinantes.

Determinante adjunto. - Definicion. Dado un determinante qusz,
para facilitar la exposicién, supona-
mos de tercer orden, a saber,

A dia dis
(1) a Ao Ao dog
az ago dag

recibe el nombre de adjunto de a, el determinante A cuyos elemen-
tos son los cofactores correspondientes a los términos de igual po-
sicién en el determinante original. Es decir que se tiene,

Ain A Agg
(2) e Asy Ao Agg
Az Az Agg
en el cual valen,
(3) A = Qs azgz — Aasz Ay
ete.

Una propiedad fundamental del adjunto es la siguiente:

dado un determinante a de orden m, su adjunto A tiene por valor,
le. potencia, indice (m—1) de a. En simbolos,

(4) A — am-—l
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Para demostrar esta propiedad basta multiplicar los determi-
nantes eseritos en (1) y (2), para tener, ~

Ci Cio Ciy
(5) aA = Coq Coo Cog
Ca Csu - Cyy

determinante cuyos elementos se obtienen con la siguiente relacion:

(6) ¢y = an Ap 4+ ap Ap + aj Ajy

Ahora bien, los c¢;, cuando los indices de linea y de columna
son iguales, se reducen al desarrollo del determinante a, teniéndose
por otra parte valores cero para indices diferentes. La relacion (5)
se reduce en consecuencia a lo siguiente,

a 0 0
(7) aA — 0 a 0 — g
0 0 a
de donde,
(8) A —.a?

De la misma manera, con solo cambiar la escritura, se demues-
tra el caso general.

Consideremos ahora el adjunto de A, a saber,

an a2 a1y
(9) o — am a2 a3
gl aze agy

para este determinante, segin la propiedad ya demostrada, se tiene,
(10) GE—mA e —

Vamos a hacer ver ¢émo, entre los elementos de « v los de a,
existen relaciones del tipo siguiente,

(]—1) a;] — 41 . a
En general,
(12) ajj =— dj; . a

: Con tal fin dispongamos las siguientes relaciones entre las ma-
trices de cuyos determinantes nos hemos ocupado,
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(13) (R (A S (I5) S
0 sea, de manera detallada,
aq1 djo dig Aj A, Agy
(14) do dog dag ' Ay A Ay
agq dg dgs Ay Ay A,y
a 0 0
= 0 a 0 —== (1]1)
0 0 a

De modo anilogo se obtiene,

(15) (a) . (A9 — (I) A — (D) a?
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Multiplicando los dos lados de (13) por a (un escalar, como

es obvio), y al comparar el resultado con (15), se obtiene,
(16) () oo (Af)=—="a~ (a)= = (AL)

de donde se concluye si es A’ =< 0, por ende a == 0 :
(17) (a)f="as (2]

Esta altima igualdad demuestra la relacién (12).

LA FORMA CUADRATICA TERNARIA

En Geometria Analitica el estudio de las cuddricas se hace de-

pender en gran parte de las propiedades de la forma,

(18) F(x,y,2) = Ax*+A'y*+A"z°}2Byz-}-2B’xz2B"”xy

En todo lo que sigue se supone que, por lo menos uno de los

numeros A, A’, A”, es diferente de cero.

Al derivar F segun las distintas variables de que depende, se

tiene,
14 F, — Ax 4 B’y + Bz
(19) 14 F, B”x + A’y 4+ Bz
15 B, = B'x 4+ By + A%z

formas lineales cuyos coeficientes dan lugar a la matriz

I
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A Bu Bf

(20) (M=—— RS AN B
B, B A!f

o
Al determinante M correspondienfe, a saber,
A B B’
(21) Mese— B A’ B
B! B A"
se da el nombre de diseriminante de la forma F(X,V,2).
A la matriz (M), simétrica, se le concede grande importancia,

pues de su caracteristica depende que la forma F sea equivalente
a la suma de tres, dos, o una forma lineal, elevadas al cuadrado.

El problema de la descomposicién de una forma cuadratica de
n variables en sumas de cuadros de formas lineales indepen-
dientes, ocupé el siglo pasado a matematicos tan eminentes como
Kronecker v Hermite. Remitimos al lector que desee profundizar
este tema, a tratados extensos de Algebra.

Considerada la adjunta de (M), a saber,
a bu b;
(22) (m) = b a’ b

tiene mucha importancia el siguiente,

Teorema. Si en una forma cuadratica son M —= 0; a=a’'=a"”" =0,
resulta en consecuencia que también son b=b"=Db"=0. En otras
palabras: si la matriz de coeficientes es singular y los cofactores
de la diagonal principal son nulos, seran nulos también los otros
cofactores y en consecuencia la matriz (M) tendrd 1 por carac-
teristica.

Para demostrar este teorema consideremos el determinante

« = adj. m. Este nuevo determinante tendra los siguientes elemen-
tos en la diagonal principal:
(23) L2, === oo b'{, Qb= b’:; aygpy — — b2

Ahora bien, en virtud de las relaciones (11) debera tenerse,

(24) —b?—=AM=0; —Db2=A'M=—0; —b2—A"M—0
lo que exige se tenga,
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(25) hE=p— =0

lo que demuestra el teorema.

Pasamos ahora a hacer ver como la forma F(x, y, z) es des-
componible en sumas de cuadrados de tres, dos o una formas linea-
les, seglin que la caracteristica de (M) sea 3, 2, 1 respectivamente.

Para demostrar esta propiedad, veamos en primer lugar como
la diferencia, ‘
(26) oly.z) — By z) — (BEG)2—S4A

es una funcién de y, z, ya no de X, como lo hacemos constar en la
designacion.

Estamos suponiendo A == 0; M =% 0; a” 5= 0. Se tiene, |
(27) Ad(y,z) = a”’y* 4+ a'z® — 2byz
Procediendo ahora en forma andloga se obtiene,
(28) A®(y,z) = (1/a”) (a”y—bz)*4(1/a”) (a’a”—b*)z> ':

— (1/2”) (a”y—Dbz)*+ (1/a”) AMz? "

Con estos resultados se llega a la siguiente descomposicion en
cuadrados:
(29) F(x,y,z) = (1/A) (Ax4B”’y4B'z)*

— (1/Aa”) (a”y—bz)*+ (1/a”)Mz*

donde se tiene los cuadrados de tres formas lineales.
Se reducen a dos si es M = 0.

Se reducen a una si ademas de ser M = 0, son,

a—8 —a/—10; (m)=(0).

En efecto, en el tltimo caso, segin la formula (27) se tiene:
do(y,z) = 0
y si se atiende a la formula (26) resulta,
0= F(x, ¥,2) — (1/44) (F:)?, de donde,
F(x,vy,z) = (Ax-+B"y+4B'z)*/A.
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En caso de tenerse A — 0, la reduccion debera llevarse a ca-
be segin otra variable cuyo cuadrado aparezca en la forma dada.

Ejercicios numéricos. - Se debe descomponer en cuadrados las si-

19

Resp.:

2?

Resp.:

Resp.:

guientes formas:
3x? 4 By — Tz* + 6yz — 10xz 4 4xy
33F — 11(3x + 2y — bz)2 4+ (11y + 19z)* — 867z?
F — 2y? — 3z* + byz — 2XZ + 3Xy
T2F — 9(3x + 4y + 5z)* — (9x + 23z)* 4 867z

F — x* — 12yz -+ 8Xxy — 5xz
4F = (2x + 8y —52)* — 4 (4y —z)* — 21z*



